ALGEBRE 5S4, 2019-2020 UNIVERSITE COTE D’AZUR
Polynémes d’endomorphismes.
FEzxercice 1. — Calculer le polynéme minimal des matrices des exercices 1-4 de la feuille 6.

Ezercice 2. — Quels sont les endomorphismes dont le polynéme minimal est de degré 17

Ezercice 3. — Soit A € M,(R) une matrice telle que (A — I,,)> = 0 et (A — 1) # 0. La
matrice A, est-elle diagonalisable ?

FEzxercice 4. — Soient E un C-espace vectoriel de dimension 4. Chercher les endomorphismes
v de E qui vérifient

(¢ +id)(p — 2id)* = 0,
avec (¢ —21d)? # 0 et (¢ +1d)(p — 2id) # 0.

Ezercice 5. — Soit M € M, (R) telle que M3 +2M?* — M —21I,, = 0. Montrer que tr(M) € Z.
Calculer M~! comme polynoéme en M.

Exercice 6. — Déterminer le polynéme minimal de la matrice
011
A:=11 0 1].
0 01

En déduire un calcul rapide de A=!, A3, A~3.

Ezercice 7. — m désignant un nombre réel, on considére la matrice
m 1 1
A, =11 m 1].
1 1 m
a) Sans calculer le polynéme caractéristique, montrer que A = m — 1 est valeur propre.
Déterminer F,, 1; que peut-on dire de l'ordre de multiplicité de m — 1 comme valeur
propre 7

b) En déduire le spectre Sp(A,,), son polyndme minimale et son polynoéme caractéristique.
A,, est elle diagonalisable ?

c) Discuter, suivant les valeurs de m, le rang de A,,. Déterminer l'inverse de A,, lorsqu’il
existe.

d) Dans le cas ou A,, n’est pas inversible, déterminer le noyau et I'image de I’endomorphisme

associé.
1 a 1
Ezercice 8. — Soit A= |0 1 b|,a,b,c € R. Pour quelles valeurs de a,b, ¢, la matrice A
0 0 ¢

est-elle diagonalisable ?
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1. Exercices supplémentaires

Ezercice 9. — Soit C € M,(R), n > 2,

1 1 1

1 1 1
C .=

11 ... 1

a) Quel est le rang de A? Montrer que 0 est une valeur propre de multiplicité n — 1. En
déduire le spectre de A et son polynéme caractéristique.

b) Déterminer le polynome minimal de A.
Ezxercice 10. — Soit A € M,,(C) un endomorphisme de R", n > 2 de rang 1. Montrer que A

est diagonalisable si et seulement si tr(A) # 0. (on pourra consider la multiplicité de la racine
0 du polynoéme caractéristique Pjy.)

Exercice 11. — Soit
5 1 1 -1
1 5 1 -1
A= 1 1 5 -1
-1 -1 -1 5

Montrer que A est diagonalisabble et inversible. Déterminer son polynéome minimal et, a ’aide
de ce polynéme minimal, calculer A~

Ezercice 12. — Soit A € GL,(K). Montrer que A" est un polynéme en A.

FEzxercice 13. — Soit u un endomorphisme de F de dimension n. Montrer que l'on a
my, | Py | m!.

Ezercice 14. — Soit () un polyndéme et ¢ un endomorphisme. Montrer que si ¢ et diagona-
lisable alors Q(¢) l'est aussi et, si Sp(p) = {A1,..., A} alors Sp(Q(¢)) ={Q(A1),. .., Q(A\e}).
FEzxercice 15. — Donner un exemple de matrices non semblables qui ont méme polyndéme

minimal et méme polynome caractéristique.

Ezxercice 16. — Montrer que Q(X) = X" +Z?;01 a; X" est le polynome minimal de la matrice
dite compagnon de ()

0 O —agp
1 .
C:=
0 —ap—2
0 1 —Qp—1
[Indication: Soit ¢ I'endomorphisme induit par C. Calculer (pc)?(er) pour tout i = 0,...,n est trouver une

relation de dépendence entre ces (n — 1) vecteurs. ]

En déduire que (—1)"Q(X) est le polynéme caractéristique de C'.
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