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Feuille d’exercices n°1

Exercice 1. Calculer 'exponentielle des matrices
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Exercice 2. Vérifier les propriétés suivantes :
a) Si AB = BA alors exp(A)exp(B) = exp(A + B) et Bexp(A) = exp(A)B.
b) exp(—A)exp(A) = 1.
¢) Si B est inversible alors exp(BAB™!) = Bexp(A)B~'.
d) Si v est un vecteur propre de A avec valeur propre \ alors exp(A)v = e v.
Proposer A, B € M(R) telles que exp(A)exp(B) # exp(A+ B).
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Exercice 3. Soit A € M,(C). Designons par det(A) et tr(A) le déterminant et la trace de A
réspectivement. Montrer que

a) le polynome caractéristique det(Al — A) de A est égale & A\? — tr(A)\ + det(A).
b) e = det exp(A).

Exercice 4. Résoudre I'équation différentielle ' = Az et dessiner le portrait de phase pour
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Exercice 5. Résoudre le systeme d’équations différentielles
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avec la condition initialle z(0) = (1,0, 0).

Exercice 6. Soit A € M(R) avec les valeurs propres A\; et \y. Soit z(t) tel que z/(t) = Ax(t),

x(0) # (0,0). Montrer que
a) Si A; <0 et Ay <0 alors limg . x(t) = (0,0).
b) Si Ay > 0 et Ay > 0 alors lim; ., [|2(t)]| = oo.
c) Qu’est-ce qu’'on peut dire de limy_,o || z(t)|| = cosi Ay > 0et Ay <07

Exercice 7. Considérons I'équation

1,/1 = )\11’1
A
Ty = )\21’2.

Montrer que

(1)

a) Si A\; = —2, Ay = 3 alors il existe une fonction différentiable non-constante f : R?* — R

qui est constante sur les trajectoires de (1).

b) Si A <0et Ay <0,ousi A\; >0et Ay > 0, alors toute fonction continue f : R* — R

constante sur les trajectoires de (1) est une fonction constante (égale a f(0,0)).



