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1. (3 points) On considere 'application

1 7
¢:7* —Q, (ar,a2)+ g%~ 5%

(a) Montrer que ¢ est une application Z-linéaire entre deux Z-modules.
(b

)

) Est-ce que ¢ est surjectif ?

(¢) Donner une Z-base du noyau ker(¢).
)

(d) Déterminer un nombre rationnel r € Q tel que im(¢) = rZ C Q.

2. (1,5 points) On considére les sous-ensembles suivants de 'anneau Z[X]
By = {PeZ[X]| P(0)=0[3] et P'(0) =0 [6]},

By = {P e Z[X]| P(0)=0[6] et P'(1) =0 [6]},
Es={PecZ[X]| P(0)=0[3] et P(1) = P'(1)},

ou P’ désigne la dérivée de P. Parmi ces 3 sous-ensembles lesquels sont des idéaux de Z[X]?
Justifier.

3. (1 points) Est-ce que 'anneau R[X]/(X?—4) a des diviseurs de zéro ? Si oui, donner un exemple.

4. (1,5 points) On considere les idéaux I = (17, X —2) et J = (18, X — 3) de 'anneau Z[X].
Déterminer si ces idéaux sont maximaux. Dans le cas contraire, donner un idéal qui le contient
strictement.

5. (5 points) On considere le sous-ensemble D de @ donné par les nombres décimaux, c’est-a-
1

dire les nombres rationnels qui ont un développement décimal fini. Par exemple ;5 € D et
0,12345 € D, mais ¢ D.
(a) Montrer que D est un sous-Z-module de Q.
. s , . . . , 1
(b) On condidere I'application f : Z[X] — Q donné par P +— P(y5)-
i. Montrer que f est Z-linéaire.
ii. Montrer que im(f) = D.
iii. Montrer que ker(f) = (10X — 1).

iv. En déduire qu’il existe un isomorphisme Z-linéaire
f:Z[X]/(10X — 1) — D.

(c) Est-ce que D est un Z-module de type fini?



6. (2 points) On considere la matrice M a coefficients réels donnée par

w31,

(a) Calculer les facteurs de similitude de M.
(b) Donner le polynéme minimal de M.

(c) Est-ce que M est diagonalisable ?

7. (6 points) On considere le polynome P = X* — 2 € Q[X]. Soit L le corps de décomposition de
P dans C.

(a) Ecrire les racines de P en fonction de v/2 et i.

) Montrer que i € L.

) Montrer que P est irréductible sur Q.

) Déterminer le polynéme minimal de i sur Q ainsi que sur Q(v/2).

) Déduire que [L: Q] = 8.

) En identifiant Galg(L) & un sous-groupe de Sy donner la liste des éléments de Galg(L).
)

Soit H I'unique sous-groupe cyclique d’ordre 4 de Galg(L). Décrire le sous-corps K de L
associé a H via la correpondance de Galois. Est-ce que 'extension Q C K est galoisienne ?



