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1. (14 points) On considére le nombre complexe
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et I'application
®:ZX] — C, b(P) = P(w).

On notera
E =im(®) c C.
Ici Z[X] désigne Panneau des polyndmes en une variable X et & coefficients entiers.
(a) Est-ce que 'application ® est un homomorphisme de groupes ?
(b) Est-ce que 'application ® est un homomorphisme d’anneaux ?

(c) Montrer que si P € Z[X] vérifie P(w) = 0, alors P(w) = 0, ou w désigne le conjugué
complexe de w.

(d) Donner un polynéme Pp;, € Z[X] unitaire et de degré 2 tel que P, € ker(®). Dans la
suite on admettra que ker(®) est un idéal principal engendré par Pp,.

(e) Exprimer E comme un quotient de Panneau Z[X] par un idéal.
(f) Est-ce que E est un anneau integre ?

(g) Dessiner dans le plan complexe ’intersection

E1 =EnND(0,1)

ot D(0,1) est le disque fermé (=avec bord) de centre 0 et de rayon 1.
(h) Est-ce que Fj est un sous-groupe de E ?
(i) Déterminer les éléments inversibles de F.

(j) Montrer que E est un anneau euclidien. On pourra adapter la preuve (vue en TD) pour
Panneau de Gauss Z[i].

2. (6 points) On considére le sous-ensemble I de 'anneau Z[X]
I={PeZX]| P0)=0[6] et P'(0) =0 [3]},

ou P’ désigne la dérivée de P.
(a) Montrer que I est un idéal de Z[X].
(b) Montrer que 'anneau quotient Z[X]/I est fini. Décrire le groupe abélien fini sous-jacent.

(c) Donner un diviseur de zéro dans 'anneau quotient Z[X]/I.
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