M1 ALGEBRE UNIVERSITE COTE D’AZUR
ANNEE 2023-2024

Examen partiel du 21 mars 2024

1. (4 points) Soit k£ un corps. Déterminer en fonction de «, 8 € k les invariants de similitude de la
matrice

0 1
00
0 0

o ™ R

2. (6 points) Soit k& un corps. On considere 'anneau k[T des polynémes en la variable T' et a
coefficients dans k ainsi que I'application

Fik[T) = K[T] x k[T] P~ (P, TP),
ou P’ désigne le polynéome dérivé de P.

(a) Est-ce que f est une application k-linéaire ?
(b) Est-ce que f est une application k[T-linéaire ?
(c) Est-ce que f est injective ?

(d) Déterminer le conoyau de f.

3. (7 points) Soit z = u + iv € Z[i] avec PGCD(u,v) = 1. On pose n = u? + v2.
(a) Montrer qu'il existe un entier ¢ € {0,...,n — 1} vérifiant u +cv =0 [n].
(b) Montrer que Uentier ¢ vérifie la congruence ¢ +1=0 [n].

(c) Montrer que l’application
f:2Z]i| - Z/nZ, a+1ib+— a+ cb mod n
est un homomorphisme d’anneaux qui induit un isomorphisme
fozZi])(u+iv) = Z/nZ.

4. (3 points) On consideére 'anneau de Gauss Z[i].

(a) Calculer PGCD(8,3 + 4) dans Z[i].
(b) Donner la relation de Bézout associée a 8 et 3 + i.
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