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Exercices

1. Soit A un anneau (pas nécessairement commutatif). On rappelle que a € A est un diviseur de
zéro a gauche, si a # 0 et s'il existe b € A avec b # 0 et vérifiant ab = 0. De méme, on dit que a
est un diviseur a droite, si a # 0 et s’il existe b € A avec b # 0 et vérifiant ba = 0.

(a) On considere 'anneau A = Mat,, (k) des matrices carrés de taille n > 2 a coefficients dans
un corps k. Montrer qu'une matrice non-nulle M € A est un diviseur de zéro a gauche (a
droite) si est seulement si M n’est pas inversible.

(b) Soit k un corps. On note k[T] l'espace vectoriel des polynomes & coefficients dans k en
une variable T' et A = (End(k[T]),+,0) anneau des endomorphismes (= applications
k-linéaires) de k[T] dans lui-méme.

— On considere la dérivation 9 € A définie par O(P) = P’. Montrer que 9 est un diviseur
de zéro a gauche, mais pas a droite.
— Trouver un élément f € A qui est un diviseur & droite, mais pas a gauche.

2. Soit A un anneau unitaire. On dit qu'un élément a € A est inversible s’il existe un élément b € A
tel que ab = ba = 1. Si A n’est pas commutatif, on définit aussi les notions d’inverse a gauche et
inverse a droite : un élément a € A est inversible & gauche (resp. a droite) s’il existe un élément
by € A (resp. bg € A) tel que bya =1 (resp. abg = 1).

(a) Montrer que si un élément a admet un inverse a gauche b, et un inverse a droite by, alors
by = bg.

(b) Soit k un corps de caractéristique 0. On note k[T'] 'espace vectoriel des polynémes a coeffi-
cients dans k en une variable T' et A = (End(k[T1]), +, o) 'anneau des endomorphismes (=
applications k-linéaires) de k[T] dans lui-méme.

— On consideére la dérivation 0 € A définie par (P) = P’. Montrer que 9 admet un inverse
a droite (en le donnant explicitement), mais n’admet pas d’inverse & gauche.

— Trouver un élément f € A admettant un inverse a gauche, mais pas d’inverse a droite.

— Qu’est-ce qui change quand k est de caractéristique p > 07

3. Soit V' un k-espace vectoriel de dimension quelconque et A = (End(V'), +, o) "anneau des endo-
morphismes (= applications k-linéaires) de V dans V.
— Montrer que f € A est inversible a gauche si et seulement si f est une application injective.
— Montrer que f € A est inversible a droite si et seulement si f est une application surjective.
— On suppose que V est de dimension finie. Montrer que f € A est inversible & gauche si et
seulement si f est inversible a droite.

4. Soit A un anneau unitaire. On note 1 l'unité de A et 04 le neutre (pour +) de A. On rappelle
la définition d’un module (& gauche) M sur 'anneau A.

(a) (M,+) est un groupe abélien. On note 07 le neutre.

est muni d’une opération de A, c’est-a-dire on a une application
b) M est id’ Sration de A, c’est-a-di licati
Ax M — M, (a,m)— am

qui vérifie
— 1lm=m, VYmeM



— (a+b)m=am+bm, YmeM VabeA
— a.(m+n)=am+an, YmmneM VacA
— (ab).m = a.(bom), VYm e M Va,be A

Montrer que 04.m = 0y et que (—1).m =—m Vm € M.

5. Soit M un sous-Z-module de Z. Montrer qu’il existe un entier n € Z tel que M = nZ C Z.
6. On considere les anneaux A = Z/5Z et B = Z/30Z.

10.

11.
12.
13.

(a) Est-ce que A est un B-module?
(b) Est-ce que B est un A-module?

On considere | nombres rationnels rq,...,r; € Q et I'application

l
o: 7 —Q, (a1,...,a)— Zairi.
i=1

(a) Montrer que ¢ est une application Z-linéaire.

(b) Exemple : on prend [ = 2 et r| = %,rz = % Déterminer I'image im(¢) de I'application ¢
comme sous-Z-module de Q.

(¢) Montrer que ¢ ne peut pas étre surjectif en construisant de fagon explicite un nombre
rationnel a partir des nombres 71, ..., qui n’est pas dans im(¢).

(d) Montrer qu’il existe un nombre rationnel r € Q tel que im(¢) =rZ C Q.

. Soit A un anneau unitaire. On considére 'anneau B = A[T] des polynomes a coefficients dans

A en une variable T et les applications
0:B— B, 0(P)=P', evy:B— A, evg(P) = P(0).

données par la dérivation des polynomes et ’évaluation en 1" = 0 respectivement.
(a) Est-ce que 0 et evy sont des applications A-linéaires ? B-linéaires ?

(b) Est-ce que 0 et evq sont des homomorphismes de groupes ? homomorphismes d’anneaux ?

. On considere 'anneau de Gauss

Zli| = {a+ib| a,b € Z}, aveci®=—1.

Montrer que Z est un sous-anneau de Z[i].

Est-ce que Z[i] est un Z-module ?

Est-ce que Z est un Z[i]-module ?

Déterminer tous les Z-modules M vérifiant Z C M C Zli].

Parmi ces Z-modules lesquels sont des Z[i]-modules 7

—

(
(
On considére deux idéaux Iy = mZ et Io = noZ de Z. Montrer les égalités suivantes.

(a) I1 + Is = PGCD(ny,n2)Z.

(b) I - Iy = ninsZ.

(¢) I1 NIy = PPCM(ny,na)Z.

On considere deux idéaux I et Is d’un anneau A. Montrer que si I1+1o = A, alors I1-1s = I1N1Is.

Parmi ces Z-modules lesquels sont des sous-anneaux de Z 7

Montrer que 'anneau de Gauss Z[i] est un anneau inteégre.

Montrer que si K est un corps, alors ’anneau des polynémes K[X] est un anneau integre.



14.

15.

16.

17.
18.
19.

20.

21.

22.

23

On considere des A-modules Ny, Ny et M qui vérifient N1 C Ny C M. Montrer qu’il existe un

isomorphisme

On considere deux A-modules M et L et une application A-linéaire f : M — L. Soit N C M un
sous-A-module tel que N C ker(f).

(a) Montrer qu’il existe une application A-linéaire f : M/N — L, qui factorise & travers f,
c’est-a-dire qu’on a la relation fonm = f, ou w: M — M/N est 'application naturelle de
passage au quotient.

M/N

(b) Montrer que f est injectif si et seulement si N = ker(f).
(c) Montrer que f est un isomorphisme si et seulement si N = ker(f) et f est surjectif.

(d) Application : On considére I'application R-linéaire d’évaluation en ¢ d’un polynoéme a coef-
ficients réels
f:R[X]—=C, P~ P(i).

Montrer que f induit un isomorphisme d’anneaux f : R[X]/(X% +1) — C.
Soit A un anneau commutatif unitaire et soit a € A. On note (a) 'idéal de A engendré par a.
Montrer que (a) = A si et seulement si a est inversible dans A.
Montrer qu’'un idéal maximal est premier.
Déterminer tous les idéaux premiers (resp. maximaux) de ’anneau Z.

Déterminer tous les idéaux de 'anneau R[X]. Parmi ces idéaux lesquels sont premiers ? maxi-
maux ?

Déterminer tous les idéaux de anneau C[X]. Parmi ces idéaux lesquels sont premiers? maxi-
maux ?

Déterminer si les idéaux suivants sont premiers/maximaux

(a) I =(X?-2X+1)CR[X],

(b) I =(17,X —2) C Z[X],

c) I=(X-Y)CRIX,Y].

(a) Montrer que I'idéal (X2 +1) C Z[X] engendré par le polynéme X2+ 1 € Z[X] est premier,
mais pas maximal.

1
1

(b) Montrer que I'idéal (2, X2+ 1) C Z[X] engendré par 2 et X2+ 1 n’est pas maximal. Trouver
un idéal I vérifiant

(2,X?+1)¢Z I Z Z[X].
(c) Montrer que Iidéal (3, X2 + 1) C Z[X] engendré par 3 et X2 + 1 est maximal. Décrire
I'anneau quotient Z[X]/(3, X2 + 1).

Soit p un nombre premier et P € Z/pZ[X]| un polynéme de degré n a coefficients dans le corps
Z/pZ.

(a) Montrer que 'anneau quotient A = Z/pZ[X]/(P) est un anneau fini de cardinal p".



(b)

Montrer que A est un corps si et seulement si P est un polynéme irréductible.

24. Soit I = (2, X2 +1) C Z[X] I'idéal engendré par 2 et X2+ 1. Montrer que I n’est pas principal,
c’est-a-dire que I ne peut pas étre engendré par un seul polynéome P € Z[X].

25. Soit P = Z?:o a; X" € Z[X] un polynéme non nul & coefficients entiers a; € Z. On considere le
contenu de P noté ¢(P) et défini comme

(a)
(b)

(d)

C(P) = PGCD(aO,al, ces ,ad).

Montrer que ¢(aP) = ac(P) pour tout a € Z et P € Z[X].

Montrer que ¢(PQ) = ¢(P)c(Q) pour tout P,Q € Z[X]. (Indication : se ramener au cas
c¢(P) = ¢(Q) = 1, ensuite par I'absurde supposer qu’il existe un nombre premier p qui
divise ¢(PQ) et réduire modulo p, c’est-a-dire utiliser ’homomorphisme d’anneaux Z[X| —
Z/pZ[X].)

Application : Soit P € Z[X] un polynome avec deg(P) > 2. On suppose qu'il existe une
factorisation P = A- B dans Q[X], c’est-a-dire A, B € Q[X] vérifiant 0 < deg(A) < deg(P)
et 0 < deg(B) < deg(P), alors il existe une factorisation de P dans Z[X]. (Attention : la
factorisation dans Z[X| n’est pas nécessairement donnée par P = A - B.)

Application : Soient a, b € Z deux entiers premiers entre eux avec a # 0. On note (aX +b) C
Z]X] l'idéal engendré par le polynéme aX + b dans Z[X]. Montrer que P € (aX +b) si et
seulement si P(—S) =0.

26. On considere les deux anneaux A = K[X] et B = K[X"], ou K est un corps et n € N*. Montrer
que A est un B-module libre de rang n. Montrer que {1, X, X2, ..., X" 1} est une B-base de A.

27. On considere le sous-ensemble M de Q donné par

(a)
(b)

(c)

M:{%\aGZe‘cneN}.

Montrer que M est un sous-Z-module de Q.

On condidere 'application f : Z[X] — Q donné par P — P(3).
i. Montrer que f est Z-linéaire.

ii. Montrer que im(f) = M.

iii. Montrer que ker(f) = (2X —1).

iv. En déduire qu’il existe un isomorphisme Z-linéaire
f:Z[X]/(2X —1) = M.

Est-ce que M est un Z-module de type fini?

28. On considere I'application f : Z[X] — R définie par f(P) = P(v/2).

(a)
(b)
(c)

Montrer que im(f) est un Z-module libre et en donner une base.
Déterminer ker(f).
Meémes questions pour 'application f définie par f(P) = P(m).

29. Montrer que 'anneau de Gauss Z[i] est euclidien pour la norme complexe.

30. Montrer que I'anneau Z[iy/2] est euclidien pour la norme complexe.

31. Montrer que Z[X] n’est pas un anneau principal.

32. Montrer que R[X,Y] n’est pas un anneau principal en montrant que l'idéal (X,Y’) n’est pas
principal.



33.

34.

35.

36.

On considere anneau de Gauss Z[i].
(a) Déterminer les inversibles de Z[i].

(b) Soit p € N un nombre premier. Montrer qu’il y a une équivalence entre les deux propriétés
suivantes

i. Il existe a,b € Z tel que p = a® + b.
ii. Il existe des éléments non-inversibles u, v € Z[i] tel que p = wv.

En faisant des opérations sur les lignes et les colonnes, calculer les facteurs invariants des matrices
a coeflicients entiers suivantes

1 2 1 -2 1
6 17 |, 2 2 8
-3 —6 5 —10 5

En déduire les classes d’isomorphisme des noyaux et conoyaux des applications Z-linéaires de
Z™ dans Z" déterminées par ces deux matrices.

On considere 'application
f:Z]i| - Z/5Z, a+ b a+ 3b mod 5.

(a) Est-ce que f est un homomorphisme d’anneaux ?

(b) Montrer que ker(f) = (2 + 7).

(c) En déduire qu'on a un isomorphisme d’anneaux f : Z[i]/(2 + i) — Z/5Z.
Soit 2z = u + iv € Z[i] avec PGCD(u,v) = 1. On pose n = u? + v2.

(a) Montrer qu’il existe un entier ¢ € {0,...,n — 1} vérifiant u + cv = 0 [n]. (Indication : Si
v # 0, montrer que v est inversible dans Z/nZ et prendre ¢ = —uv~—! € Z/nZ)

(b) Montrer que I'entier ¢ vérifie la congruence ¢> +1=0 [n].

(¢) Montrer que I'application
f:Z]i] - Z/nZ, a+ib+— a+cbmodn
est un homomorphisme d’anneaux qui induit un isomorphisme
f oz (u+iv) = Z/nZ.

(a) Calculer PGCD(3,2 + i) et PGCD(6 + 37,1 + 3i) dans 'anneau de Gauss Z[i].

(b) Déterminer le conoyau de 'application
Z[i| — Z[i] x Z]i], 2+ (32,(2414)2).
(¢) Montrer que le conoyau de l'application
Z[i| — Z[i] x Z]i], 2+ ((6+3i)z, (14 37)z2).
est donnée par ’application
Z[i] x Z]i] — Z[i] x Z/5Z, (21,29) ¥ (1 +14)z1 — 322, f(21)),

ou f est défini dans I’exercice précédent.



38. Soit p un nombre premier # 2. On consideére les deux applications f,g : (Z/pZ)* — (Z/pZ)*

définies par
p—1

f(x)y=2% et g(x)=22 Vzec (Z/pZ)*.
(a) Montrer que ker(g) = im(f).
(b) En déduire que les 3 propositions suivantes sont équivalentes :
i. p=1mod 4
ii. —1 est un carré dans Z/pZ
iii. X2+ 1 € Z/pZ[X] n’est pas un polynéme irréductible
39. On considére deux entiers a,b € N* et on note d = PGCD(a, b) et m = PPCM(a, b).

(a) Montrer qu’on a une suite exacte de groupes
0— Z/mZ % Z)aZ x Z)bZ 2 7./dZ — 0,
ou les homomorphismes i et p sont définis par
i(z[m]) = (z[a], z[b]) et p(zilal, z2[b]) = 21[d] — z2[d].

(b) On note u,v € Z les entiers apparaissant dans l'identité de Bézout au 4 bv = d et on note
a=9et = g. On définit les homomorphismes p’ et 7’

p i Z)dL — L)aZ x ZJVZ, P (x[d]) = (zaula], —zBv[b])

i' : Z)aZ x ZJVZ — Z/mZ, i (x1]a],x2[b]) = Bvzy + cuzs[m).

Montrer que p’ et 7 sont des scindages de la suite exacte précédente, c’est-a-dire que
ioi=Id et pop =Id.
(¢) En déduire un isomorphisme
b :Z/aZ x L)VZ — Z./mZ x ZL]dZ,

qu’on donnera de maniere explicite.
40. Déterminer les facteurs invariants des groupes abéliens suivants
(a) Z/5Z x Z]6Z
(b) Z/37 x /57 x 7./15Z
(¢) Z/AZ x Z./]6Z x 7./6Z

41. Soit p un nombre premier. Parmi les groupes d’ordre p* suivants, trouver ceux qui sont iso-
morphes
(a) (Z/pZ)*
(b) (Z/p*Z) x (Z/p°Z)
(c) (Z/p°Z) x (Z/pZ)
(d) (z/p'Z)
) ker(f), f:(Z/pZ)®> = Z/pZ, (x1,...,25) > 21+ ...+ x5
) ker(g), g: (Z/p°L) — Z/p°L, =~ px

[§]

(
(f



42. On considere les deux matrices
010 010
My={( 0 0 0 |, My = 0 01
0 00 0 00

(a) Calculer les invariants de similitude, ainsi que les polynémes minimaux et caractéristiques
de My et Ms.

(b) Est-ce que M; et My sont semblables ?

43. Déterminer les invariants de similitude des matrices

1 1 0 32 -5
A=| -1 1 1 |, B=[26 -10
2 -2 -2 12 -3

44. On considere la matrice de Jordan d’ordre r

A1 0 0
0o X 1

() =
: 0 A1
0O ... 0 0 X\

avec A € K sur la diagonale et 1 au-dessus. Calculer par récurrence sur r les invariants de
similitude de la matrice J.(\).

45. Déterminer a similitude pres toutes les matrices M carrées d’ordre 4 nilpotentes, c’est-a-dire
vérifiant M* = 0. Donner pour chaque classe de similitude un représentant.

46. Déterminer le corps de fractions Fr(Z[i]) de 'anneau de Gauss Z[i].

47. Donner le degré des extensions de corps de Q suivantes :
Qv2), QV3), QW2Vv3), Q2+ V3)

48. (a) Donner le polynéme minimal de v/2 + v/3 sur Q, ainsi que sur Q(v/3).
(b) Donner le polynéme minimal de v/2 — /3 sur Q.
49. Donner le degré de I'extension Q(v/2, v/7) de Q.

50. On consideére 'extension de corps L = Q[X]/(X? —2) de Q et on note w1, ws,ws les trois racines
complexes du polynéme X3 — 2.

(a) Donner le degré [L : Q.

(b) Pour chacune des trois racines complexes on note L; 'image de 'application
qbi L — (C, X — Wi

Donner une base de chaque Q-espace vectoriel L;.
(c) Déterminer les intersections L; N L; pour i # j.
51. On considere le corps fini Fy = Fo[X]/(X2 + X +1).
(a) Donner une base de Fy comme Fa-espace vectoriel.
(b) Etablir la table de multiplication de Fy.



52. On considere les deux polynémes dans Fo[X]
P=X"+X?4+1 et P=X’+X+1

(a) Montrer que P; et P sont les seuls polynomes irréductibles de degré 3 dans Fa[X].
(b) On note L; le corps fini Fo[X]/(P;). On considere le morphisme de Fo-algebres

@:FQ[X]%FQ[X], X—X+1

Montrer que ® est un isomorphisme.
(¢) Montrer que ® induit un isormorphisme de corps de L; avec L.

53. Pour chacune des extensions suivantes K C L déterminer le groupe Autg (L) des automorphismes
de L sur K

()K:@eth@(\/i)
(b) K =Q(v2) et L=Q(v2,V3)
<c>K Qet L =Q(v2,V3)
(d) K=Qet L=0Q(V2+V3)
) K =TFy et L =F,

) K =Ty et L =Fg

€

(
(f
54. On considere 'extension L de Q engendré par V2 et w= e% dans C

L =Q(V2,w).

(a) Déterminer le degré [L : Q).
(b) Déterminer le groupe des automorphismes Autg(L).
(¢) Donner un élément primitif ainsi que son polynome minimal.

55. Soit K un corps. On note K (X) le corps de fractions rationnelles en X et & coefficients dans K.
Est-ce que les extensions suivantes sont algébriques ? finies 7 Si oui, donner leur degré.

(a) K C K(X)
(b) K(X?) C K(X)
) K(xyx) € K(X)

(c
(d) K(x57) € K(X)

56. Soit K un corps et a € L, ou L est une extension de K. Montrer que « est algébrique sur K si
et seulement si K («) est une extension finie de K.

57. On considere le sous-ensemble Q de C défini par
Q = {a € C | a algébrique sur Q}.
Montrer que Q est un corps algébriquement clos. On pourra utiliser le fait que C est algébriquement

clos.

58. Soit K un corps fini d’ordre p™ avec p un nombre premier. En utilisant la correspondance de
Galois déterminer tous les sous-corps de K.

59. Soit K un corps de caractéristique p > 0. On note K (X) le corps de fractions rationnelles en X
et a coefficients dans K.



(a) Montrer que 'extension K (X?) C K(X) est non-séparable de degré p et que
Aut g xr) (K (X)) = {id}.
(b) Montrer que 'extension K(X? — X) C K(X) est séparable de degré p et que
Autg (xr—x)(K(X)) = Z/pZ = (o),

ou o est 'automorphisme de K(X) défini par o(X) = X + 1.
60. On considere le polynéme P = X3 4 3 € Q[X]. Soit L le corps de décomposition de P dans C.
On note w = ¢ € C.
Ecrire les racines de P en fonction de v/3 et w.
Déduire que P est irréductible sur Q.

Montrer que w € L.

Déduire que [L : Q] = 6 et que Galg(L) = Ss.

Donner la liste des sous-corps de L contenant Q. Donner un générateur pour chaque sous-
corps.

)
)
(c)
(d) Déterminer le polynéme minimal de w sur Q ainsi que sur Q(+/3).
)
)

(g) On considere le polynéme Q = X% — 9. Montrer que L est le corps de décomposition de
Q. On identifie Galg(L) & un sous-groupe du groupe symétrique Sg via son action sur les
racines de ). Donner la liste des éléments de Galg(L) comme sous-groupe de Sg.
61. On considere le polynéme P = X 6 — 3 € Q[X]. Soit L le corps de décomposition de P dans C.
On note w = ¢ 6 € C.
(a) Montrer que L = Q(v/3,w).

(b) Montrer qu’on a des inclusions de corps
QCQ(V3) cQ(VB) et QCQVB) cQV).

(c) Justifier que v/3 ¢ Q(V/3).
(d) Montrer que [L : Q(v/3)] = 6 et que [L : Q] = 12.
e) En identifiant Galg(L) a un sous-groupe de Sg donner la liste des éléments de Galg(L).
)

(
(f) Donner la liste des sous-corps M de L contenant Q. Pour chaque M dire si M est une
extension galoisienne sur QQ et donner un systéme de générateurs.

62. Pour n € N* soit &, € C[X] le polynome unitaire dont les racines sont simples, égales aux
racines primitives n-iémes de I'unité dans C. Le polynoéme &, est appelé le n-iéme polynoéme
cyclotomique.

(a) Montrer que Hd|n ®,; = X™ — 1. En déduire par récurrence que pour tout n > 1 ®,, € Z[X].

(Indication : utiliser la multiplicativité du contenu d’un polynéme a coefficients entiers).
(b) Montrer que le corps de décomposition du polynoéme X™ —1 est égal a I'extension L = Q((),
ol ( = e € C.
(c) Montrer que 'extension Q C L est galoisienne.
(d) Soit o € Galg(L). Montrer qu’il existe un entier [ premier & n tel que o(¢) = ¢

(e) Construire un homomorphisme de groupes injectif
v Galg(L) — (Z/nZ)*.

(Remarque : Cet homomorphisme ¢ est en fait un isomorphisme, ce qui implique ®,, est le
polynéme minimal de (. La démonstration de ce résultat est plus difficile).



63. Suite de I'exercice précédent. On admet que Galg(L) = (Z/nZ)*. On suppose dans ce exercice
que n = 11.

(a) Justifier que Galg(L) = Z/10Z.
(b) Soit ¢ la conjugaison complexe. Justifier que ¢ # Id dans Galg(L).

(c) On pose H = {c¢) C Galgp(L). Donner un générateur du sous-corps L de L fixé par H.
(Indication : Calculer (¢ + ()% — (¢ — ¢)2.)

(d) Montrer que l'extension Q C L est galoisienne et que Galg (L) = Z/5Z.
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