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Corrigé de la feuille d’exercices numéro 7
Indépendance et calculs de lois.

1. Soit f € C;f (R), on calcule :
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Donc la densité de X est la fonction de x suivante :
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2. Soit f € G} (R), on calcule :

E(f(X/Y)) = /Rz f(u/v)%f“Q/Qe*”Q/Qdudv

On fait un chamgement de variable en s = u/v,t = v, u = st,v = t. La matrice jacobienne
est :
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de déterminant t. On a donc :

1
BUX/Y)) = [ o fo)le 02 s
R2 2
toe L[+ 2 2
par Fubini-Tonelli = / f(s) (2/ e~ (507 /2t /2|t|dt> ds .
—0o0 T J-—

Donc la densité de X/Y est la fonction de s suivante (par parité) :
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On calcule :
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car 1-fs2 ~ % qui n’est pas intégrable en +oco. Donc X/Y n’est pas intégrable.

3. Soit f € C;f (R?), on calcule :
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Donc la densité de (X +Y, X —Y) est la fonction (u,v) — e’”2/4e*”2/4ﬁ. C’est un produit
d’une fonction de u et d’une fonction de v donc X +Y et X — Y sont indépendantes.

4. Les variables X et Y sont & valeurs dans N donc X + Y aussi. Soit n € N, calculons :
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Donc X +Y ~ P(A+ pu).
5. (a) e Si X est symétrique :
Ve € G, (R),
E(¢(X)) = E(¢(=X))
—+oo —+oo
| ewrwa = [ eoswa
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/ o) f(H)dt = / o(u) f(—u)du (changement de variable u = —t) .
Done [T ¢(t)(f(t) — f(—t))dt = 0. Cela est vrai Yo € C;f (R) donc f(t) — f(—t)
est nulle presque partout donc f(¢) = f(—t) pour presque tout ¢.

e Si f(t) = f(—t) pour presque tout t:



“+oo
E($(-X)) = / o(—t) (1)t
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= / o(t) f(—t)dt (par changement de variable)

= /+Oo o) f(t)dt (car f(t) et f(—t) coincident presque partout)
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donc —X est de densité ¢ — f(t) comme X donc X est symétrique.

(b) Exemple de loi symétrique : X = 1 avec probabilité 1/2 et X = —1 avec probabilité
1/2.

(¢) o Si X est symétrique :
Pour tout u :

E(eiuX) — E(e—iuX)

E(eiuX) .
Donc E(e®X) € R.
e Si E(e™X)eR, Vu :
E(e™(=%) = E(eiuX)
— E(eiuX) )

Donc X et —X ont méme fonction caractéristique donc X et —X ont méme loi
donc X est symétrique.

(d) Soient Aj, Ay € B(R).
e SileAjet —1€ Ay, Ple€ A1, |X| € A2) =P(|X] € Ag) =P(e € A1)P(|X| € As).
e SileAjet —1¢ Ay, Plec A1,|X| € Ay) =Ple=1,|X| € A2) =P(X >0,X €
Az) =P(X <0,—X € Ap) car X symétrique donc P(e € Ay, |X| € Ay) = 3 (P(X >
0,X € A) +P(X <0,—X € Ay)) =P(e € A))P(|X]| € Az).
e Sil¢ A; et —1 € A, on montre de méme que P(e € A1,|X| € Az) = P(e €
Al)]P)(|X| S AQ)
e Sil ¢ A et —1 ¢ Al, P(E S Al, |X| € A2) =0 ZP(6 S Al)P(|X| S Ag)
On a donc toujours P(e € Ay, |X| € A2) = P(e € A1)P(|X]| € Ag), donc € et |X| sont
indépendants.

(e) On calcule la fonction caractéristique ;

equ —iuY’ )

]E(eiu(YfY’)) _ E(

E(e™ ) (e —iy! ) (par indépendance)
E(e™Y ) (e7"™Y) (car Y et Y’ ont méme loi)
E( ey >

Donc par la question 5¢, Y — Y’ est symétrique.



