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Exercice 1 Soit (Xn)n≥1 une chaîne de Markov à espace d'états E = {0, 1}, de matrice de
transition P et d'état initial 0.

1. Pour r ≤ 1 et 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tr, montrer que

P{X1 = 1, . . . , Xt1−1 = 1, Xt1 = 0, Xt1+1 = 1, . . . , Xt2−1 = 1, Xt2 = 0, . . .}

=

r∏
k=1

P{X1 = 1, . . . , Xtk−tk−1−1 = 1, Xtk−tk−1
= 0}.

2. Soit V0 =
∑

n≥0 1{Xn=0} le nombre de fois que la chaîne visite 0. Montrer que

∀r ≥ 1, P{V0 > r} =
(∑
n≥1

P{X1 = 1, . . . , Xn−1 = 1, Xn = 0}
)r
.

3. En déduire que P{V0 = +∞} ∈ {0, 1}. Montrer également que

E(V0) = (1−
∑
n≥0

P{X1 = 1, . . . , Xn−1 = 1, Xn = 0})−1 (1/0 = +∞).

4. Montrer que E(V0) =
∑

n≥0(P
n)0,0, puis que

P{V0 = +∞} = 1⇔
∑
n≥0

(Pn)0,0 = +∞.

(Le cas échéant, l'état 0 est dit récurrent.)

Exercice 2 On admet que le résultat de l'exercice précédent demeure vrai pour E de cardinal �ni

quelconque.
Pour une chaîne de Markov (Xn)n≥0 de matrice de transition P sur un espace d'états �ni E, on
cherche à montrer qu'un état appartenant à une classe de communication C fermée est nécessaire-
ment récurrent.

1. Montrer que, pour tout i, j ∈ C, ∑
j∈C

∑
n≥0

(Pn)i,j = +∞.

2. Soit i ∈ C. Montrer qu'il existe j ∈ C tel que
∑

n≥0(P
n)i,j = +∞.

3. En déduire que, pour tout i ∈ C,
∑

n≥0(P
n)i,i = +∞.

4. Conclure.

Exercice 3 Nous étudions maintenant la réciproque de l'exercice précédent.

Soit (Xn)n≥0 une chaîne de Markov d'espace d'états �ni E, de matrice de transition P et d'état
initial i supposé récurrent. Soit par ailleurs j un point accessible depuis i, i.e. ∃m ≥ 0, (Pm)i,j > 0.

1. Montrer que P
( ⋃
k≥m+1

{Xk = i}
)
= 1.

2. En déduire que
∑

k≥m+1 P{Xm = j,Xk = i} > 0.

3. Conclure
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