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Corrigé de ’examen
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1. (a) Calculons pour une fonction test f :

E(f(X)loysa-x)2) = / )f($)12y>(17z)2€_m€_yd$dy

= / fl@)e™ / e Ydy | dx
@>0 y>(1-2)2/2

1— 2
= f(z)e™™ exp(—( ?) )dx.
x>0 2
Nous obtenons donc :
]P)(QY > (1 — X)Q) = / 12y>(1,x)2e Te ydﬂ?dy
(R4)?
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Donc (pour toute fonction test f)
2
B(A(0IRY > (1= XP) = [ f@)e?/Zdo
>0

donc la loi cherchée est de densité
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(b) Calculons pour une fonction test f :
E(f((2S - DX[2Y > (1-X)*) = E(f(X)1s=1[2Y > (1 - X)*) +E(f(-
= E(f(X)|2Y > (1 - X)2, S—l) (S =
HE(XRY > (1= X5 = OR(S
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Algorithme 1

b=0;

while (b==0)
x=-log(rand());
y=-log(rand());
if (2%y>(1-x)~2) then
b=1;
end

end
s=grand(1,1,’bin’,1,0.5);
z=(2*s-1) *x;

disp(2);

()
2. (a) On fait un dessin et on trouve que {1,2,3} est une classe récurrente et {4,5} est une classe
transiente.

(b) On résoud le systéme

1 1 1
37 +§7T2 +3 m =m
53T +3m2 +§7T3 = T2
1
§7T2 +§7T3 = T3
1 1
?W4 T35 =Ty
57’(4 = T5
sous la contrainte 71,...,7m5 > 0, 1 + -+ 4+ 75 = 1 et on trouve
4 6 3 0
7]'1 = — 7T2 = — ’]T3 = — 7‘[‘4 = s — U.
13”7 13”7 13”7 °

(c) Nous avons pour tout n > 1, (P™)11 > (P1,1)" > 0 donc 1 est apériodique donc la classe
{1,2,3} est apériodique.

(d)

~

Ps(Xrin=1) = 5(X14n = 1T < 00, X = 3)P(T < 00, X7 = 3)

(
=  P5(Xrin =1|T < 00, X7 = 3)P(T < 0)
(car {1,2,3} est récurrente) =  P5(Xpy, = 1T <00, X7 =3)
(Markov fort) = P3(X, =1)
(car {1,2,3} est récurrente et apériodique) =

(e) Par théoréme du cours : E3(T) = 1/m5 = 13/3.

3. Calculons pour une fonction test f (on note X la variable aléatoire affichée et U la variable u) :
1
E(f(X)) = E(f(tan((U — ;)m)))
! 1
| fan(w = Hman
0
+oo

w=tan(w=3m) = [ )=

1+92)
Donc la variable affichée est de densité
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4. Notons Uy, Us, ... (resp. Vi, Va,...) les variables u (resp. v) tirées lors de la boucle while. Soit
T =inf{n > 1,V,, <U,}. La variable affichée est Ur. On peut reconnaitre un algorithme d’échan-
tillonage d’importance ou calculer directement, pour toute fonction test f :

E(f(Ur)) = Y E(f(Un)lr=n)

n>1
= Y E(fUlviz0, - v, 20, lv,<r,)
n>1
(par indépendance) = ZE(f(Un)lvn<Un)(IP’(ViZUi))”*l.
n>1

Calculons (pour tout n)

E(f (U, <v,) = / / F ()L, <odudy
u€e[0;1] Jve[0;1]

/ue[o;l] fw) </v€[0;u] dv) e

= / f(w)udu,
u€[01]

et

P(V>U) = / / 1,>,dudv
u€[0;1] Jve[0;1]

1
= / (1—w)du=~.
u€[0;1] 2

B(f(Ur) = Z( / m}f(u)udu) (;)
=1 \Juelo;

n

= / f(w)2udu.
u€[0;1]

u€eR— 1[0;1](’[1,) X 2u.

Donc

Donc la densité cherchée est



