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Préface

Ce cours est une introduction aux probabilités utilisant quelques notions de programmation.
Les exemples de programmation seront donnés en scilab '. Ce cours s’adresse a des étudiants de
la filiere MIAGE, les notions mathématiques sont simplifiées. Les corrigés des exercices sont
volontairement succint et contiennent involontairement des erreurs. Cela devrait faire réfléchir
les étudiants.

Cette version est provisoire. Les chapitres suivants seront ajoutés plus tard.

Informations utiles (examens, corrigés ...) :

http://www.math.unice. fr/~rubentha/enseignement

1. http://www.scilab.org/products/scilab/download

il
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Chapitre 1

Evénements aléatoires et variables
aléatoires

1.1 Evénements et probabilités

Nous donnons ici des régles calculs sans rentrer dans le détail des définitions mathéma-
tiques.

Définition 1.1.1. Nous notons Q [’ensemble de toutes les possibilités (un élément quelconque
de Q sera souvent noté w et s’appellera un aléa). On dira aussi que Q est «l’ensemble des
possibles», 'univers, l'univers des possibles, ...

Un événement (que I’on peut aussi orthographier événement) est une partie de Q.

Exemple 1.1.2. Si on jette un dé, A = «on tire un 6» = {w € Q, on tire un 6} est un événement
(dans 1’égalité précédente, les trois termes veulent dire la méme chose. De méme, B = «le
résultat est supérieur ou égal a 3» est aussi un événement.

Définition 1.1.3. Soient A, B deux événements. L’événement «il arrive A ou B» (ce qui veut
dire que I’on a au moins l'un des deux) s’appelle la réunion de A et B et se note AU B. On
notera aussi AU B = {w € Q,w € A ou w € B}.

Exemple 1.1.4. On reprend I’exemple du lancer de dé. Soit A = «le résultat est pair», B = «le
résultat est supérieur ou égal a 3». Alors AU B = «le résultat est dans {2,3,4,5, 6}».

Définition 1.1.5. Soient A, B deux événements. L’événement «il arrive A et B» (ce qui veut dire
que l'on a les deux en méme temps) s’appelle intersectionde A et B et se note AN B. On notera
aussiANB={weQ,weAetweE B

Exemple 1.1.6. Avec les A, B de I’exemple précédent , A N B = «le résultat est dans {4, 6}».

Définition 1.1.7. Soient une liste au plus dénombrable d’événements A1, A,, . .. (au plus dénom-
brable veut dire que I’on peut numéroter ces événements avec de indices entiers, la liste des
indices est finie ou infinie). L’événement «1’un au moins de ces événements a lieu» se note

A1UA2U~"=U;:1A[.

Attention, si on a une liste finie d’événements Ay, ..., A,, U2 A; veut dire par convention Ay U
Ay U---UA,. L'événement «tous ces événements ont lieu» se note

AlﬂAzﬁ"'Zﬂ;:OAi.
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Définition 1.1.8. La probabilité d’un événement A se note P(A). Nous avons toujours P(Q) = 1.
L’ événement impossible se note 0 et vérifie P(0) = 0. Pour tout événement A, 0 < P(A) < 1.

Exemple 1.1.9. On reprend I’exemple du lancer de dé ci-dessus. Soit A = «le résultat est 1».
Alors P(A) = 1/6.

Les regles de calcul qui suivent sont plus importantes que les définitions précédentes.

Définition 1.1.10. Deux événements A, B sont dits disjoints si A N B = () (on ne peut pas avoir
a la fois A et B).

Exemple 1.1.11. Toujours avec le lancer de dé, soit A = «le résultat est pair», B = «le résultat
est impair». Alors AN B = 0, ces deux événements sont disjoints (le résultat ne peut pas étre
pair et impair).

Proposition 1.1.12. Loi d’addition. Si deux événements A, B sont disjoints alors P(AU B) =
P(A) + P(B). Si une liste au plus dénombrable d’événements Ay, A,, ... est telle que Vi, j > 1,
AiNAj =0, alors P(U2 A) = 32, P(A)).

Exemple 1.1.13. Toujours avec I’exemple du lancer de dé. Soit A = «le résultat est pair», B =
«le résultat est égal a 3». Nous avons ANB =0 et doncPAUB) =P(A)+P(B)=1/6+3/6 =
4/6 =2/3.

Proposition 1.1.14. Loi des probabilités totales. Soit une liste au plus dénombrable d’événe-
ments A1, Ay, ... telle que Vi, j > 1, AiNA; =0etQ = U2 A;. Soit B un événement. Alors
P(B) = Y2, P(A; N B).

Démonstration. Soienti, j > 1.

Montrons par I’absurde que (A; N B) N (A; N B) = 0. Si dw € (A; N B) N (A; N B), alors
w€A;NA; orA;NA; =0, nous avons donc la une contradiction.

Montrons que B = U2, (BN A;).

— Soit w € B. Nous avons w € Q = U, A; donc Jj tel que w € A;. Donc w € BN A;. Donc

w e U2 (BNA;j). Donc BC U2 (BNA)).

— Soitw € U, (BN A;). Il existe jtel que w € BN A}, donc w € B. Donc U2 (BN A;) C B.
On déduit de ces deux points que B = U2 (BN A)).

Nous avons par la proposition 1.1.12,

P(B)= > P(BNA)).

i=1

Proposition 1.1.15. Propriétés de P.
Si A, B sont deux événements tels que A C B alors P(A) < P(B).

Démonstration. Notons B\A = {w € Q : w € B,w ¢ A} (cette définition est valable aussi
si A ¢ B). Nous avons B = A U (B\A) et AN (B\A) = 0. Donc, par la proposition 1.1.12,
P(B) = P(A) + P(B\A). Ces quantités sont positives donc P(A) < P(B).

O

Notation 1.1.16. On notera P(A, B) pour dire P(A N B).
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1.2 Variables aléatoires

Définition 1.2.1. Une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble E est une application de
Q dans E.

Notation 1.2.2. Nous noterons v.a.r. (variable aléatoire réelle) pour parler d’une variable aléa-
toire a valeurs réelles.

Exemple 1.2.3. Soit X le résultat d’un lancer de dé. L’ensemble {w € Q : X(w) = 6} est un
événement. La notation P(X = 6) est un raccourci pour dire P(w € Q : X(w) = 6}). Pour
simuler X en scilab, on peut se servir de l'instruction suivante

Algorithme 1.1 Lancer de dé

grand(1,1,’uin’,1,6)

// grand est le générateur de nombres aléatoires de scilab

// les deux premiers paramétres $(1,1)$ indiquent que I’ ordinateur renvoie un

// tableau de taille $1\times 1$(donc une seule variable)

// ’uin’ indique que le résultat est un entier

// les deux derniers parameétres $(1,6)$ indique que le résultat est entre $1$ et $6$

// uin’ indique que la variable est uniforme dans $\{ 1,\dots,6\}$ ($1,\dots,6$ ont la méme prob-
abilité de //sortir ($1/6%))

Voici le résultat de plusieurs appels successifs de cette instruction :

—>grand(1,1,’uin’,1,6)

ans =4.
—>grand(1,1,’uin’,1,6)
ans = 5.
—>grand(1,1,’uin’,1,6)
ans = 2.
—>grand(1,1,’uin’,1,6)
ans = 5.

Définition 1.2.4. Fonction de répartition Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R. La
fonction de répartition de X est la fonctiont e R —» P(X <t) e R.

Exemple 1.2.5. Soit X le résultat d’un lancer de dé. Nous avons¥i € {1,...,6},P(X =1i) = 1/6.
— Soit t < 1. Nous avons {w : X(w) < t} = 0 (X n’est jamais < t) donc P(X <) =0.
— Soit t € [1;2[. Nous avons {w : X(w) < t} = {w : X(w) = 1} (que I’on peut écrire plus
simplement {X <t} ={X =1}. DoncP(X <t)=P(X =1) = 1/6.
— Soitt € [2;3[. Nous avons {w : X(w) <t} = {w : X(w) € {1,2}} (que I'on peut écrire plus
simplement {X <t} ={X=10u?2}. DoncP(X<t)=P{X=1}U{X=2})=PX=1)+
P(X = 2) = 2/6 (on peut utiliser la proposition 1.1.12 parce que {X = 1} N {X =2} = 0).
— Soitt > 6. Nous avons {X <t} = QdoncP(X <t)=1.
Nous pouvons maintenant dessiner la fonction de répartition de X (figure 1.1).

Proposition 1.2.6. Propriétés de la fonction répartition Soit X une variables aléatoire a
valeurs réelles et soit F sa fonction de répartition. Soient a,b € R. Nous avons :

1. P(X > a) =1 - F(a),
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Ficure 1.1 — Fonction de répartition pour le lancer de dé

2. Pa<X<b)=Fb) - F(a),
3. P(X = x) = F(x) = lim¢yp F(x — €) = F(x) — F(x=) (F(x—) signifie la limite a gauche de
F en x).

Démonstration. 1. Nous avons 1 = P(X € R) = P(X > a) + P(X < a) (le lecteur vérifiera
lui-mé&me que nous pouvons bien appliquer la proposition 1.1.12). Donc P(X > a) =
1-PX<a)=1-F(a).

2. Nous avons P(X < b) = P(X < a) + P(a < X < b) (méme remarque que ci-dessus) donc
P(a < X <b) = F(b) - F(a).
3. Ce point est admis.
O

Exemple 1.2.7. Reprenons ’exemple précédent. En utilisant la proposition ci-dessus, nous
obtenons :
—PX>2)=1-PX<2)=1-PX=1)+PX=2)=4/6=2/3,
-PX=2)=F2)-F(2-)=2/6-1/6=1/6.

Définition 1.2.8. Une variable aléatoire X est dite discrete s’il existe nombre au plus dénom-
brable de valeurs x1,x,, ... telles que Vi, a; := P(X = x;) > 0. (Notation : nous utilisons ici le
symbole «:=» pour dire a; est défini comme étant égal a P(X = x;).)

La fonction (qui s’applique aux x;)

xi = px(x) = a;
s appelle la fonction de masse de la variable X.

Proposition 1.2.9. Soit X une variable aléatoire réelle discrete, de fonction de masse px et de
fonction de répartition Fx. Nous avons la relation (Vi)

px(x;) = Fx(x;) — Fx(x;—).
La fonction Fx est constante par morceaux. Elle ne change de valeurs qu’aux points x;.

Exemple 1.2.10. Reprenons I’exemple précédent du lancer de dé. La variable X est discréte et
nous avons bien P(X = 2) = F(2) — F(2-).
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Définition 1.2.11. Une v.a.r. X est dite continue si sa fonction de répartition F est une fonction
continue.

Définition 1.2.12. Soit X une v.a.r. S’il existe une fonction f de R dans R* telle que Va < b € R,

b
P(aSXSb)sz(x)dx,

alors cette fonction f s’appelle la densité de probabilité de X (on dit aussi la densité tout court).

Proposition 1.2.13. La définition ci-dessus implique que si X a une densité f alors Va,b €
[—o0; +00],

b
P(asXSb)sz(x)dx,

et
PX=a)=0.

Proposition 1.2.14. Soit X une v.a.r. Si X a une densité f alors X est continue et Vx € R,

F(x) = f ' f(odr.

Proposition 1.2.15. Si X est une v.a.r. de fonction de répartition F telle que F est dérivable,
alors X a une densité f qui est égale a (¥Yx)

fx) = F'(x).

Si F est dérivable partour sauf en un nombre fini de point, X est encore continue et elle a
pour densité f = F’ (que I’on peut calculer partout sauf en un nombre fini de points, on met
n’importe quelle valeur pour f aux points ouu F n’est pas dérivable).

Remarque 1.2.16. S’il y a un nombre fini de points ou la dérivée de Fest compliquée a calculer,
on peut se contenter d’assigner a f des valeurs arbitraires en ces points.

Exemple 1.2.17. Soit X une v.a.r. ayant la fonction de répartition suivante (voir figure 1.2 pour
le dessin) (il s’agit de la variable uniforme sur [0; 1])

0 six<O0
Fx) = x si0<x<1
1 sil<x.

Cette fonction F est continue donc X est une variable continue. La fonction F est dérivable
partout sauf aux points 0, 1. Calculons la dérivée f = F’, nous obtenons (voir figure 1.3 pour
le dessin) :

0 six<l1
f(x) =351 si0<x<1
0 sil<ux.

Remarquons que les valeurs f(0) et f{1) sont arbitraires.
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F(x)

Ficure 1.2 — Fonction de répartition de la variable uniforme sur [0; 1].

Algorithme 1.2 Variable uniforme sur [0; 1]

grand(1,1, unf’,0,1)

// génere une variable aléatoire uniforme dans [0, 1]

// les deux premiers prametres veulent dire qu’on récupere un tableau 1 X 1
// de variables aléatoires, donc une seule variable

Voici le résultat de plusieurs appels successifs de cette instruction
—>grand(1,1,’unf’,0,1)
ans = 0.9811097
—>grand(1,1,’unf’,0,1)
ans = 0.9571669
—>grand(1,1,’unf’,0,1)
ans = 0.1098618

Il existe des v.a.r. qui ne sont ni discrétes ni continues mais nous n’en parlerons pas dans ce
cours.

1.3 Espérance et moments

1.3.1 Définitions

Définition 1.3.1. Si X est une v.a.r. discrete (qui prend les valeurs x1,x3,...) son moment
d’ordre m est
E(X") = ) A'P(X = x;)
i>1
si cette série converge absolument (c’est a dire lim,_,.0 )i |X;/"P(X = x;) < +00). Dans le
cas contraire, on dit que le moment d’ordre m n’existe pas. Le moment d’ordre 1 s’appelle la
moyenne.
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f(x)

Ficure 1.3 — Densité de la variable uniforme sur [0; 1].

Définition 1.3.2. Si X est une v.a.r. continue de densité f, son moment d’ordre m est

EX™) = f+m X" f(x)dx

00

Si cette intégrale converge absolument (ce qui est équivalent a :

. M . . , ,
limp; 40 f_M [x"" f(x)dx < +00). Dans le cas contraire, on dit que le moment d’ordre m n’existe
pas.

Définition 1.3.3. Le moment d’ordre 1 d’une v.a.r. X s’appelle son espérance (on dit aussi «sa
moyenne»). Nous avons E(1) = 1 (la moyenne de la variable constante égale a 1 est 1).

Définition 1.3.4. Soit X une v.a.r. de moyenne uyx. Le moment d’ordre 2 de X — uyx s’appelle
la variance de X. Ce moment est donc égal a B(X — ux)?) = E(X — E(X))?). Nous noterons
Var(X) la variance de X.

Définition 1.3.5. On appelle médiane d’une v.a.r. X toute valeur v telle que
PX=2v)>1/2etP(X<v)=>1/2.

Exemple 1.3.6. Soit X une v.a.r. uniforme sur [0; 1] (voir exemple 1.2.17). Notons f la densité
de X. Calculons
+00
f xf(x)dx

780 1 +00
f de+f xdx+f 0dx

—00 0 1

Rl

el 1
I

Calculons maintenant la variance de X

E(X)
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+00 1 2
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1.3.2 Propriétés

Si X estune v.a.r. et g : R — Ralors ¥ = g(X) est encore une v.a.r.

Proposition 1.3.7. Si de plus, X est une variable discréte (qui prend les valeurs x1,x,...),
alors

E(g(X)) = ) g()P(X = x)

i>1

si cette série converge absolument.

Proposition 1.3.8. Dans le cas ou X est une variable continue de densité f, alors

E(g(X)) = f g(x) f(x)dx

00

si cette intégrale converge absolument.

Exemple 1.3.9. On reprend I’exemple précédent. Calculons

f+°° e* f(x)dx

1
f e'dx
0

[e]y=e' — 1.

E(eX)

Proposition 1.3.10. Linéarité de espérance. Soient X, Y deux v.a.r. et 1, i € R,
EX +uY) = ABX)+ uE(Y).

Lemme 1.3.11. Soient Xi,...,X, des v.a.r. et soient hy,...,h, des fonctions de R" dans R,
alors :

m

E Zh,-(Xl,...,Xn)
j=1

= ZE(hj(Xl,...,Xn))-
Jj=1

Proposition 1.3.12. Croissance de I’espérance. Si X, Y sont deux v.a.r. telles que Yw, X(w) <
Y(w) alors E(X) < E(Y).
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1.4 Fonctions de répartition jointes

1.4.1 Définitions générales

Définition 1.4.1. Soient X,Y deux v.a.r., leur fonction de distribution jointe est la fonction
R? — R (une fonction de deux variables) définie par

Fxy(x,y) =P(X < x,Y <y).

Rappelons que P(X < x,Y <y) veut dire P({X < x} N {Y < y}). Le couple (X, Y) est dit posséder
une densité s’il existe une fonction fxy (de deux variables) telle que

X Y
Fxy(x,y) = f f fxy(u,v)dudv, Vx,y. (1.4.1)

La fonction Fx(x) = limy_, .. Fxy(x,y) est égale a la fonction de répartition de la variable X.
On l'appelle la fonction de distribution marginale de X. De méme, Fy(y) = lim,_, ;. Fxy(X,y)
est la fonction de répartition de Y. Si Fxy a une densité fyy alors Fx et Fy ont les densités
respectives

+00 +00
v fx = [ fortedyye )= [ fotodr,
Exemple 1.4.2. Soient X, Y de fonction de répartition jointe

0 sixouy<0
min(x, 1) X min(y, 1)  sinon .

Fxy(x,y) = {

Algorithme 1.3 Fonction Fxy
function [z]=FXY(x,y)
if (x<0) then
r=0;
else
if (y<0) then
r=0;
else
r=min(1,x)*min(1,y)
end,
end,
zZ=r;
endfunction

On remarque qu’il existe une densité :

1 six,ye[0;1]
0 sinon .

Sxy(x,y) = {
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Vérifions que nous avons bien la relation (1.4.1) pour x € [0;1], y > 1:

X Yy "y X 0
fffxy(u,v)dudv ff Odudv+ff Odudv

—00 J—00 —00 J—00 0 —0o0

X 1 X Y
+f f 1dxdy+ff0dxdy
o Jo 0 Ji1

fldx

0

X

min(1, x) X min(1,y).
Calculon la fonction de répartition marginale de X :

min(l,x) six>0

Fx(x) = V1_i>r+r1Do Fxy(x,y) = {0 sinon

Le graphe de Fx est le méme que celui de la figure 1.2. Calculons la densité marginale de X :

) = f Sxy(x, y)dy
B 0 six ¢ [0;1]
TS dy sixefo:1]

0 sixé¢[0;1]
1 sixe[0;1].

Son graphe est le méme que celui de la figure 1.3.

Notation 1.4.3. Fonction indicatrice Soit A C E des ensemble quelconques. Nous introduisons

1 sixeA
IA xeEH .
0 six¢A.
Lemme 1.4.4. Si A est un événement, alors
E(1y) = PA).

Démonstration. La variable aléatoire w — 14(w) est une variable discrete (a valeurs dans {0, 1}.
Nous avons P(14 = 1) = P(A), P(14 = 0) = P(A®), donc

E(14)

P(A) X 1 + P(A°) X 0
P(A).

Exemple 1.4.5. La fonction 1o.1). Son graphe est celui de la figure 1.3.
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Algorithme 1.4 Fonction indicatrice de [0; 1]

function [z]=indicator(x)
if (x<1) then
if (x>=0) then
r=1;
else
r=0;
end,
else
r=0;
end,
Z=r,
endfunction

Cette fonction est égale a fx de ’exemple précédent.

1.4.2 Indépendance

Définition 1.4.6. Soient X, Y deux v.a.r. de fonction de répartition jointe Fxy et de fonctions
de répartition marginales Fx, Fy (respectivement pour X et Y). Si Fxy(x,y) = Fx(x) X Fy(y),
Vx,y alors on dit que X et Y sont indépendantes. On notera X 1L Y pour dire que X et Y sont
indépendantes.

Remarque 1.4.7. Deux appels successifs de variables aléatoires a I’ordinateur renvoient deux
variables indépendantes.

Lemme 1.4.8. Si X, Y sont deux v.a.r. de densité jointe fxy et de densités marginales (respec-
tivement) fx, fy alors fxy = fx X fy (c’est a dire, Vx,y, fxy(x,y) = fx(x) X fy(y).

Proposition 1.4.9. Si X, Y sont deux v.a.r. indépendantes et f, g sont deux fonctions alors f(X)
et g(Y) sont deux variables indépendantes et

E(f(X)g(Y)) = E(f(X)) x E(g(Y)) .

Proposition 1.4.10. Si X, Y sont deux variables indépendantes et U,V sont deux ensembles,
alors les événement {X € U} et {Y € V} vérifient

PXeUIN{YeVhH=PXeU)XP(Y eV)
et on dit que les événements {X € U}, {Y € V} sont indépendants.

Exemple 1.4.11. Soient X, Y les résultats de deux lancers de dé. On suppose X 1L Y. Calculons
a l’aide de la proposition précédente

PUX € {1,2}} N {Y > 4}) P(X € {1,2)) x P(Y > 4)

1 1 1

372 67

Définition 1.4.12. Soient X,Y deux v.a.r. indépendantes de moyennes iy, uy respectivement.
La covariance de X et Y est la quantité suivante :

oxy = B(X — )Y — py) = E(XY) — puxpey . (1.4.2)
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Remarque 1.4.13. La deuxieme égalité dans (1.4.2) est une conséquence de la proposition
1.3.10 (linéarité de I’espérance). Calculons :

B(X — wx)(Y - px))
(par prop. 1.3.10)

BXY — uxY — uyX + pxpy)
EB(XY) — uxEB(Y) — uyB(X) + uxpy .

Remarquons que si X = Y, nous avons montré
Var(X) = B(X - ux)*) = E(X?) - E(X)*. (1.4.3)
Définition 1.4.14. La fonction de répartition jointe de v.a.r. X1, Xa, . .., X, est définie par
F(xi,...,x) =PUX1 £ x1}n{Xz <x} NN {X, < x4)),

que ’on peut également noter : P(X] < x1, X3 < x2,..., X < Xp).
Notons Fy, la fonction de répartition de X; (Vi). Si F = Fx, Fx,...Fx, alors les variables
X1, ..., X, sont dites indépendantes.

Exemple 1.4.15. Reprenons [’exemple 1.4.2. Nous avons calculé que la fonction de répartition
de X est

. = 1j0;+c0r(xt) min(l, x),
sinon

{min(l,x) six>0
H

ou nous utilisons la notation 1.4.3. On peut montrer de méme que la fonction de répartition de
Y est Fy = Fx (ce qui veut dire Fy(u) = Fx(u), Yu). Nous avons Fxy = FxFy donc X 1L Y.

Lemme 1.4.16. Soient Uy, U,, ... des variables indépendantes, toutes de loi B(p) (p € [0; 1]
fixé). Alors, ¥n € N*,
U +--+U,~8Bn,p).

Démonstration. Soit n € N*, La variable U; + --- + U,, est a valeurs dans {0, 1,2,...,n}. Soit
k€{0,1,...,n}. Nous avons
Ui+ +U,=k} = Ui mm=x Ui =1,¥ie }n{U; =0,Vie I},

et cette réunion est disjointe. Donc :

PWUy+---+U,=k)

[

PU; = LYie I} N {U; = 0,Vi € I})

Ic{1,...,n} #I=k
(les U; sont indépendants) = > [rwi=nx]]rwi=0)
Ic{l1,...,n} #I=k i€l i€l¢

Rt
Ic{1,...n}#l=k 2 2
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1.5 Sommes et convolutions

Proposition 1.5.1. Si X, Y sont deux v.a.r. indépendantes de fonctions de densité fx, fy respec-
tivement. Alors, la fonction de densité de leur somme Z = X + Y est la convolution de fx et fy,
c’est a dire la fonction :

= f2(2) = f Jx(z—w) fy(uwdu,

remarquons que la derniére quantité est égale a (par changement de variable)

f frz—w) fxwdu.

Exemple 1.5.2. Soient X,Y deux variables aléatoires uniformes sur [0; 1] et indépendantes
(voir exemple 1.2.17 pour la définition de la variable uniforme). Ces variables ont la densité :

x = f(x) = 1,(x).

Calculons la densité de Z = X + Y (nous la notons f7). Pour tout 7 € R,

+00
f 1j0,11(z — w10, (w)du

00

1
f Lio,11(z — wydu .
0

Donc siz ¢ [0;2] alors fz(z) = 0. Si z € [-1;2], remarquons que 1jo.1;(z—u) = 1 si et seulement
siz—u€l[0;1],c’estadirez—1<u<z Pourze[1;2],z—1€][0;1]etz>1donc

) = f = wfwdu

1
) = flduzZ—z.
z—-1

Size[0;1],z—1<0etze[0;1] donc

f2(z) = f ldu = z.
0
Le dessin de f7 est dans la figure 1.4.

f(x)
z

Ficure 1.4 — Densité de la somme de deux variables uniformes sur [0; 1] indépendantes.
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Proposition 1.5.3. 1. Si X,Y sont deux v.a.r. indépendantes de variances 0'5(, 0'% respec-

tivement, alors la variance de X + Y est 0'§( + 0'%,.

2. Si Xi,...,X, sont des v.a.r. indépendantes telles que Vi, X; est de variance 0'12. Alors

X+ + X, estdevariancea%+---+0'ﬁ.

Démonstration. Nous ne démontrons ici que le premier point. Nous avons :
EX+Y) = EX) +E®Y)

et

E((X + Y — E(X) — E(Y))%) E((X —E(X))* + (¥ — E(Y))* + 2(X - EQ))(Y — E(Y)))
(car X L Y) = 0%+ 0% +2EX —E(X)) x E(Y - E(Y))

oL+ 02 +0.

Proposition 1.5.4. Si X, Y sont deux variables discretes indépendantes avec X a valeurs dans
{x1,x2,...} et Y avaleurs dans {y,y>, ...}, alors Z = X +Y est a valeurs dans {x; +y; : i, j > 1}
et Vip, jo > 1,

PZ=x,+yi)= ),  PBX=x)PY=y).

i, j2 Xty =xig+ V),
Démonstration. Soient iy, jo = 0. Calculons

P(Z = Xjy + yjo) = P(Ui,jZO:xi+yj=xi0+y,v0 X=x,Y= )’j})
> PX=x,¥=y)

i,jZO:xi+yj=xi0 +Yio

D, BX=xP¥=y).

i,jZO:xi+)fj=xiO +Yio

(réunion disjointe)

(carX 1L Y)

Exemple 1.5.5. Soient X 1L Y a valeurs dans N (N ={0,1,2,3,...} tels que Yi > 0,

1

B(X =i)= 5y BV =) =

3i+l °
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Soit Z = X + Y. La variable Z est a valeurs dans N. Soit n € N, calculons

P(Z = n)

(somme géométrique)

1.6 Changement de variable

DBX = jR(Y =n - ))
j=0

S| 2
Z 1 X ot

Jj=0
21 & 3
3 3n j

41 3 n+l X
337{\2

1 4
211—1 - W

Soit X une v.a.r. a valeurs dans un intervalle (a; b) (que nous notons avec des parentheses
pour dire que I'intervalle peut étre ouvert ou fermé en chacune des bornes) et g une fonction
bijective (a; b) — (c;d) ((c;d) est un autre intervalle) (g est donc soit croissante, soit décrois-
sante). Notons g~! la fonction inverse de g. Posons ¥ = g(X). La variable Y est & valeurs dans
(c;d). Soit Fy, Fx les fonctions de répartitions de X, Y respectivement.

Lemme 1.6.1. Nous avons les relations :

1. Si g est croissante : 'y €]c;d[, Fy(y) = Fx(g~'(y)).
2. Si g est décroissante : ¥y €]c;d[, Fy(y) = P(X = g7 '(»)) + 1 — Fx(g™'()).

On ne se préoccupe pas de ce qui peut se passer en c et d.

Démonstration. 1. Si g est croissante : Yy € (c; d),
Fy(») = P(Y<y)
= PEX) <y
= PX<g')
= Fx(g™'O).
Si g est décroissante : Yy € (c; d),
Fy(y) = PY <y
= PEX) <y
= PX2g7'0)

PX =g ') +P(X >g' ()
PX =g ') +1-Fx(g' ).
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Proposition 1.6.2. Formule de changement de variable pour la densité. Si X a une densité fx
alors Y a une densité fy nulle en dehors de (c;d) et telle que :

1. Si g est croissante : Vy € (c; d),

_ @O
H = g’
2. Si g’ est décroissante : ¥y € (c; d),
R0
== on

On ne se préoccupe pas de ce qui peut se passer en c et d.

Exemple 1.6.3. Soit X variable uniforme sur [0; 1]. Soit Y = X>. Soit g la fonction x € [0;1]
g(x) = x* € [0; 1]. Cette fonction est bijective et Y = g(X). La densité fx de X vérifie fx(x) = 1
si x € [0; 1]. La densité fy de Y est donc nulle en dehors de [0; 1] et poury € [0; 1] :

1

fY(Y)=2—W-

Exemple 1.6.4. Soit X ~ N(0, 1) (voir section suivante pour la définition). Soit fx la densité
de X. Soient o > 0, u € R. Posons Y = oX + u. Nous voulons calculer la densité de Y. La
fonction

xXeERPH ox+u

est bijective croissante de réciproque g~'(y) = (y — u)/o. Donc la densité de Y est la fonction :

Ao _ e (-0-p20%) 1
& T v o

Donc Y ~ N(0, 1).

1.7 Lois de probabilités usuelles (a connaitre par ceeur)

Notation 1.7.1. Nous noterons «X ~ ...» pour dire «X suit la loi ...».

1.7.1 Lois discretes

a) Loi uniforme. Soit E ensemble fini de cardinal n, X est une variable uniforme sur E si
Vxe E,P(X =x) =1

b) Loi de Bernoulli de parametre p (€ [0, 1]) , notée B(p) : X a valeurs dans {0, 1} telle que
PX=1D=p,PX=0=1-p.

¢) Loi bindmiale de parametres n, p (n € N*, p € [0, 1]), notée B(n, p) : X a valeurs dans
{0,...,n}telleque Vk € {0,...,n}, P(X = k) = C’,jp"(l - p)k.

d) Loi géométrique de parametre p (€ [0, 1]), notée G(p) : X a valeurs dans N* telle que Vk € N,
PX =k =1-p'p

e) Loi de Poisson de parametre A (> 0), notée P(1) : X a valeurs dans N telle que Yk € N,
P(X = k) = dre™!
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1.7.2 Lois continues

a) Loi uniforme sur [a, b] (a < b), notée U([a, b]) : de densité x — blTal[a,b] (x).
b) Loi exponentielle de parametre A (1 > 0), notée E(A) : de densité x > de™ 1+ (x).
¢) Loi gaussienne (ou normale) de moyenne m (€ R) et de variance o? (e RY), notée N(m, o%) :

L 1 _ (x—m)>?
de densité x — Nt €XP( 2072 )

1.8 Exercices

1.8.1 Enoncés des exercices

1. Soient A, B des événements. Montrer que P(A) = P(A N B) + P(A N B) (ou B = {w €
Q,w ¢ B}, c’est le complémentaire de B).

2. Soient A, B des événements. Montrer que P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B) (On pourra
utiliser le résultat de I’exercice précédent.)

(a) Faire un dessin de la fonction de répartition

0 six<0
Fx) = {xX si0<x<l1

1 six>1.

(b) Déterminer la fonction de densité correspondante dans les régions : x < 0,0 < x <
1, x> 1.
(c) Quelle est la moyenne de cette distribution ? (On demande ici la moyenne de X
variable aléatoire de fonction de répartition F.)
(d) Si X a F pour fonction de répartition, calculer P(1/4 < X < 3/4).
4. Soit Z une variable aléatoire discrete pouvant prendre les valeurs 0, 1,2, 3. La fonction
de masse de Z est la suivante
1 1 1 1
= - H==,PR2)==,P3)=-.
pO)= 7. p) =3 B = 2. F3) = 5
(a) Dessiner la fonction de répartition de Z.
(b) Calculer E(Z).

(c) Calculer la variance de Z.
5. Soient X, Ydes v.a.r. de fonctions de répartition Fx, Fy respectivement.

(a) Soit Z = max(X, Y). Montrer que la fonction de répartition de Z est z — Fz(z) =
Fx(2)Fy(2).

(b) Soit W = min(X, Y). Montre que la fonction de répartition de Westw — 1 — (1 —
Fx(w))(1 = Fy(w)).

6.

Algorithme 1.5 Simulation de variable aléatoire
U=grand(1,1,unf’,0,1) ; // simule une loi uniforme dans [0 ;1]
X=U’(1/2); // racine carrée de U

disp(X) ; // affiche le résultat X
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(a) Lalgorithme ci-dessus simule une variable aléatoire X. Calculer la densité de X (on
la notera fx).

(b) Calculer la fonction de répartition Fx de X.

(c) Calculer E(X).

(d) Calculer Var(X).

7.

Algorithme 1.6 Simulation de variable aléatoire
U=grand(1,1,unf’,0,1);

X=-log(U);

Y=-log(1-U);

disp(X) ;

disp(Y);

(a) L algorithme ci-dessus simule des variables aléatoires X, Y. Calculer la densité de
X (notée fx). Calculer la densité de Y (notée fy).

(b) Calculer les fonctions de répartition de X, Y (notées respectivement Fy, Fy).

(c) Calculer la fonction de répartition de répartition jointe de X et Y. Les variables X, Y
sont-elles indépendantes ?

8. Soit V une v.a.r. de fonction de répartition donnée par la procédure suivante (A > 0O est
une constante quelconque).

Algorithme 1.7 Fonction de répartition (exercice 8)
function [r]=repartition(x)
if (x<0) then
y=0;
else
if (x<=1) then
y=1-(1-x)"A;
else

r=y;
endfunction

(a) Donner une expression mathématique de F.
(b) Calculer la densité de la variable V.

(c) Faire un dessin de la densité pour A = 1/2.
(d) Calculer E(V) pour A = 1/2.

(e) Calculer Var(V) pour A = 1/2.

9. Rappelons la définition de 14 la variable aléatoire fonction indicatrice d’un événement A
(voir la notation 1.4.3). Pour tout w € €, nous avons

1 siweA
0 sinon .

14(w) = {
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En d’autres termes, 14 est une v.a.r. qui vaut 1 si I’événement A a lieu et 0 sinon. Montrer
les points suivants.

(@ g =1-1y,
(b) 14np =14 X 1p = min(14, 1p),

(c) 14up = max(14, 1p).

10.
Algorithme 1.8 Pile ou face
b=0;
N=1;
x=grand(1,1,’uin’,0,1) ; // variable aléatoire qui vaut 0 ou 1 (avec proba. 1/2)
while (b==0)
N=N+1;

y=grand(1,1,uin’,0,1);
if (x==y) then
b=1;
end,
X=y;
end,
disp("N=",N);

(a) Calculer la fonction de masse de N.
(b) Soit A = {w : N(w) est pair } (c’est I’événement «N est pair») et B = {w : N(w) <
6}. Calculer P(A), P(B), P(A N B).
11. Soient U, W des v.a.r. telles que
PHU > u}n{W > w}) = P(U > u)P(W > w), Yu,v.

Montrer que U 1L W.

12. Soient X 1L Y de fonctions de masse

1 1
PX(O) = E > PX(3) = E s

1 1 1

Py()=-=,Py2)==-,Py(3) = —.

y(1) 7z r(2) 3 y(3) >
Calculer la fonction de masse de Z = X + Y.

13. Soient U 1 V de fonctions de masse

1 1 1
Py =3, Pu(M) =3, Pu@) = 3.

By = 5, By = 5.
Calculer la fonction de massede W = U + V.
14. Soient X 1L Y de densités avec X ~ &(1), Y ~ E(2). Calculer la densité de X + Y.
15. On joue a pile ou face 5 fois de suite. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 faces en tout ?
16. Soit X ~ P(2) (1 > 0). Calculer P(X = 2), P(X < 2).
17. La durée de vie (en année) d’une ampoule est aléatoire de loi &(2). Calculer la probabilité

que cette durée de vie soit > 1,5 année. Calculer la probabilité que cette durée soit = 1,5
année.
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1.8.2 Corrigés des exercices

1. Nous avons Q = BU B et BN B° = (. Donc, par la loi des probabilités totales, P(A) =
P(A N B) + P(A N B°).

2. Nousavons AUB = (ANB)UBet(ANB°)NB = 0donc P(AU B) =P(AN B°) +P(B).
Et par I’exercice précédent :

P(AUB) =P(A) -P(ANB)+P(B).

(a)

F(x)

Figure 1.5 — Dessin de la fonction de répartition.

(b) Aux points ou F n’est pas dérivable (c’est a dire en fait, seulement le point 1), on
peut prendre la valeur que I’on veut (ci-dessous, f(1) = 3). Si vous ne savez pas
dériver en 0, vous pouvez mettre n’importe quelle valeur.

— Pourx<0: f(x) = F'(x) =0.
— Pour0<x<1:f(x)=F'(x)=3x%
— Pourl <x: f(x)=F'(x)=0.

(c) Calculons
+00 1
f xf(x)dx = f 3x3dx
—oo 0

Il
—
AW
=
S~
| S
(=] —
|
AW

(d) Calculons
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4,
(a) Nous dessinons des petites boules en 0, 1,2, 3 pour montrer que F'(0) = 1/4, F(0-) =
0, F(1) =3/4, F(1-) = 1/4, ...
F(x)
l -—
7/8
3/4
1/4+
0 1 2 3 X
Ficure 1.6 — Dessin de la fonction de répartition.
(b) Calculons
EZ) = pO)x0+p(l)x1+PR2)x2+P3)x3
I 1
= —4+-x24+=
278757y
_4+2+3 9
B 8 8
(c) Calculons
2 2 2
7 7 7
El(Z-=]| |=pO 0--= 1 1-=
(( 8)) P )><( 8) +p( )X( 8)
7\ 7\’
+p2)x[2-=] +pB)x|3-=
8 8
_ 1 9 1 8 1 289
4 64 2 4 8 4 8
(84, _1 289
64\8 8 8
1472 59
64 8 64
5.

(a) Remarquons que Yz, {Z < z} = {X < z} N {Y¥ < z}. Nous avons donc

P(Z < z) PUX <z} Nn{Y <z}
(car X 1. Y) P(XX <2)P(Y <2) = Fx(2)Fy(2).

(b) Remarquons que Yw, {W > w} = {X > w} N {Y > w}. Nous avons donc
P(W > w) P{X > w}N{Y > w})
(car X 1L Y) P(X > w)P(Y > w)
(1 = Fx(w)(1 = Fy(x)).
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D’ou le résultat.

(a) La variable U produite par 1’algorithme est une variable uniforme sur [0; 1]. Nous
avons X = U'Y? donc X est a valeurs dans [0; 1]. Lapplication g : u € [0;1] —
u'’?2 e [0;1] est bijective croissante de réciproque x € [0;1] — X2 e [0;1]. La
densité de la variable U est fyy : u € R — 1jp.j(«). Calculons la densité de X en
x € [0; 1] en utilisant la formule de changement de variable :

D= T
= ; =2x.

(=)

La densité de X est donc fx : x € R = 1jg,17(x) X 2x.

(b) Calculons la fonction de réparition Fy de X. Puisque X est a valeurs dans [0; 1],
Vi<0,PX<t)=0etVt=>1,P(X <1 =1.Soitz € [0;1],

PXx<n = Sx(wdu
o
= f 2udu
0
= ="~
0 sit<O0
Donc la fonction de répartition de X est Fx : t+ 312  sit e [0;1]
1 sitx>1.
(c) Calculons
+00
E(X) = f xfx(x)dx
n
= f 2x%dx
0
~ [2x3]1 2
31, 3°
(d) Calculons
+00
E(X?) = f X2 fx(x)dx

1
f2x3dx
0
~ [2x4]1_1
4 |, 2"

Nous avons (par la formule (1.4.3))Var(X) = E(X?) - E(X)? =
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(a) La variable U est uniforme sur [0; 1]. Soit g la fonction définie sur ]0; 1[ par g(¢) =
—log(#). La fonction g est bijective de ]0; 1[ sur ]O; +oo[ et elle est décroissante.
Sa réciproque est y €]0; +oo[— e™. Voir le dessin dans la figure 1.7. Nous avons

Figure 1.7 — Dessin de g (exercice 7)
g'(t) = 1, Yt €]0; 1[. Calculons, ¥x €]0; +oo[,

_1[0;1](871(36))

filx) 25 ()

Donc, Vx € R, fx(x) = 1jp.4ep(x)e™. Soit h : u €]0; 1[—~ —log(l — u) €]O; +oo[.
La fonction # est bijective croissante de fonction réciproque y €]0; +oo[—> 1 —e™.

Nous avons /'(t) = ﬁ, YVt €]0; 1[. Calculons, Yx €]0; = oo[,

Lio,11(h7(x))

U T aIES)
= o =~
(=)
(b) Calculons Yt €]0; +oo[,
PX<t = P(-logU)<rt)
(car g est décroissante) = P(U > g7'(r)

= PWU=>e™
= PU>eH)+PU=¢
= 1-PWU<eH+0

= l-¢".
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(©)

()

(b)

(©
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EtVr <0,P(X <) = 0. Calculons VYt €]0; 1],

P(Y <) = PB(—log(l—-U)<1)
(car h est croissante) = P(U < h™\(1))

= PU<1-¢Y

= l1-¢".

EtV:<0,P(Y <) =0.

Calculons la fonction de répartition jointe de X et Y, Vx,y €]0; 1[

PX<x,Y<Yy) P(-log(U) < x,—log(1 - U) <y)
P(U>e ", U<1-¢7)

{0 sie > 1—e”

Ple*<U<1-¢7) sinon

0 sie*>1—-e”
PU=¢e")+1—-e?—¢e* sinon

Loeof(1 — e —e ) x (1 - —e™).

Prenons x = y = log(2). Nous avons Fyy(x,y) = 1 — 3 — 1 = 0 et Fx(x)Fy(y) =
(1- %)(1 - %) = %. Donc Fxy # FxFy. Donc X et Y ne sont pas indépendantes.

Nous avons
0 siv<0
Fv)=41-(1-v* si0<v<l1
1 siv>1.

Une autre écriture possible est
F(v) = 1.1 = (1 =)™ + L1 (), V¥

(c’est toujours la méme fonction).

Calculons la densité (notée f). La fonction F est dérivable sur R\{0, 1}. L’étude en
0 et 1 est un peu plus compliquée et on ne s’en préoccupe pas (cf. remarque 1.2.16).
Siv<0,FF(v) = 0.Siv €]0; 1[, F'(v) = A(1 = v)A~'. Siv > 1, F/(v) = 1. Nous
avons donc

0 siv<O0
YveR, f(v) ={A(1 —v)A1 sivel0;1]
0 siv>1.

Remarquons que dans 1’expression ci-dessus, nous avons pris de maniere arbitraire

f(1) =0, f(0) = 0.

Le dessin est dans la figure 1.8 .
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fi(x)

Ficure 1.8 — Fonction de densité (exercice 8)

(d) Calculons

E(WV) = fmvf(v)dv

00

1
1
j(; vz(l -2y

1
1
(intégration par parties) = [v X (—(1 - v)l/z)]0 + f 1 -w'"2dv
0

1

2
= 0+|-30 —v)3/2]

0

Wl

(e) Calculons

E(VY) = f "~ V2 f(v)dy

oo

1
1
= f vz—(l—v)’l/zdv
0o 2

1
(int. par parties) = [17x (=(1 - '], + f 2(1 = v) 2y
0

2 ! 4
(int. par parties) = 0+ 2v><(—§(1—v)3/2))] + f g(1—v)3/2dv
0 0

4 2 !
= 0+ —§><—><(1—v)5/2}

5 0
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Donc

Var(V) E(V?) — E(V)?

8 4

15 9
24-20 4

45 45°

(a) Pourtout w, 1-14(w) = 0siw € A° (ce qui est équivalenta w ¢ A) et 1 —-1(w) =1
siw ¢ A (ce qui est équivalent a w € A). Donc 1 — 14 = 14.
(b) Pour tout w,

siweAetweB
siw¢AetweB
siwmeAetwé¢ B
six¢Aetwé¢ B.

{1 siweANB

14(w)1(w)

S O O

0 sinon
= 1pnp(w),

et

siweAetweB
siw¢AetweB
siweAetwé¢ B
0 siw¢gAetwé¢ B

min(14(w), 15(w))

S O =

14np(w).

(c) Pour tout w,

siweAetweB
siw¢AetweB
siweAetw ¢ B
siw¢gAetwé¢ B

= laup(w).

max(1,(w), 13(w)) =

—_— = =

)

10. Notons X, X, ... les résultats successifs des appels a grand(1,1,’uin’,0,1). Ces
variables sont indépendantes de fonction de masse py telle que px(0) = 1/2, px(1) = 1/2.
La boucle while s’arréte deés que deux tirages successifs sont égaux a 0. La variable
aléatoire N est a valeurs dans 2, 3,4, ...

(a) Nous avons

PN = 2)=P(X;1 =1,Xx =1} U{X, =0,X, =0})
(événements disjoints) = PX; =1,X, =1)+P(X; =0,X, =0)
XL Xy) = PX;=DPX,=1)+PX; =0)P(X, =0)

T4

1

1
4 27
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De maniere générale, soit k > 3, k pair. Notons
C={X1=0,X=1,X3=0,..., X1 =0,X; = 1},

D={X;=1,X=0,X3=1,.... X, =0}.

Nous avons

PN = k+1)=P{N >k} N {Xk = Xx1})
= PUCN{Xk = Xpe1D) U (D N Xy = Xpi1})
= PUCN{Xer1 = 1D U DN {Xpyr = 0))
(événements disjoints) = P(C N {Xpy1 = 1}) + P(D N {Xie1 = 0})
(X1, X, ...indépendants) = PX; =0)PX;=1)...PXpy1 = 1)

+P(X; = 1)...P(Xpe1 = 0)
1 1 1

T T

Le méme résultat et le méme raisonnement sont vrais pour k impair.

(b)

P(Npair)

P(Uisy, pair{N =i

}: P(N = i)

i»2,i pair
1
=
2,i pair

+1+1+
8 32 7

(événements disjoints)

I\

i

—_

(série géométrique) =

P(B) = PUN=2)n{N=3}n---N{N =6}
(événements disjoints) = P(2)+P@3)+ -+ P(6)
6
B 1
- i1
=2
5
e 1=
(série géométrique) = = X = —
=) 2
PANB) = PAN=2}U{N=4}U{N =6})
1 1 1
(événements disjoints) = 3 + 3 + 3

16+4+1 21 1

32 32 27
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11. Pour tous événements A, B, nous utilisons la notation C = A LI B pour dire C = AU B et
ANB = (. Notons Fy, Fy les fonctions de répartition de U, W respectivement. Calculons

Yu,v
(U <u)n{W <w)* ={U > u} U{W > w}donc :

P(U<u,W<w)=1-P{U > u} U{W >w})

(car {U > u} U{W>w}={U>u}U({U <u}n{W >w))
=1-[P(U>u)+PU<u,W>w)]
(car{W>w}={U <u}n{W >whHu{U > u} N {W > w}))
=1-[1-PWU <)+ P(W >w)-P(U > u, W >v)]
= Fyu) — (1 = Fyw)) — (1 = Fy)(1 = F,,(W))

= Fy(w)Fw(w).

12. La variable Z est a valeurs dans {1, 2, 3,4, 5, 6}. Calculons

PZ=1) = PX=0,Y=1)

1
pxOpy() = 5.

(car X 1L Y)

de méme :
PZ=2)=PX=0,Y=2)=

P(Z=3)=P(X=0,Y =3) =

PZ=4)=PX=3,Y=1)= )
P(Z:S):P(X:X:3,Y=2)=é,

Sl = o=

MZ:@:ﬂX:&Y:@:i.

13. La variable W est a valeurs dans {1, 2, 3,4}. Calculons

PW=1) = PWU=0,V=1)
(carU 1L V) = PU=0PV=1)= é,
PW=2) = PQU=0,V=2}u{U=1,V=1)})

(réunion disjointe) = P(U=0,V=2)+P(U=1,V=1)

(carULV) = PU=0PV=2)+PU=DPV=1)
1 1 1
AR

de méme :
1 1
IP’(W=3)=IP’(U:1,V:2)+P(U=2,V=1)=6+6 3

MWz@zMU:ZV:D:é
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14. Notons f la densité de X + Y. Notons fx la densité de X et fy la densité de Y. Calculons
pour x < 0,

Jx)

f Jx(Ofy(x = n)dt

+00
f 1[0;+oo[(t)e_t1[0;+w[2€_2(x_t)dl .

00

Pour tout ¢ € R, min(t,x — t) < 0 donc Ljo.eo[(t) X 1j;+00f(x — ) = 0. Donc f(x) = 0.
Prenons maintenant x > 0,

+00
fX(x) = f 1[0;+oo[(t)eitl[o;-*—oo[zeiz(x*t)dt

00

+00
= f 6_11[0;_,_00[26_2()(_[)(11‘
0

X
f e 2725 D gy
0
"X
— f 26_2x+tdt
0

= 2e [Ty

= 2" -e).

Donc la densité cherchée est

x € R > Ljgeop(x) X 2(e™ — 7).

15. Notons X, ..., Xs (a valeurs dans {P, F'}) les résultats successifs. Ces variables sont in-
dépendantes. Notons A 1’événement dont on veut calculer la probabilité. Nous avons (ici
# veut dire «cardinal»)

A=Ucpa, ayu=3Xi=FVYieLX;=PVjel}.
Donc

P(A)

PX;=FVielLX;=PVjel)
Ici1,2,...3}#1=3

1—[ P(X; = F) 1_[ P(X; = P)
I1c{1,2,....3}#I=3 iel jerIe

1

75
Ici12,. 3} #1=3 2
1
_ 3
= Cix-

(les X sont indépendants)

16.

2
PX=2) = Ee”
PX<2) = PUX=0u{X=1U{X=2})
2

. C _ _ A
(réunion disjointe) = e+ 1e7 + 57¢

=24
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17. Soit X cette durée de vie. Calculons (en utilisant la proposition 1.2.13)

+00
P(X>1,5) = f 272 dt
1,5

+00
[—6‘72[] =3 ,
3/2

P(X=1,5=0.



Chapitre 2

Théoremes limites et méthode de
Monte-Carlo

2.1 Les différentes notions de convergence

On s’intéresse ici a des v.a.r.

1 sge . R D.s. .
Définition 2.1.1. On dit que X,, converge presque siirement vers X et on note X, — X si

n—+oo

P(lwe Q: X(w) = lir+n X, (w)y=X})=1.

L
Définition 2.1.2. Soit p > 0, on dit que X,, converge dans L’ vers X et on note X,, — X si
n—+0o
EIX-X,l’) — 0
n—+oo

roba.
Définition 2.1.3. On dit que X,, converge en probabilité vers X et on note X, "7 X siVe> 0,
n—+oo
PIX-X,l>2¢e) — 0.
n—+oo

Définition 2.1.4. On dit que X,, converge en loi vers X et on note X, 2, X si V¢ continue
n—+oo
bornée de R dans R, E(¢(X,,)) — E(¢(X)).
n—+oo

Attention, ces notions ne sont pas équivalentes.

2.2 Théoremes limites

2.2.1 Loi des grands nombres

Théoreme 2.2.1. Loi des grands nombres. Soient X\, X, X3, ... des v.a.r. indépendantes et de
méme loi (nous dirons aussi indépendantes et identiquement distibuées, ou i.i.d.) telles que
E(X}) < oo. Alors

X+ X+ + X, ps

Sy — E(X)). (2.2.1)
n n—+o0o
La quantité S ,, ci-dessus s’appelle la moyenne empirique de X1, ..., X,.

31
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D’apres la définition 2.1.1, (2.2.1) veut dire que P({w : S ,(w) —+> E(X)}) = 1. La conver-

gence n’a pas lieu forcément pour tous les w.

Exemple 2.2.2. Soient des variables i.i.d. X, X>, ... de loi B(1/2). Nous avons

E(X2) = PX; =0)x0%+PX; = 1)x 1>

— <00,

Nous pouvons donc appliquer la loi des grands nombres :

X +--+X, ps 1
Snzzl— 2, E(X1)=§.

n n—+oo

La convergence n’a pas lieu pour tous les w. Il existe en effet wy € Q tel que X;(wy) = 1, Vi.
Dans ce cas

Suwo) — 1.

Le théoreme nous dit que I’ensemble {w € Q : S ,(w) ne converge pas vers E(X1)} est de prob-
abilité nulle et que ’ensemble {w € Q : S ,(v) — %} est de probabilité 1.
n—-+oo

Algorithme 2.1 Illustration de la loi des grands nombres
N=100;
X=(1;
S=0;
fori=1:N
U=grand(1,1,’bin’,1,1/2) ; // on tire une variable de Bernoulli de parametre 1/2
S=S+U;// S va contenir les sommes partielles des variables de Bernoulli
X=[X,S/i]; // on range dans un vecteur X les quantités S/i (correspond au §; de 1’exemple
ci-dessus)
end,
xbasc() ; // efface la fenétre graphique
plot2d([1 :1 :N],X,2) ; // dessine un graphe des valeurs dans X (les points sont reliés par
// des traits bleus)
plot2d([0 :1 :N],0.5%ones(1,N+1),0) ; // dessine une ligne horizontale y = 0,5 en
// pointillés
plot2d([0 :1 :N],0*ones(1,N+1),rect=[0,-0.2,N,1]) ; // dessine une ligne horizontale
//'y = 0 en noir en fixant les bornes (rect=[xmin,ymin,xmax,ymax])

Une premiere exécution de I’algorithme affiche le graphique suivant :
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0.5
0.6
0.4

0.2

oo

o] 10 20 30 40 50 =] 70 a0 S0 100

Ficure 2.1 — Essai n° 1

On voit une suite S (w) qui converge vers 1/2. Lancons une deuxiéme éxécution, nous
obtenons :

oo

-0. L T T T T T T

Ficure 2.2 — Essai n° 2

Le dessin est différent mais nous avons toujours convergence vers 1/2. Voir http://
www-Sop.inria.fr/mefisto/java/tutoriall/tutoriall.html (Applet : Pile ou face)
pour une version dynamique des illustrations ci-dessus.
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2.2.2 Application de la loi des grands nombres
2.2.2.1 Dessin de la fonction de répartition

Supposons que nous disposions de réalisations indépendantes X;(w), X>(w), ... (dans R)
d’une méme loi (c’est a dire que les variables X, X5, ... sonti.i.d. et ont toute la méme fonction
de répartition, que nous noterons F). Nous aimerions faire un dessin approximatif de F. Soit
t € R. Pour tout i, nous introduisons la variable U; = 1j_«.4(X;). Nous avons, en utilisant la
propriété de croissance de 1’espérance (proposition 1.3.12) E(Uiz) < E(1) = 1 < 0. Donc, par
la loi des grans nombres

OrE(U;) =PX <)X 1+P(X > 1) x0=PX <1). Cette remarque nous donne un moyen de
calculer F(¢). Ce genre de méthode s’appelle une méthode de Monte-Carlo. Commengons par
écrire une fonction qui simule une variable aléatoire.

Algorithme 2.2 Fonction «variable»
function [z]=variable(u) // le parameétre u ne joue aucun role dans le résultat
z=grand(1,1,’unf’,0,1) ; // ici nous simulons en fait une variable connue (uniforme

// sur [0; 1])

endfunction

Calculons ensuite S y pour un certain N (et un certain 7 définissant les variables U;).

Algorithme 2.3 Calcul de S
N=10000; // nous prenons N «tres grand»
t=0.5; // nous fixons ¢
s=0;
fori=1:N
X=variable(1) ; // nous tirons une variable X avec la fonction «variable»
if (X<t) then
U=1;
else
U=0;
end, // U vaut 1 si X <t et 0 sinon
s=s+U;
end,
// s contient la somme de toutes les variables U tirées dans la boucle

disp(s/N) ; // affiche s/N

Voici un exemple de ce que 1’on obtient en plusieurs éxécutions de ce programme
—> 0.57
—> 047
—> 0.4911
—> 0.4996
—> 0.5039

Nous n’obtenons pas deux fois la méme chose mais a chaque fois, le résultat est proche de
E(U,) = 1/2.
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Dans le mé&me esprit, I’algorithme 2.4 dessine une approximation numérique de la fonction
de répartition. Le résultat est dans la figure 2.3.

Algorithme 2.4 Approximation numérique de la fonction de répartition
N=100; % on choisit N «tres grand»
a=-1;
b=2; % on va dessiner F entre a et b
h=0.1; % pas d’approximation de la fonction F
X=[1;
fori=1:N
x=variable(1);
X=[X,x];
end, // on remplit un vecteur X avec des tirages de la variable aléatoire (X;, Xz, ...)
t=a-h;
T=[]; // T va contenir les valeurs de t pour lesquelles on calcule F(t)
F=[]; // F va contenir les approximations de F(t)
while(t<b) // t parcourt a,a+h,a+2h,...
t=t+h;
T=[T/t];
C=find(X<t); // C contient les indices i pour lesquels X; <t
F=[Flength(C)/N]; // length (C) est la longueur de C
// length(C)/N est proche de F(t) par la loi des grands nombres
end,
xbasc() ;
plot2d(T,E,5,rect=[a,-0.2,b,1.2]) ;

Cet algorithme tire des variables aléatoires i.i.d. Xi, Xs, ..., Xy de méme fonction de répar-
tition F. Pour chaque ¢ € {a + kh : k € N,a + kh < b}, I’algorithme calcule #{i : X; < ¢}. fixons
un tel ¢. Notons, Vi, U; = 1j_«.(X;). Nous remarquons que
U +---+ Uy

N .

Donc, par la loi des grands nombres, #{i : X; < t} devrait étre proche de

#i: X<t} =

EWU,)) = PU;=0)x0+P(U,=1)x1
= P(U; =1
= PX; <0
= F@.
2.2.2.2 Dessin de la densité
Supposons que nous disposions de réalisations indépendantes X;(w), X>(w), ... (dans R)
d’une méme loi continue (c’est a dire que les variables Xj, X,,... sont i.i.d. et ont toute la

méme densité, que nous noterons f). Nous supposons ici que f est continue. Nous aimerions
faire un dessin approximatif de f. Soit @ < b € R. Pour tout i, nous introduisons la variable
U; = 1145)(X;). Nous avons, en utilisant la propriété de croissance de I’espérance (proposition
1.3.12) E(Uiz) < E(1) =1 < 0. Donc, par la loi des grands nombres
U +---+U, p.s.
S,i=———27" 7% BU).

n n—+oo
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0.8
06+
0.4+

0.2

oo

Ficure 2.3 — Approximation numérique de la fonction de répartition

E(U,) P(U; =0)x0+P(U; = 1) x 1

P(X; € [a;b])

b
f f(x)dx.

Puisque f” est bornée,

1 b
'b— f Fdx - f(a@)
—

<s(b-a)x sup lf" @

(nous ne démontrons pas ce point). Cette remarque nous donne un moyen de calculer f(¢). Nous
prenons b —a «petit», et n «grand» (voir ... pour une discussion sur le choix de ces parametres).
Nous allons maintenant écrire un algorithme basé sur ces idées. Commencons par écrire une
fonction qui simule une variable aléatoire.

Algorithme 2.5 Simulation de variable aléatoire
function [z]=mystere(x)
u=grand(1,2,’unf’,0,1) ; // on remplit un vecteur 1 X 2 avec deux variables aléatoires
/] ~ U([0; 1]) indépendantes
z=cos(2*%pi*u(l,1))*sqrt(-log(u(1,2)));
endfunction

L’algorithme 2.6 dessine une approximation de la densité. Un dessin produit par ce pro-
gramme se trouve dans la figure 2.4.
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Algorithme 2.6 Programme pour dessiner la densité (approximativement)

a=-3;
b=3; // on va dessiner la fonction entre a et b
h=0.2; // on choisit un pas d’approximation
N=10000; // on choisit N «grand»
X=[]// X va contenir les variables aléatoires simulées avec la fonction «mystere»
fori=1:N
x=mystere(1);
X=[Xx];// on remplit X
end,
t=a-h;
T=(1;
approx=[]; // approx va contenir les valeurs successives de I’approximation de f
while (t<b) // t parcourt a,a+h,... on s’arréte quand on dépasse b
t=t+h/2;
T=[T t]; // T contient les valeurs successives de t
C=find(X<t+h); // C contient les indices de X pour lesquels la valeur est <t+h
D=find(X>t); // D contient les indices de X pour lesquels la valeur est >t
E=intersect(C,D) ; // E contient les valeurs communes a C et D
approx=[approx length(E)/(h*N)] ; // on remplit le vecteur approx
end,
clf() ;
plot2d(T,approx,5,rect=[a-0.5,-0.5,b+0.5,max(approx)+0.5]) ;
drawaxis(x=[a-0.5,1,b+0.5],y=0,dir="d’ tics="v’) ; // dessin d’un axe horizontal
drawaxis(x=0,y=[-0.5,1,max(approx)+0.5],dir="r’,tics="v’) ; // dessin d’un axe vertical

2.2.3 Théoréme central-limite

Théoreme 2.2.3. Théoréme central-limite (ou TCL). Soient X|,X,, ... des v.a.r. i.i.d. telles
que Var(X;) = o2 < co. Alors

loi

Vi ~EX)) 25 Z

—+00

(X1+~--+Xn

avec Z ~ N(0, o).

Exemple 2.2.4. Soient Uy, U,,... iid. de loi B(1/2). Posons ¥i, V; = 2(U; — 1/2). Par la loi

des grands nombres,

Vi+---+V, ps
AT T P gy,

n n—+o0o

Et

E(V)) BP(V; == x (=) +P(V; = 1) x |
P(U; =0)x (=1) +P(U; = 1) x 1

= 0.

Le théoréme central-limite nous dit que pour toute fonction bornée ¢,

o) s
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-3150 1.00 3./50

FiGure 2.4 — Dessin approximatif de la densité

avec une certaine variable Z ~ N(0, o) oil

o? Var(Vy)

E(VD) - E(V1)?

P(V,; = -Dx(-D*+P(V; = 1) x 12
= 1.

Le théoréme central-limite peut aussi s’interpréter de la maniere suivante : pour n «grand»,
\n (—V‘ +'}'1'+V” ) est (presque) de loi N(0, 072). Le programe suivant simule cette variable \n (—V”'};J'V” )

Algorithme 2.7 Simulation de variable aléatoire

N=1000;

U=grand(1,N, bin’,1,1/2); // au lieu de faire une boucle, on simule N variables de
// Bernoulli indépendantes que 1’on range dans une matrice de taille 1 XN
V=2*%(U-0.5*ones(1,N)) ; // sur chaque composante des vecteurs,

// nous avons V; = 2(U; — 1/2)

disp(sum(V)/sqrt(N)) ;

Des appels successifs a ce programme renvoient par exemple :
-0.4427189
0.1897367
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3.2887688

-0.1264911

0.1264911

0.3794733 ...

Nous obtenons un résultat différent a chaque fois. Ces variables sont indépen-

dantes et de méme loi (approximativement N(0, 1)). Nous appliquons les idées de
2.2.2.2 pour faire un dessin approximatif de la densité (voir algorithme 2.8). Nous

39

Algorithme 2.8 «Vérification» du théoréme central-limite

N1=10000;

N2=10000;

h=0.2;

a=-3;

b=3;

X=[];

fori=1:N2
U=grand(1,N1,’bin’,1,1/2);
V=2%(U-0.5*%ones(1,N1));
X=[X sum(V)/sqrt(N1)];

end,

clf();

// a partir de 13, le code pour faire le dessin est identique a celui de I’algorithme 2.6

obtenons le dessin de la figure 2.5 dans lequel on reconnait la densité de la loi

N, 1).
—=1.00
054
0.0 T
-3]50 1.00 3.E0
-05 T T T T T T o T T T T T
-3 -2 -1 i} 1 2 3

Ficure 2.5 — Dessin approximatif de la densité de N'(0, 1)
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2.2.4 Application du TCL
2.2.4.1 Sondages

On s’intéresse au nombre de gens qui achetent de la lessive Ariel en France. On ne peut pas
interroger toute la population et on se contente donc d’un échantillon de personnes. Introduisons
la variable

Xi =

1 silai-eme personne interrogée achete Ariel
0 silai-eme personne interrogée n’achete pas Ariel.

Les variables X; sont supposées i.i.d. avec P(X; = 1) = p (ce sont nos hypotheses de mod-
élisation). La quantité p est celle que nous cherchons a déterminer. Remarquons que E(X;) =
pXx1+(1-p)x0=p.Parlaloi (forte) des grands nombres
Xi+--+X, ps
ST PN ) = p

n n—+0oo

Quelle taille n d’échantillon sélectionner pour que )% soit proche de p ? Supposons que

I’on veuille n tel que la probabilité de se tromper de plus de 0,01 dans notre estimée de p soit
plus petite que 0, 1, c’est a dire

X +--+X,
P(' 1+ +

ol 0,01) <0,1. (222)
n

Notons o2 = Var(X;). Nous avons

P‘Xl+-~~+Xn_pZO,Ol) _ IP,(I(Xn p)+ +(X -, \/_><001)
o
(par TCL)  ~ IP(Z> \/_XO )avecZ~N(0,1)
B +00 e—x/Z
- Vix0.01 \/E
\/iio.m e_*z/z
= 2|1- dx| . (2.2.3)
Y=

Nous voyons sur une table (cf. annexe A) qu’il suffit de prendre n tel que vn x0,01/0 > 1.65.
Calculons

Var(X;) E(X}) - E(X1)?
px 12+ (1 - p)x0*-p?

p-p*=pl-p.

Nous avons alors que

N (1,65 x [p(1 —p)]2
n =

0,01

réalise (2.2.2). Mais justement, nous ne connaissons pas p. Nous étudions la fonction

p€l0,1] = p(1-p).
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U L

1/2

FIGURE 2.6 — Parabole p — p(1 — p)

C’est une parabole qui atteint son max. en 1/2. Donc, Vp € [0, 1],

[1,65>< \/p(l—p)]z <(1,65>< V05%0.5)
0.01 = 0.01 '

2
1,65% V0,5%0,5 )
0,01 .

Donc il suffit de prendre n = (

2.2.4.2 Planche de Galton

Voir I’animation : http://www-sop.inria. fr/sysdys/java/tutoriall/nodell.html.
On appelle ce dispositif une planche de Galton. Voir la figure 2.7 pour une capture d’écran de
cette expérience . Notons 7 le nombre de niveau sur la planche de Galton. On va supposer 7 pair.
Chagque bille rebondit aléatoirement a chaque niveau. Par convention, elle se déplace a chaque
niveau de +1 ou —1 en abscisse (un cran vers la gauche ou vers la droite). On obtient +1 (ou
—1) avec probabilité 1/2. Nous avons donc I’abscisse finale d’une bille qui a la loi de

Z=X1+Xp +---+X,,

avec X1, ..., X, i.1.d. de loi suivante
X = +1 avec proba. 1/2
"T1-1 avec proba. 1/2.
Une telle variable Z est a valeurs dans {-n,—n +2,...,0,2,...,n},c’estadire {-n+2k : k €

{1,2,...,n}}. Calculons, Yk € {0, 1,...,n}, la quantité P(Z = —n + 2k). Nous remarquons que

X1+ -+X,=—-n+2k}
= u[jl,...jk}c{l ,,}{X,' = 1,\7’i€ {le,...,Xjk}eth = —1,Vi€ {l,,l’l}\{]l,,]k}}
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.\ Start - | Pause | .\ Continue . C)ei»rn=14

Humber of experiments ;234

Ficure 2.7 — Planche de Galton

Donc
P(Z = —n + 2k)
= Z P(X[:1,Vi€{le,...,Xjk}eth:—l’vl'e{1’_..’n}\{jl’.”’jk})
{J1semii}cil,...on}

(car les X, ..., X, sont indépendants)

1 n
=ct (5) .
Rappelons que C¥ est le nombre de parties & k éléments dans un ensemble a n éléments. L’ an-
imation référencée ci-dessus n’est pas facile a comprendre car le programme renormalise le
graphe au cours de 1’éxécution. Plusieurs billes sont jetées donc on obtient Z1, . . ., Z,, variables
1.i.d. de méme loi que Z. Pour tout k impair, la k-e€me barre de I’histogramme en partant de
I’origine a la hauteur

nl &
7\/—; Z 1(Z),
i=1

(la renormalisation compliquée # vient de la renormalisation automatique du graphe) cette

derniere quantité

p-s. \/ﬁ
—

m—+oo 2

P(Z = k) 2.2.4)
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par la loi des grands nombres. Fixons k impair et notons ¢ = k/ y/n. La k-&éme barre de I’his-
togramme est a 1’abscisse c¢. Nous avons

%P(Xl+~-+X,,=k) = gp(xl+-~-+Xne[k—l;k+1])
_ \n (X1+-~-+Xn B :
= 2P—\/ﬁ €le—1/Vnc+1/+nl|.

Le théoreme de Dini (que nous n’énongons pas dans ce polycopié) et le TCL nous donnent
ensuite

\/ﬁ ps. e—)52/2<7'2
—PX)+-+ X, = k) — (2.2.5)
2 v g
avec
0% = Var(X)) = E(X?) - E(X;) = 2.
Les équations (2.2.4) et (2.2.5) expliquent la forme en cloche de la simulation ci-dessus.
2.3 Exercices
2.3.1 Enoncés
1. Soient Uj, U,, ... indépendantes et identiquement distribuées de loi &(1) (loi exponen-

tielle de parametre 1).
(a) Calculer E(Uy), Var(Uy).
(b) Estimer P(U; +---+ U, > n(1 + @)) pour n = 100, @ = 1/10.
2. Soit f : R — R telle que Vx,y, | f(x) — f(y)| < Cinf(1,|x—y|) pour une certaine constante

C.
(a) Si X, 2 ox (rappel : pour p.t. w, X,(w) . X(w)), montrer que E(f(X)) —
n—+oo n—+oo
E(f(X,) — 0.
(b) Soit € > 0, toujours sous I’hypothese X, p;i) X, montrer que P(|f(X,,) — f(X)| >
€) . 0.
n—+oo

3. On achete un stock d’ampoules pour un lampadaire. Les ampoules ont une durée de vie
de loi £(1). La premiere ampoule dure un temps X, on la remplace immédiatement et la
deuxieme qui dure un temps X, ...Soit 7 > 0. On admet que le nombre d’ampoules N
grillées pendant le temps 7 est tel que N est de loi P(AT). On suppose que AT € N.

(a) Calculer m = E(N).
(b) Soit p € N*. Montrer que P(N > m + p) = P(X] + -+ + Xppy, < T).

(c) On suppose maintenant que 4 = 1, T = 20, p = 5. Donner une valeur numérique
approchée de P(N > m + p) al’aide de la table jointe.

(d) Avec les mémes valeurs numériques que ci-dessus, combien d’ampoules faut-il
acheter au minimum pour que

P(se retrouver a court d’ampoules avant le temps 7) < 0.05 ?
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4. Pour sa migration annuelle, une grenouille part d’une mare située sur un plan au point de

coordonnées (—25, 0) dans le repere orthonormé xQy. Elle est repérée par sa position Z,
au temps zn. On suppose que :

au temps 0, sa position est Zy = (25, 0)
etvn>0,Z,,1=2,+1,00+ U, ,

ou les variables U, sont i.i.d. avec P(U, = (0, 1/ \/E)) =1/2,P(U, = (0,-1/ \/5)) =1/2.
Ainsi a chaque étape de sa progression, la grenouille avance de +1 dans la direction Ox et
se déporte en méme temps de +1/ V2 dans la direction perpendiculaire Oy. Sur I’axe des
ordonnées se trouve cette année une autoroute neuve. On décide de creuser des tunnels
sous I’autoroute le long d’une certaine zone pour permettre le passage de cette grenouille.
La zone a tunnels se situe entre des points d’ordonnées a et b. Si la grenouille arrive dans
cette zone, elle passe dans un tunnel et sinon elle se fait écraser. Voir figure 2.8 pour un
dessin.

y
L autoroute
(0,b) |
(=25.,0) 0 X
0 ~ zone de tunnels
,a

Figure 2.8 — Plan

(a) A quel instant passe-t-elle par 1’autoroute ?

(b) Supposons que 1’on construise une zone de tunnels entre les points d’ordonnées —5
et 5 (compris). Donner une approximation de la probabilité qu’a la grenouille de
passer par un tunnel. (Dans les calculs, on arrondira au deuxieme chiffre apres la
virgule pour simplifier.)

(c) On décide de construire une zone de tunnels entre des point d’ordonnées —x et +x
(x > 0). Donner une valeur approximative de x telle que la probabilité de survie de
la grenouille soit 0.9. (Dans les calculs, on arrondira au deuxiéme chiftre apres la
virgule pour simplifier.)
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2.3.2 Corrigés

1. (a)

(b)

(c) Lesvariables Uy, U, ..

2. (a)

(b)

Donc Var(U;) = 1.

PWU+---+U, 2n(1+a))

E(U,)

45

—+00
f xe *dx
0

+00
[—xe™ 5™ +f e *dx
0
0+ [—e
1.

+00
E(U?) = f e~ dx
0

+00
[—xze_x]g“’ + f 2xe “dx
0

+00
[-2xe™*]3™ +f 2¢ *dx
0
2.

. sont L2, on peut donc appliquer le théoréme central-limite.

U -1+---+U,-1
P( !

7 > via)

Q

(TCL) PZ>1)

avec Z ~ N(0, 1).

Et on lit sur la table que cette derniére valeur vaut (2 peu pres) 1 -0.8413 = 0, 1587.

P(N > m+ p)

n ,—AT
By = Y

|
n=0 n:

_ Z ; (/lT)"e_/lT

n!
n>1
~ g (AT)
= (AT)e ZT
k>0

= AT

P( on a grillé plus de m + p ampoules dans [0, T'])

P(les m + p premieres ampoules ont déja grillé
quand on arrive en 7' )

PXy+- -+ Xpep <T)
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(c) Onremarque que Var(X;) = 1/2%, EX)) = 1/A.

PNzm+p) = PXi+ - +Xup <T)
_ (Xl _E(Xl)+"'+X1n+p_E(Xm+p)
(1/)m+p
T—-(m+p)/a
(/) m+p
T—(m+p)/A >
(TCL) f s /zd
~ 1.
oo \2n
On calcule % = —1. On a par parité :
-1 —2/2 +oo 122
f C_ar = C __ar
o 271 1 \2r
1 —2/2
e
= 1- dt
—o V21
(d’apréeslatable) = 1-0,8413 =0.1587.

(d) Ici, on cherche p pour que P(N > m + p) < 0.05. Comme avant :

T7(2r71+p)//l e"2/2
(1/42) yrp
> ~
P(N =m+ p) o ). mdt
_ f_ur/_;;;% e_tz/zdt
—c0 Vzﬂ' )
On regarde la table et on voit qu’il faut prendre —% > 1.65. Une rapide
étude de fonction montre qu’il faut prendre m + p > 29.
3. (a)
P(N>m+ p) = P(onagrillé plus de m + p ampoules dans [0, T'])

= P(les m + p premieres ampoules ont déja grillé
quand on arrive en T )
= PXi+- o+ Xy <T)

(b) On remarque que Var(X;) = 1/, B(X)) = 1/A.

PNz2m+p) = PXi+--+X,., <T)
(Xl - E()(1) +ot Xm+p - E(Xm+p)

(/Y ym+p
< T-m+p)/a
(/Y ym+p
T—(m+p)/A 2
7Oy @
(TCL) = dt .

—oo V2n
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On calcule ==/ — 1 On a par parité :
/) \fm—T+p parp
—1 _—2/2 +oo 122
e e
dt = dt
j:m V27r 1 V27T
1 e—t2/2

1- dt

—o V21
1-0,8413 =0.1587.

(d’apres la table)

(c) Ici, on cherche p pour que P(N > m + p) < 0.05. Comme avant :

T—(m+p)/A

—-12/2

1/2) ymip €
PIN>m+p) =~ f ’ dt
TCL  J_o N
T—(m+p)/A 2
e e 12
= 1- f ! dr .
—00 V27T
T—(m+p)/A

On regarde la table et on voit qu’il faut prendre — > 1.65. Une rapide

(1/22) \Jm+p
étude de fonction montre qu’il faut prendre m + p > 29.

4. (a) A chaque pas de temps, la grenouille se déplace de 1 vers la droite (et de maniére
aléatoire vers le haut ou le bas) donc elle passe par I’axe des ordonnées (c’est a dire
I’autoroute) au temps 25.

(b) L’ordonnée de la grenouille au temps n peut s’écrire Vi +---+ V,ou 'V, = 1/ V2
avec probabilité 1/2 et V, = -1/ V2 avec probabilité 1/2 (pour tout k, V; est la
composante verticale du vecteur Uy). Les variables V sont d’espérance m = 0 et de
variance o> = 1/2. La probabilité de passer par un tunnel est :

P(ordonnée de Z,5 € [-5,5]) P(Vi+---+Vy| <5)
P( Vi +~-+V25—25m‘s \5) .
oV25

Les variables V; sont i.i.d., intégrables et de variance finie donc par le théoréme
central-limite :

+V2 12 V2 12
P(ordonnée de Z,5 € [-5, 5]) = f dt=-1+2
B i Vm « Vo

On trouve sur la table jointe au sujet que P(ordonnée de Z,5 € [-5, 5]) = 0.84.

drt .

(c) On veut trouver x tel que P(ordonnée de Z,s € [—x, x]) = 0.9. On a par le théorme
central-limite :

P(ordonnée de Z»5 € [—x, x]) P(Vi+ -+ Vys| < x)
_ P( Vi+: -+ Vos —25m
o V25
fx\/i/s 12 "
V25 \2m
TV2/S -12)2

oo \2r

D’aprés la table, il faut xV2/5 ~ 1.65 donc x ~ 5.83. La grenouille se trouve
toujours sur des points de coordonnées entieres donc il suffit de prendre x = 5.

X
< =
]

X

= -1+4+2 dt .
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Chapitre 3

Probabilités et espérances
conditionnelles

WHOAl WE SHOULD GET INSIDE!

O Laats ITS OKAY! LIGHTNING ONLY KILLS
g ABOUT 45 AMERICANS A YEAR, SO
THE CHANCES OF DYING ARE ONLY

ONE IN 7000000. LETS GO ON!

THE ANNUAL DEATH RATE AMONG PECRE
WHO KNOW THAT STATISTIC IS ONE IN SIX.

Figure 3.1 — Xkcd : http://xkcd.com

3.1 Conditionnement dans le cas discret

Définition 3.1.1. La probabilité conditionnelle P(A|B) d’un événement A sachant un événement

B est définie par

P(A N B)
P(B)

On attribue une valeur arbitraire a P(A|B) si P(B) = 0.

P(A|B) = siP(B) > 0. (3.1.1)

Définition 3.1.2. Soient X,Y des v.a. discrétes a valeurs dans un ensemble 1. La fonction de
masse conditionnelle pxy(.[y) de X sachant Y =y est définie par

PX=x,Y=y)

sy oy Y =n>0. 3.1.2)

Vx, pxy(xly) =

49
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On attribue une valeur arbitraire a pxyy(xly) si P(Y = y) = 0. On peut réécrire (3.1.2) en terme
des fonctions de masse pxy, py :

Pxy(x,y)

, sipy(y) > 0.
pr(y)

pxiy(xly) =

Remarque 3.1.3. Observons que x — pxyy(xly) est une fonction de masse (a'y fixé), c’est a
dire : pxy(xly) 2 0 et Yge; pxiy(€ly) = 1, ¥, y. La loi des probabilités totales nous donne

P(X =x) = ) pxr(x)pr(y).

yel

Dans les cas ou py(y) = 0, pxy(xly) est défini par une valeur quelconque mais cela n’influe pas
sur la somme ci-dessus. De maniére générale, les valeurs choisies pour pxy(xly) dans les cas
pr(y) = 0 n’influent pas sur les calculs ci-dessous.

Exemple 3.1.4. Soit N ~ B(q, M) (pour des constantes q €)0;1[, M € N* = N\{0} =
{1,2,3,...}). Ontire N, puis on tire X ~ B(p,N)

(p est une constante €]0; 1[). Calculons la loi de X.

La variable X est a valeurs dans {1,2, ..., M}. Les données du probléme sont :

pxn(kln) = CEpk(1 = py"™ ' k=0,1,...,n

et

pn(n) = Chyg"(1 =)™
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Nous appliquons la loi des probabilités totales pour obtenir (Yk € {1,2,...,M})

P(X = k)
M
= > pxw(kimpy(n)
n=0
M
= Z Lo, ()Cyp" (1 = p)'™*Chyq"(1 = )"~
n=0
—Zc (1= py ¥ Chug"(1 = M
n=k
< n! n—k M! n M-n
:;Wp( -p) mCI(l—CD
_Mk_quM 1 _nfkin_k
S (1—q) 2=t P (l—q)
M! ul 4 ' M=k il a V7
AL ( )nzk(n—kﬂ(M—n)!(l_p) (l—q)

(changement d’indice j = n — k)

M k M=k _
ml’( - ( )ZC L= P)](

(formule du binéme)
1 M-k
= ( (1 p)q)
—-q

= Ch(pg)(1 - pq

q J
l-g¢q

Ty
)M*k .

Donc X est de loi B(pg, M).

Exemple 3.1.5. Probleme de Monty Hall (on pourra consulter http://fr.wikipedia.
org/wiki/Probl%C3%A8me_de_Monty_Hall). Il s’agit d’un jeu télévisé. Le candidat se
trouve devant trois portes. Derriere 'une d’entre elles se trouve une voiture et derriere les deux
autres se trouvent des chevres. La position de la voiture est une variable aléatoire uniforme a
valeurs dans {A, B, C} (A, B, C sont les noms des trois portes, la voiture a la probabilité 1/3 de
se trouver derriere chacune d’entre elles). Les trois portes A, B, C sont alignées de gauche a
droite. Le jeu se déroule suivant les phases suivantes.

— Le candidat sélectionne une porte.

— Le présentateur de I’émission ouvre, parmi les deux portes restantes, une porte derriere
laquelle se trouve une chévre. Si le candidat a sélectionné une porte avec une chevre,
le présentateur n’a pas le choix de la porte qu’il va ouvrir. Dans le cas contraire, le
présentateur a deux choix possibles et tire a pile ou face pour décider quel porte il ouvre.

— Le candidat ouvre ensuite la porte de son choix et gagne ce qu’il trouve derriére celle-ce
(une cheévre ou une voiture).

On part du principe que le candidat préfere gagner la voiture. Nous allons examiner deux
stratégies :

— Le candidat ouvre la porte qu’il a sélectionnée, indépendamment de la porte ouverte par
le présentateur.
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— Le candidat change de porte, c’est a dire qu’il ouvre la porte qui n’est ni sélectionnée
par lui, ni ouverte par le présentateur.
Question : quelle stratégie offre le plus de chances de gagner la voiture ? La réponse est qu’il
vaut mieux changer de porte. Nous allons ici en faire une démonstration. Voir [’exercice 1 pour
une simulation numérique.

Soit U a valeurs dans {P, F} la variable «pile ou face» utilisée par le présentateur (s’il en a
besoin) (cette variables est indépendante des autres variables). On peut supposer, par exemple,
que si le candidat a sélectionné une porte avec une voiture, le présentateur choisit la porte avec
une chevre la plus a gauche si U = P et I’autre porte avec une chévre si U = F. Supposons que
le candidat ait choisi la porte A (pour des raisons de symétrie, les autres cas sont équivalents).
Notons A = ¢ I’événement «une chévre est derriére la porte A», A = v ['événement «la voiture
est derriére la porte A», ... etc ..., B = p pour I’événement «le présentateur ouvre la porte B».
Nous voulons calculer :

PA=cin{B=p}) P(C=v)

Fa=di=p = PB=p)  FB=p)
Or
B(B=p) = B(C=v)+E(A=v)n{U=P)
1 1 1

= 373%3

_ 1

- L
D
onc (1/3) 2

P(A=C|B=p)=m=§.

On en conclut que le candidat a intérét a changer de porte.

Définition 3.1.6. Soient X,Y des variables discrétes a valeurs dans un ensemble 1. Soit g une
fonction telle que E(|g(X)|) < oo. Nous définissons I’espérance conditionnelle de g(X) sachant
Y =ypar
E((OIY =) = )" e@pxiy(xly), si pyr(3) > 0,

xel
et I’espérance conditionnelle n’est pas définie en 'y si py(y) = 0. La loi des probabilités totales
nous donne

E(g(X)) = Z E(gXIY = y)pr(y).

yel
La quantité B(g(X)|Y = y) est une fonction de y. Nous notons E(g(X)|Y) la variable aléatoire
telle E(g(X)|Y)(w) = E(g(X)|Y = y) pour tout w tel que Y(w) = y. La loi des probabilités totales
nous donne

E(g(X)) = E(E(g(X)IY)).

Proposition 3.1.7. Soient X, X,,X5,Y des variables discrétes a valeurs dans un ensemble I
(définies conjointement). Soient g, g1, g> des fonctions telles que E(|g(X)|) < oo (pareil pour
81,82, X1, X2). Soit h une fonction bornée. Soit v : R — R telle que E([v(X,Y)|) < co. Nous
prenons ci,c € R Nous avons les propriétés suivantes.

1. E(c181(X1) + c282(X0)lY = y) = 1 E(g1(XDIY =y) + c2E(g2(X2)|Y = y)
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Sig(x) 20, Vx, alors E(g(X)|Y =y) =0, Vy.

EvX, DY =y) = EMX, pIY =y)

Si X 1Y, alors E(g(X)|Y =y) = E(g(X)).

E(@X)hM)Y = y) = h(MEEX)Y = y)

E(@(X)M(Y)) = Xyer ROE@EXNY = y)py(y) = E(M(Y)E(g(X)IY))

Si nous appliquons ces formules avec g = 1 ou & = 1, nous obtenons

S N

E(clY =y) = c,

E(h(IY =y) = h(y),
E(g(X)) = Z E@XIY = y)py(y) = E(E@X)IY)). (3.1.3)

yel

Voir la démonstration de la proposition 3.4.1 pour des exemples d’utilisation de ces propriétés.

3.2 Sommes aléatoires

Soient &1,&7, ... des v.ar. i.i.d. Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N de fonction
de masse py. Nous définissons la somme aléatoire
0 sSiN=0
X = )
E1+--+Eéy SIN>O0.

On peut abréger cette formule en X = &) + - -+ + &y (avec la convention que X = 0 si N = 0).

Exemple 3.2.1. File d’attente. Soit N le nombre de client arrivant a un guichet pendant une
certaine période. Soit &; le temps de service requis par le i-eme client. Alors X = & + -+ + &n
est le temps total de service requis.

3.3 Probabilités conditionnelles dans le cas mélangé

Soient X, N deux variables aléatoires définies conjointement. Supposons que N est a valeurs
dans N.

Définition 3.3.1. La formule (3.1.1) nous permet de définir la fonction de répartition condi-
tionnelle x — Fxn(x|n) de X sachant N = n par
P(X <x,N=n) .
F =————~ SiP(N=n)>0,
xiv (x[n) POV = 1) siP(N =n)

et cette quantité n’est pas définie si P(N = n) = 0.

Si, de plus, X est une variable continue et que x — Fxn(xn) est dérivable en tout x pour
tous les n tels que P(N = n) > 0, alors on peut définir la densité conditionnelle x — fx(xn)
de X sachant N = n par

d
San(xln) = EFX‘N(xIn), SiP(N=n)>0.

La fonction x — fxn(x|n) est une fonction de densité (¥n tel que P(N = n) > 0).
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Proposition 3.3.2. Sous les hypothése ci-dessus, nous avons

b
Pla<X<b,N=n)= f Sanxln)dx X py(n), Ya < b.

La loi des probabilités totales nous donne la densité fx de X :
+00

fr@) =" fan(impy(n).
n=0

Définition 3.3.3. Soit g une fonction telle que E(|g(X)|) < oo. L’espérance conditionnelle de
g(X) sachant N = n est définie par

+00

E(gX)IN =n) = f 8(x) fxv(xln)dx .

—00

Nous définissons [’espérance conditionnelle de g(X) sachant N par
E(g(X)IN) = la v.a.r. qui vaut E(g(X)|N = n) quand N = n.
C’est donc une variable aléatoire définie comme une fonction de N.

Proposition 3.3.4. La loi des probabilités totales nous donne
+00
E(g(X)) = Z E(§(X)IN = n)py(n) = E(E(Z(X)IN)).
n=0
Démonstration. Nous remarquons que
+00
E(g(X)IN) = Z E(g(X)IN = m1y(N).

n=0

(Nous notons 1,;(N) la variable aléatoire w — 1;,;(N(w))). L’égalité ci-dessus est une égalité
entre variables aléatoires réelles, c’est a dire entre fonctions de Q dans R. Pour tout w € Q,

+00
ZE(g(X)IN =mly(N(w)) = EEX)IN = Nw))
n=0

(tous les termes de la somme sont nuls sauf un). Nous en déduisons

E(E(g(X)IN))

EC) | BEXIN = my(N)
n=0

+00
(par prop. 1.3.10 de linéarité de E) = Z E(g(X)IN = n)E1;,,(N)).
n=0

Nous ne justifions pas ici pourquoi nous pouvons appliquer la proposition 1.3.10 a une somme
infinie. Remarquons que les quantités E(g(X)|N = n) sortent de I’espérance parce que ce sont
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des réels. Nous avons, par le lemme 1.4.4,

E(E(g(X)IN))

D EREOIN = m)py(n)

n=0

= 0 [ sofanimarx py)
n=0 ¥~

(linéarité de f ) = f " g(x) (Z fxw(xln)PN(n))dx
- n=0

00

(prop.3.32) = f 8(x) fx(x)dx

00

= E(g(X)).

3.4 Moments et loi d’une somme aléatoire

On se replace dans le cadre de la section 3.2. Supposons que & est une variable discrete.
Supposons que & et N ont les moments suivants finis

E(#) = u, Varé) = o2,

E(N) = v, Var(N) = 72.
Proposition 3.4.1. Nous avons

E(X) = uv, Var(X) = vo? +,L12T2.
Démonstration. Calculons

E(X) = Y0 E(XIN = n)py(n) (par (3.1.3))
=2 B+ +ENIN =n)
=Y EE + -+ &IN=n) (parprop. 3.1.7, 3)
= Yo E(& + -+ E)pn(n)  (par prop. 3.1.7,4)
= 221 npn(n)
=puv.

Nous avons

Var(X) = E((X = uv)*) = E(X = Nu + Ny = vp)*)
= E((X = Np)*) + E(Nu — uv)*) + 2E(X = Nu)(N = v)) .
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Et
E((X - Nw?)
= D E(X = N IN = mpy(n)
n=0
= D B + o+ & —m)PIN = m)py(n)
n=0
= DB+ + & =m0 )y ()
n=0
= D EE -+ BE -+ Y B - & — )| oy
n=0 i,jell,..n)i%]
= Znosz(n) = a'zv,
n=0
et
E@*(N = v)*) = ’B(N =) = 4’7,

et

+00

E(u(X = Nuw)(N = v)) U Z E((X — n)(n — v)IN = n)pn(n)
n=0

+00

Y (0= VIE(X = moIN = m)py(n) = 0
n=0

car VYn > 0, E(X —nu|N = n) = E(& + -+ - + &, — nu) = 0. Nous avons donc

Var(X) = Vol + ,uz‘r2 .

O

Définition 3.4.2. Convolée n-éme. Soit f : R — R telle que f_ J:C |f(x)ldx < co. Pour n € N*,
on définit la convolée n-éme de f par récurrence

= f = f+m £ D (x = w) f(uydu, Vx.

Soit p : Z — [0; 1] une fonction de masse. Pour n € N*, on définit la convolée n-éme de p
par récurrence

P =p.VieZ, p() =) P VG - pl).
i€Z

Proposition 3.4.3. Si les variables &,&;, ... sont continues de densité fet py(0) = 0, alors
Z =& + - + &y est continue, de densité

x> fr(x) = Z f"x)pn(n).
n=1



3.4. MOMENTS ET LOI D’'UNE SOMME ALEATOIRE 57

En particulier, si N est constante égale a n, la densité de Z est f*". Si les variables &,,&, . ..
sont discretes a valeurs dans Z de fonction de masse pg, alors Z = & + - - - + &y est discréte, de
fonction de masse Z

+00
J€Z o pyO)+ ). p(Dpn(n).
n=1
En particulier, si N est constante égale a n, la fonction de masse de Z est

jl—) 1‘0}(_]) sin = 0
pg" sin>0.

Démonstration. Nous n’écrivons que la démonstration pour le cas discret. Si N est constante
égal a 0, alors Z = 0, donc la fonction de masse de Z est

. 1 sij=0 .
je { - =10 .
0 sinon

Si N est constante égal a n € N*, montrons par récurrence que la fonction de masse de Z est
pi".

— C’est le case pour n = 1.

— Sic’estvraienn — 1. Notons ¥ = & + -+ + &,-1. La fonction de masse de Y est p;("_l).

Par la proposition 1.54,Vj € Z

BZ=j)= ), BY=ké&=))

k,reZ:k+r=j
(carY W &Y= Y. BY=IPE, = j)= Y P(Y = j— P& = i)
k,reZ:k+r=j i€Z
(par hypothese de récurrence) = Z p;("_l)(j —Dpe(i) = p:;”(j)_

i€Z
Si N n’est pas une constante, nous avons
P(Z = 0) = pn(0),
et ¥Yn € N*,

P(Z=n)= Z P(Z = n|N = k)pa(k)
k=0

(carBZ=nlN =0)=0) = Y BZ =nlN = bpn(k) = ) pm)pn (k).
k=1 k=1

O

Exemple 3.4.4. On se place dans le cadre de la proposition ci-dessus avec des &; continues et
vz, f(Z) = 1[0;+(><>[(Z)ﬂ,€_/lz s

pour un certain 1 > 0,

Vne N, py(n) =B -p)"",
pour un certain 3 €)0; 1[. Montrons par récurrence que f*"(z) = 1[0;+m[(z)ﬁzn‘le‘”, Vz €
R.
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— C’est vrai pour n = 1.
— Sic’estvraienn — 1, calculons Yz

) = f " PG ) fdu

+00 /ln—l o B
f Lj0;+00 (2 — bt)—(n o (z — w)"2e " gy o (W) Ae™ M du

0 siz<0
foz %(Z — )" 2e W e~ Mgy sinon .

Donc, Yz > 0,

*7 _ ‘ A" _ 2,1z
6 = [ e e

_ /lne—ﬁz [_(Z _ u)n—l }Z
0

(n-2)! n—1
A" —Az _n—1

(n—-1)!

Donc la densité de Z est

+00

/l"l
to D = )T
n=1 :

Ae™%Bexp((1 — B)Az)
ABe

e—/lzzn—lﬂ(l _ﬁ)n_l

(somme exponentielle)

Donc Z ~ E(AP).

3.5 Conditionnement par une variable continue

Définition 3.5.1. Soient X, Y des v.a.r. continues définies de maniére conjointe par une densité
de probabilité (x,y) — fxy(x,y). Nous définissons la densité de probabilité conditionnelle
x> fxyy(xly) de X sachant Y =y par

Sxr(x,y)
ro)

La densité conditionnelle n’est pas définie si fy(y) = 0. Nous définissons la fonction de répar-
tition conditionnelle x — Fxyy(x|Y =y) de X sachant Y =y par

Frr(xly) = , Si fy(y») >0.

Fxy(xlY =y) =f Jxir(€ly)de, si fy(y) > 0.

Si on prend g telle que E(|g(X)|) < oo, I’espérance conditionnelle de g(X) sachant Y = y est
définie par

+00

E(g(X)lY = y) =f g fxiy(xlx)dx, si fy(y) > 0.

—00

Proposition 3.5.2. Sous les hypothese, de la définition précédente, nous avons les propriétés
suivantes.
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1. Pourtouta<b,c<d
b
Pla<X<b,c<Y<d)= f(f fX|y(x|y)dx) frdy.

2. Les propriétés de la proposition 3.3.2 sont encore vraies, a condition d’adapter le point
6 en

E(g(X)h(Y))

E(h(Y)E(g(X)IY))
f h(E@EX)Y = y) fy(ndy .

00

Dans [ cas h = 1, nous obtenon

+00

E(g(X)) = E(E(g(X)IY)) = f E(eX)IY = y) fr(v)dy .

—00

Exemple 3.5.3. Soient X, Y de densité jointe

1o
Srr(x,y) = ;6 G104 ool () L0seo () -

Calculons la densité de y :

+00 1 o .
f ;e e/ )1]0:+00[(x)1]0;+oo[()’)dx

r&)

+00 1
= oewi®) [ e
o Y

+00

e /v
= 1]0;+00[(y)7 [—ye x/y]o
= Loey(Me™ .
Puis nous calculons la densité conditionnelle (définie seulement poury > 0)

Sxr(x,y)
5HO)

Donc, conditionnellement a Y =y, X est de loi E(1/y).

-y

1
Sxr(xly) = = 1]0;+oo[(x);e

3.6 Statistiques pour les nuls
On dispose d’un générateur de nombre aléatoires de loi 8(1/2). On veut tester I’hypothese
(H1) : les tirages sont de loi B(1/2)

contre I’hypothese
(H2) : les tirages sont de loi B(1)

((H2) veut dire que les variables ne sont pas aléatoires mais constantes égales a 1). On choisit
a € [0; 1/2]. La procédure de test est la suivante : on tire X1, .. ., X, avec notre générateur (pour
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un certain n), si % € [0;1/2 + a/ \/n], on donne le résultat «(H1) est vraie» et sinon on

donne le résultat «(H2) est vraie». Soient Uy, U,, ... i.i.d. de loi B(1/2). Nous nous intéressons

aux probabilités d’erreur suivantes : P(dire (H1)|(H2)) (dire que (H1) est vraie alors que (H2)

est vraie) et P(dire (H2)|(H1)) (dire que (H2) est vraie alors que (H1) est vraie). Calculons
P(dire (H1)|(H2)) = P(

< =0,

+i)
Vn

S| S
N =

P(dire (H2)[(H1)) = P(M S % N 1)

n Vi

_ P((U1—1/2)+---+(Un—1/2)Zi)
n Vi

_ Uy -1/2)+---+ U, - 1/2)

= ]P’( \/ﬁ Za).

Par exemple, fixons @ = 1. Supposons que I’on tire 10 fois avec ce générateur et que 1’on
obtienne
X] ="°=X10= 1

La procédure de test va renvoyer le verdict «(H2) est vraie». Calculons la probabilité d’erreur

p(Wi=l/D+--+ U, - 1/2) S @

P(dire (H2)|(H1)) Vi
n

(TCL) P(Z > )

Q

avec Z ~ N(0,0?) (o> = Var(U,)). Nous avons

Var(U) E((U; - 1/2)%)

1

1
Soit Y = Z/o. Par ’exemple 1.6.4, Y ~ N(0, 1). Nous avons

PZ>a) = P(g >2)
= 1-P(Y<2)
(lecture de latable) ~ 1-0,9772
= 0,0228.

3.7 Exercices

3.7.1 Enoncés
1. Ecrire un programme permettant de comparer les stratégies dans le probléme de Monty
Hall (cf. exemple 3.1.5). Justifier la procédure proposée.

2. Soit N le résultat d’un lancer de dé. On tire N fois a pile ou face et on appelle X le nombre
de faces obtenues.

(a) Calculer P(N =3,X =2).
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(b) Calculer P(X = 5).
(c) Calculer E(X).

3. Soit X ~ P(1) (4 > 0). Calculer I’espérance de X sachant que X est impair.

4. On jette 4 pieces de 1 euros et 6 pieces de 2 euros. Soit N le nombre total de faces
observé. Si N = 4, quelle est la probabilité (conditionnelle) que exactement 2 pieces de
1 euro soient tombées sur face ?

5. On jette un dé rouge une seule fois. Puis on jette un dé vert de maniere répétitive jusqu’a
ce que la somme du dé rouge et du dé vert soit égale a 4 ou & 7, et on arréte alors de jeter
le dé vert. Quelle est la probabilité de s’arréter avec une somme égale a 4 ?

6. On s’intéresse a I’algorithme suivant.

Algorithme 3.1 Simulation de variable aléatoire
N=grand(1,1,uin’,1,6) ; s=0;
fori=1:N
U=grand(1,1,’bin’,1,1/2) ; // U est une variable de loi B(1/2)
s=s+U;
end,
printf(’%i \n’,s) ; // affichage de s (au format «entier»)

Notons Z la variable affichée.

(a) Calculer E(Z) et Var(Z).

(b) Calculer la fonction de masse de Z.

7. On s’intéresse a 1’algorithme suivant.

Algorithme 3.2 Simulation de variable aléatoire
N=0;
fori=1:6
N=N+grand(1,1,’bin’,1,1/2) ; // on ajoute a N des variables de loi B(1/2)
end,
7=0;
fori=1:N
Z=7+grand(1,1,’bin’,1,1/2);
end,
printf(’%i \n’,Z) ; // affichage de Z

(a) Calculer E(Z), Var(Z).
(b) Calculer P(Z = 2).

8. On s’intéresse a I’algorithme suivant.
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Algorithme 3.3 Simulation de variable aléatoire
P=grand(1,1,unf’,0,1);
S=0;
fori=1:3
U=grand(1,1,’bin’,1,P);
S=S+U;
end,
printf(" %i \n’,S) ;

Quelle est la probabilité que ce programme affiche 2 ?

9. On s’intéresse a 1’algorithme suivant.

Algorithme 3.4 Simulation de variables aléatoires
function [z]=expo(t) // on remarque que le résultat de la fonction ne dépend pas de t
u=grand(1,1,’unf’,0,1) ; // u est de loi U([0; 1])
z=-log(1-u);
endfunction
b=0;s=0;
while (b==0)
s=s+1;
r=expo(1l);
if (r>1) then
b=1;
end,
end,
printf("temps total = %i, variable = %f\n",s,r) ; // affiche s et r

(a) Quelle est la loi de la variable renvoyée par un appel a la fonction expo ?
(b) Quelle est 1a loi de la variable s affichée ?

(c) Quelle est la loi de la variable r affichée ?

3.7.2 Corrigés

1. On se fixe une stratégie (par exemple, changer de porte), on simule un jeu et on note

U= 1 sion gagne la voiture
~ 10 sinon.

Si on recommence I’expérience n fois, générant ainsi des résultats i.i.d. Uy, U,, ... laloi
des grands nombres nous dit que
U +Uy+---+U, bps )
! 2 n B E(U,) = P(gagner la voiture) . (3.7.1)

n n—+oo

Donc la loi des grands nombres nous dit que 1’on peut approcher P(gagner la voiture) par
une moyenne empirique. L’algorithme 3.5 simule plusieurs jeux dans lesquels le joueur
change de porte et calcule la moyenne empirique de (3.7.1) pour un certain n.
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Algorithme 3.5 Simulation du jeu de Monty Hall
n=100000; // on choisit n «grand»
// les portes sont numérotées 0,1,2
function [z]=comp(i,j) // on rentre deux numéros de portes distincts dans cette fonction
// et elle ressort k tel que {i,j,k}={0,1,2}
b=0; k=-1;
while (b=0)
k=k+1;
if (k==i) then
b=0;
else
if (k==j) then
b=0;
else
b=1;
end,
end,
end,
z=Kk;
endfunction
s=0;
for i=1 :n // on recommence la mé&me expérience n fois
V=grand(1,1,’uin’,0,2); // V est le numéro de la porte de la voiture, il est tiré au hasard
//dans {0,1,2}
S=grand(1,1,’uin’,0,2); // S est le numéro sélectionné par le joueur (au hasard)
if (S==V) then // si S=V, le présentateur choisit au hasar parmi les 2 portes restantes
U=-1+2*grand(1,1,’uin’,0,1) ; // U vaut +1 ou -1 avec proba. 1/2
P=modulo(S+U,3); // c’est le reste de la division euclidienne de S+U par 3
else // si S#V alors le présentateur n’a pas de choix a faire
P=comp(S,V);
end, // P est le numéro de la porte ouverte par le présentateur
F=comp(S,P); // le joueur ouvre la seule porte qu’il n’a pas sélectionnée et que le
// présentateur n’a pas ouverte
if (F==V) then
U=1;
else
U=0;
end, // U vaut 1 si le joueur gagne la voiture et 0 sinon
s=s+U;
end,
printf(’estimation de la proba. de succes si on change de porte : %f’,s/n) ; // affichage
// du résultat

(a) Pour chaque tirage de pile ou face, on note & = 1 si le résultat est face et & = 0
sinon. Nous avons donc & + - - - + &, est le nombre total de faces sur n tirages (Vn).
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Nous avons X = &1 + - - - + &y et donc

P(N =3,X =2)

(b) Calculons

P(X = 5)

P(X = 2IN = 3)P(N = 3)
P& + -+ &y =2IN =3)P(N = 3)
P + & + &5 = 2IN = 3)P(N = 3)

1
P +é&H+8& = 2)6

1\ 1
ci3)

3

6
1
16°

AN =

1
8

6
DR =5IN = BN = ))

j=1

~
Il

M=

5
. 1\ 1
15,6/ ())C; (5) 3

j=1

1\’ 1
2

6

1V 1 1\
(z) 6" ”=(5)

[cs+ ]

—

7

6'

(c) Nous pouvons utiliser la proposition sur les moments d’une somme aléatoire

E(X)

E(§DEW)
%é(1+2+~~-+6)
1 6x7 21 7

12 2 12 4

3. Notons Y la variable qui vaut 1 si X est impair et O sinon. Nous avons

B(Y = 1)

Nous avons donc

Yx, pxy(x, 1)

P(UFS(X = 2i + 1))

+00
Z P(X =2i+ 1)
i=0

o /12i+l

EELI
L4 (2i+1)!
sinh()e™*.

rxyX=xY=1)
py(Y =1)

0
P(X=x)
pr(Y=1)

si x pair

si x impair .
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Donc, pour x impair,

I R

T sinhe ¢ T sinh()

pxy(x, 1)

Donc

+00

D pxw @i+ 1,D2j + 1)
j=0

00 4]

= sinh(A)

E(X|]Y = 1)

@j+1)

/l +00
= Z;(z j+ DAY
J:

sinh(A)

/l d +00 )
("technique de la série dérivée") = SnhCD dA [}Z(; /12-’”]

(série géométrique) A d ( A )
& d sinh() dA\T = 22

A (1—/12+2/1></l)

sinh() \ (1 - 222
1+ 2
sinh(1) ~ (1 - 22"

Nous ne justifions pas cette «technique de la série dérivée». Elle est utile dans de nom-
breux exercices.

. Notons Xi, X», X3, X4 les variables aléatoires (a valeurs dans {P, F'}) résultats du lancer
des 4 pieces de 1 euro. Notons X7, ..., Xjo les variables aléatoires (2 valeurs dans {P, F'})
résultats du lancer des 6 picces de 2 euros. Les variables X, ..., Xjo sont i.i.d. (avec
P(X; = F) = 1/2). Calculons

P(N = 4)
st 10 Xe = FYi € iy, .. gy et Xy = PYi g {iy, ..., i4})
= Z PUX; = F,¥ielil,...,is}et X; = PYi ¢ {if,...,i4}})

(par indépendance des X))

Z (1)10
i is}cil,...,10} 2

110
-4z
~ci3) -
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et

PG{ie{l,...4): X; = F} =2,N = 4)
=PE#{ie{l,...4}: X, =F}=2,#i€({5,...10} : X; = F} = 2)
= P(Uji, sl dl )5, 104 Xi = F ssii € {1, 2, 1. j2}})
- > P((X; = F ssii € (i1, 2, ju, jo}})

{ini2}c{1,...4}.{j1,/21<t5,...,10}
10
1
=Cici (=] .
4~6 2

Donc la probabilité recherchée est
416!4l6! 1 1
21214121100~ 8x10x3x7 1680

5. Notons X, la résultat du dé rouge et X;, X», ... les résultats successifs du dé vert. Nous
avons

{arrét sur un 4} = U;» ({1 < X < 3} U {arrét en i})
= U1 ({1 < Xo < 3}

U{Xj ¢ {7 - X194 - Xl}sv] S {1s e ,i_ 1}} U {Xz = 4 - X]}) . (372)
Donc ! (en utilisant I’indépendance des X;)
+00 i-1 +00 i-1
3\ (4 1 3 4
P é 4} = == == -
({arrét sur un 4}) ;(6)(6) (6) 36;(6)

3
(somme géométrique) = — X =
(-]

3
36

(a) Notons Uy, U,,... les variables tirées successivement dans la boucle de I’algo-
rithme. Les variables N, Uy, U,, ... sont indépendantes. Nous avons Z = Uy + - - - +
Uy. Calculons

1
E(Up) = 3, Var(Uy) =

Es
E(N):é(1+...+6):;
E(N2)=é(1+22+...+6z):%=%’
91 49 182-156 26 13
Var(N)zg_Zszﬁzg-
Nous avons donc o
BD=337 %

71 113 7 13 21+13 34 17
Var(Z) = ==+ -—— = -+ — = = =,
22 46 4 24 24 24 12
1. Attention, astuce : dans (3.7.2), I’ensemble {1, ..., i—1} estvide sii = 1. Il faut donc calculer a part la probabilité
P1<Xy<3, X1 =4-X))= % X %. C’est bien le premier terme de la somme dans (3.7.3) car (%)0 =1.
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(b) Calculons, pourn € N* etk € {0,...,n},
i1 !
PWU,+---+U,=k) =C, 5] -
La variable Z est a valeurs dans {0, ..., 6}. Calculons, pour k € {0, ..., 6},
+00
PZ=k = Z P(Z = kIN = n)P(N = n)
n=1
6
= ZP(Z = kIN = n)P(N = n),
n=1
or P(Z =k|N =n) =0sin<k,donc
J 1\" 1
PZ=k) = C’,;(—) —.
n:n;x(k,l) 2 6
7. Notons Uy, ..., Ug les variables ~ B(1/2) utilisées dans la premiere boucle et notons N =

Uj+---+Ug. Notons Vi, V5, ... les variables ~ $(1/2) utilisées dans la deuxiéme boucle
etnotons Z = V| +--- 4+ Vy. La variable Z est celle affichée par le programme.

(a) Nous avons

1 1
E(Vy) = 5 Var(Vy) = 5

6
E(N) = - =3,
(N) =3
ENY = E(UU)
1<i,j<6
(les Usont iid) = 6E(U?)+ 30E(U,)E(U,)
_ 4,0 %2 2
- 4 4 27
Var(N) = — -9 = 3
- =2,

Donc
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(b) Calculons

P(Z = 2)

6
Z P(Z = 2|N = n)P(N = n)
n=0

. 6 1 !
PZ=2IN=n)=0sin<1) = ;P(Z=2|N:”)Cg(§)

ca:cy (—)
n=2 2
6

n16! 1y
;2!(;1—2)!;1!(6—;1)! 2

(changement d’indicek = n — 2)

(formule du bind6me)

8. Notons Uy, U,, Us les variables successives générées par la boucle. La variable P suit une
loi U([0; 1]). Conditionnellement a P, les U; suivent la loi B(P). Notons S = U+U,+Us.
Conditionnellement a P, S suit une loi B(3, P). Calculons

B(S = 2) f B(S = 2IP = Yo ()dy

oo
+00
j:oo

(a) La variable u tirée lors d’un appel a la fonction expo est de loi T/([0; 1]) (de densité
u € R 1jo.1;(u)). Notons R la variable —log(1 — u). La fonction

g :1€]0;1]] = —log(l — 1) e R*

est bijective décroissante, d’inverse

gl i ye[0; 400> 1—e™.
Nous avons R(w) € [0; +oo] (pour tout w). Notons f la densité de R. Nous avons
donc f(y) = 0siy < 0. Par la formule de changement de variable, nous avons pour
y >0,

B Lo (g~ ()

g'(g ')
1

= ——=¢".
(=)

fo) =
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Donc la densité de R est la fonction
YER P g,

(Méme si ce n’est pas demandé, on peut remarquer que R est de loi E(1)).

(b) Notons Ry, R,, ... les variables successivement simulées dans la boucle «while».
Notons T la variable s affichée a la fin du programme. La boucle «while» s’arréte
des que I’on tire une variable R; > 1. Donc 2 Yk e N,

(T = k)

PUR; < 1,Vie{l,....k—=1}} N {R > 1))
1

>~

(les R; sont indépendants)

PR, < D) XPRy>1).

I
—_

Calculons
1
PRy <1) = f Ljo.+00)(V)e " dy
1
= fe_ydy
0
= [ePp=1-¢",
+00
PR >1) = f Lio:+e0)(V)e " dy
1
+00
= f edy
1
= [—e_y]f‘”:e_l.
Les Ry, R,, ... sont de méme loi donc

P(T=k = (1-e"Hlxel.

(On peut remarquer, méme si ce n’est pas demandé, que T ~ Ge™).)

(c) La variable r (que nous noterons R) affichée a la fin du programme est toujours > 1.
Donc, V¢ < 1, P(R < f) = 0. Calculons, pour un ¢ > 1,

PR<1 = PWUSAT =k n{R <))

+00

- ZP(T =kR<1)
k=1
+00

= ZP(T =k Ry < 1)
k=1

+00
- ZP(& <1,....,R.1 < LR €]1;1])
k=1

+00

ZP(& < DF'B(I <Ry <)
k=1

(les Rjsont i.i.d.)

2. Attention, nous utilisons dans le calcul suivant diverses conventions dans le cas k = 1. Les étudiants peu a I’aise
avec ces conventions peuvent toujours faire un calcul a part pour £ = 1, le résultat sera le méme.
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Rappelons la fonction de répartition de la loi £(1) :
F :xeR P Lpyep(x)(1 —e™).

Nous avons
PR, <1)=F(1),P(1 <R <t)=F(@)—-F(1).

Donc

+00
PR<n) = Y d-eh e -e
k=1
(somme géométrique) = (¢! —e)x T-(=eh
_ el —e? — oD
= ——= .

(Ce qui définit completement la loi de R.)
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= Egalité de définition
Cardinal

Fonction indicatrice
Privé de
Intersection

Réunion

m C O — = #*

Espérance

E(g(X)|N) Espérance conditionnelle
E(g(X)|N = n) Espérance conditionnelle
N Entiers naturels

P Probabilité

B(.) Loi de Bernoulli

Loi bindmiale

Loi exponentielle

Loi géométrique

Loi gaussienne

Loi de Poisson

Loi uniforme

Z 2% 2@ OB

Entiers strictements positifs

Ensemble des possibles
Aléa

Convergence en probabilité
Convergence en loi

Convergence p.s.

=[5 |z |» 8

Convergence L
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P(A|B) Probabilité conditionnelle

Hin Indépendance

~ suit la loi ...

] Réunion disjointe
Var Variance

¢ Complémentaire

o Nombre de parties (...)

" Convolée n-eme

Fxn(x|n) Fonction de répartition conditionnelle
JSxiv(x|n) Densité conditionnelle

Dx|y Fonction de masse conditionnelle
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Fonction indicatrice, 10 Somme arithmétique, 77

Fonctions de répartition jointes, 9 Somme de carrés, 77

Formule du bindéme, 77 Somme géométrique, 77
Sondages, 40

iid., 31 Statistiques, 59

Indépendantes et identiquement distribuées, 31

Intersection, 1, 2 TCL, 37

73



74 INDEX

«Technique de la série dérivée», 65
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Appendix A

Table de la loi normale

P(X <r) avec X ~N(0,]1)

0 0,01 0,02 003 004 0,05 0,06 007 008 0,09

0 0,5000 | 05040 | 05080 | 05120 | 05160 | 05199 | 05239 | 05279 | 05319 | 05359
0,1 [ 05398 | 05438 | 05478 | 05517 | 05557 | 05596 | 05636 | 05675 | 05714 | 05753
02 [ 05793 | 05832 | 05871 | 05910 | 05948 | 05987 | 06026 | 06064 | DB103 | 06141
03 | 05179 | 0B217 | 0p255 | 0F293 | 06331 | 06368 | OB406 | 06443 | 05480 | OBS17
04 | 0B554 | 0B591 | 0BB28 | 0F6E4 | 06700 | 06736 | 06772 | 06808 | 066844 | 06679
05 | 0B915 | 0B950 | Op985 | 07019 | 07054 | 07088 | 07123 | 07157 | 07190 | 07224
06 | 07257 | 07291 | 07324 | 07357 | 07389 | 07422 | 07454 | 07486 | 07517 | 07549
07 | 07560 | 07611 | 07642 | 07673 | 07704 | 07734 | 07764 | 07794 | 07623 | 07852
08 | 07861 | 07910 | 07939 | 07967 | 07935 | 08023 | 08051 | 08078 | 08106 | 08133
09 | 08159 | 08186 | 08212 | 06238 | 06264 | 08289 | 08315 | 08340 | 08365 | 08389

1 05413 | 08438 | 08461 | 08485 | 08506 | 08531 | 08554 | 08577 | 08599 | 08621
1,1 | 08643 | OB6ES | 00686 | 06700 | 08729 | 08749 | 08770 | 06790 | 08610 | 08830
12 | 05849 | 055869 | 05883 | 08907 | 08925 | 08944 | 08962 | 08980 | 08997 | 09015
13 ] 09032 | 09049 | 090686 | 09082 | 09099 | 09115 | 09131 | 09147 | 09162 | 09177
14 | 09192 | 09207 | 09222 | 09235 | 09251 | 09265 | 09279 | 09292 | 09306 | 09319
15 | 09332 | 09345 | 09357 | 09370 | 09352 | 09394 | 09406 | 09418 | 09429 | 09441
16 | 05452 | 09463 | 09474 | 09484 | 09495 | 09505 | 09515 | 09525 | 09535 | 09545
1,7 | 09554 | 09564 | 09573 | 09582 | 09591 | 09599 | 09608 | 09616 | 09625 | 09633
16 [ 059641 | 05649 | 09656 | 09664 | 09671 | 0978 | 09686 | 09693 | 09699 | 09706
19 (05713 [ 059719 | 05726 | 09732 | 09738 | 09744 | 09750 | 09756 | 09761 | 08767

2 09772 | 09778 | 09763 | 09783 | 09793 | 09798 | 09803 | 09308 | 09812 | 09817
21 109821 | 09826 | 09830 | 09834 | 09638 | 09642 | 09846 | 09650 | 09654 | 09857
22 | 09561 | 023864 | 09868 | 09871 | 09875 | 09578 | 025831 | 095884 | 09887 | 09690
23 (09893 | 09896 | 09898 | 09901 | 09904 | 09906 | 09909 | 09911 | 09913 | 09918
24 | 09918 | 09920 | 09922 | 09925 | 09927 | 09929 | 09931 | 09932 | 09934 | 09936
25 | 09938 | 09940 | 09941 | 09943 | 09945 | 09946 | 09948 | 09949 | 09951 | 09952
26 | 09953 | 09955 | 09956 | 09957 | 09959 | 09960 | 039961 | 09962 | 09963 | 09964
2,7 | 09965 | 09966 | 0997 | 09968 | 09959 | 09970 | 09971 | 09972 | 09973 | 09974
28 | 09974 | 09975 | 09976 | 09977 | 09977 | 09975 | 02979 | 09979 | 09980 | 09951
29 | 09961 | 09962 | 09982 | 09953 | 09954 | 09954 | 09985 | 09985 | 099586 | 09956

Figure A.1: Table de la loi normale




Appendix B

Fonctions, intégrales et sommes
usuelles

Nous rappelons (Ya, b)

b
f e “dx = [—e”‘]Z =—el 4.
a
Par intégration par parties, nous avons

b b
f xe Ydx = [—xe_x]z +f e *dx.

b b b
f x* e dx = [—x"’le’x]a +(a — l)f X2 dx.

Formule du bindme (de Newton) :

Et Va,

Vx,yeR, VO <k <n(k,neN), (x+y) = Zc’;xky"—k,
k=0

(c’est nombre de parties a k éléments dans un ensemble a n éléments).

ouCy = k!(::l—!k)!
Somme géométrique :
n
1= n+1
VpeR,VneN,  ph= —r
k=0 I-p

+00
1
si,deplus,|p| <1, » pF=——.
Somme arithmétique
1
1+2+---+n= n(n2+ ).

Somme de carrés
24P MO DAY
= - .
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Exponentielle :

+00 xn
VxeR, e = —.
i n!
Cosinus hyperbolique :
et K
VxeR, cosh(x) = —— = Z::O oIl
Sinus hyperbolique :
X —x tx 2n+1
ef—e x
V¥x € R, sinh(x) = =
€ R, sinh(x) = = Qn+1)!
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