L1 MASS : Algebre Linéaire Cours 13 février 2006

Opérations et matrices élémentaires

Les trois opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice qu’on a vues qui peuvent trans-
former la matrice en une matrice échelonnée en lignes étaient :

1. permutation de deux lignes : L; «<» L; (avec i # j)
2. multiplication d’une ligne par un scalaire non nul : L; « rL; (avec r # 0),

3. addition d’un multiple d’une ligne & une autre ligne : L; « L; + aL; (avec i # j).

Pour chaque opération élémentaire qu’on peut faire sur les lignes d’'une matrice A, il existe
une matrice carrée E telle que 'opération élémentaire ait le méme effet que remplacer A par
le produit EA.

Les matrices F qui correspondent aux opérations élémentaires dans cette fagon s’appellent des
matrices élémentaires. Si A est de taille m x n, alors E doit étre de taille m x m pour que le
produit FA reste de taille m x n. Pour permuter les deux premieres lignes d’une matrice a trois
lignes, on fait le produit

0 1 0 ai as by by
1 0 O b1 b2 = |a1 a2
0 0 1 c1  Co (G

Pour multiplier la deuxieme ligne par 3, ou pour additionner 5 fois la premiere ligne a la deuxiéme,
on fait les produits :

1 0 0 ay az al as

0 3 0|06 bo| =136 30s],

0 0 1 C1 Co C1 Co

1 0 0 ay ag ai as

5 1 0 b1 b2 = b1 + 5(11 b2 + 5(12
0 0 1 C1 Co C1 Co

. 010 100 100 . (14 .
Les matrices (%) 0 (1)), (8 3 (1)), et (8 ! (1)) sont donc des matrices élémentaires.

Selon le principe entouré ci-dessus, appliquer une opération élémentaire a la matrice identité
I a leffet de remplacer I par EI = E. Donc on peut résumer :

e Pour les opérations élémentaires sur les matrices a m lignes, les matrices élémentaires F
sont, carrées de taille m x m.

e La matrice élémentaire E correspondant a une opération élémentaire est obtenue en appli-
quant 'opération élémentaire & la matrice identité I.

e [’opération élémentaire sur les lignes d’une matrice A a le méme effet que multiplier A &
gauche par E (c’est-a-dire, que remplacer A par EA).

Si on enchaine plusieurs opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice A, et les ma-
trices élémentaires correspondant sont disons 4, Fs, Fs, Ey4, cela correspond aux remplacements
successifs de A selon :

A «— Fi1A «— E3F1A «— E3FEyFE1A «— E E3FE,FA.

La premiere opération élémentaire qu’on applique correspond a la matrice E; qui est la plus
proche de A, donc la plus a droite dans le produit. La deuxiéme opération élémentaire correspond
la matrice qui est la deuxieme de la droite, et ainsi de suite. En résumé :



e Appliquer une suite d’opérations élémentaires & une matrice A correspond & multiplier
A a gauche par un produit de matrices élémentaires EsE,;_ 1 --- EoFE;. L’ordre des ma-
trices élémentaires dans ce produit est I'inverse de l'ordre de ’application des opérations
élémentaires.

Matrices inversibles

Définition. Une matrice A est dite inversible s’il existe une matrice B avec AB = I et
BA = I. La matrice B est dite 'inverse de A et se note B = AL,

Comme exemples, pour

111
A:G D c=1{o 1 1],
00 1

on a
1 -1 0
A—lz(_‘ll ;), ct=lo 1 -1
0 0 1

On vérifie cela en calculant AA™ = (37) (4 57) = (39) = I, et A7*A = I,, et similairement
pour C et C~1.

Il existe aussi des matrices non inversibles. Par exemple, un matrice nulle 0 n’est jamais
inversible, parce que son produit avec n’importe quelle matrice est toujours nulle (0B = 0 et
B0 = 0) et jamais 'identité. Un autre exemple, la matrice M = (1 %) ne peut étre inversible, car
pour tout produit M B qu’on peut faire, les deux lignes de M B seront égales, donc M B # Is.

On a déja vu que les opérations élémentaires sont inversibles, parce que chaque opération

élémentaire se défait par une autre opération élémentaire du méme type. Comme conséquence :

Proposition 1. Les matrices élémentaires sont inversibles.

Par exemple, 'opération élémentaire Lo «— Lo+2L1 est invertie par Lo «— Lo—2L1. L’opération
L1 <« 3L est invertie par I'opération L; « %Ll. Les matrices élémentaires correspondant sont
inverses :

10 _ 1 0 30 _ L9
a=(y 1) m=(51Y) B=(py). m=(0)

L’opération d’échange Ly < Lo est auto-inverse. Cela donne

(01
EB_E31_<1 0>'

Quelques propriétés des inverses qui sont simples & voir :

Théoréme 2. L’inverse A~' d’une matrice inversible A est unique.
Théoréme 3. L’inverse A~ d’une matrice inversible A est inversible, et (A~1)~1 = A.

Théoréme 4. Si A et B sont des matrices inversibles, et leur produit existe, alors AB est
inversible, et (AB)~' = B~1A~1L,

Théoréme 5. La transposée AT d’une matrice inversible A est inversible, et (A7)~ =
(A=HT.




Preuves. Pour montrer le Théoréme 2, on suppose que A a deux inverses B et C. Ils vérifient
BA =1 et AC = I. Mais alors on a

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C.

Donc ces deux inverses de A sont le méme, et A n’a qu’un inverse.

Pour le Théoreme 3, quand A est inversible, A et A~! vérifient AA~! =T et A~'A = I. Selon
la définition d’un inverse, cela suffit pour que A soit I'inverse de A1,

Pour le Théoreme 4, on a

(AB)(B™'A™Y) = A(BB hHA ' = ATA ' = AA =1,

et un calcul similaire donne (B~'A~1)(AB) = I. Donc B~'A~! est I'inverse de AB.

Pour le Théoréme 5, on rappelle qu'on a (CD)T = DTCT. Donc si on applique 'opération
de transposition aux équations AA™r = I et A='A = I, on trouve (A~1)TAT = 1T = I, et
AT(A=H)T = IT = I. Donc l'inverse de AT est (A~1)T. O

Matrices inversibles : critere du rang

Les matrices inversibles sont caractérisées par le critere nécessaire et suffisant suivant :

Théoréme 6. Une matrice A est inversible si et seulement si A est carrée et on a

rg A = nombre de lignes de A = nombre de colonnes de A.

Donc une matrice A de taille 2 x 2 est inversible ssi rg A = 2. Une matrice B de taille 3 x 3
est inversible ssi rg B = 3, et ainsi de suite. Et aucune matrice non carrée n’est inversible.

Le théoreme est une conséquence de trois observations.

1) Si on transforme une matrice A en une matrice U par une suite d’opérations élémentaires,
alors A est inversible si et seulement si U l’est.

2) Si A est carrée de taille n x n, et rg A = n, alors A peut se transformer en la matrice
identité I par une suite d’opérations élémentaires. Donc A est inversible par ’observation 1.

3) Sinon, A ou AT peut se transformer par des opérations élémentaires en une matrice avec
une ligne de 0. Une telle matrice n'est pas inversible (exercice). Donc A n’est pas inversible.

L’observation 1 est une conséquence des matrices élémentaires. Si on transforme A en U par
des opérations élémentaires sur les lignes, il existe un produit de matrices élémentaires F =
E;Es_1---E3F; tel que U = FA. Les matrices élémentaires sont inversibles (Proposition 1) ainsi
que leur produit (Théoreéme 4). Donc si A est inversible, le produit FA = U le sera aussi, et si U
est inversible, le produit F~1U = F71FA = [ A = A le sera aussi (Théoremes 4 et 3).

L’algorithme pour A~! : méthode des pivots

L’algorithme détecte si une matrice carrée A est inversible ou non, et quand A est inversible,
il calcule A1,

. . TN 111
On travaille sur une matrice particuliere A = (; 2 g)

Premiére étape. On juxtapose A et la matrice identité I pour former une matrice 3 X 6 (ou
en général n x 2n) :

11 1|10 0
AlD={12 3]0 1 0
2 4 5[0 0 1



On applique des opérations élémentaires et des pivotages vers le bas pour mettre cette matrice
en forme échelonnée. Dans ce cas particulier on pivote deux fois pour trouver

(1] 1 1|1 00 1] 11 |1 0 o0
0o [t] 2|-1 1 0], o [1] 2 |-1 1 o0
0 2 3|-2 01 000—21

A la fin de cette étape, A devient échelonnée, et on peut détecter si A était de rang 3 (ou n) et
donc inversible ou non. C’est-a-dire, si on fait apparaitre une ligne qui est nulle a gauche du bar,
alors A n’est pas inversible et on arréte. Mais dans I'exemple, A est inversible et on continue.
Deuxiéme étape. On applique des opérations élémentaires et pivotages vers le haut pour
transformer la moitié gauche en la matrice identité I. On fait ces pivotages en commencant a
droite et en bas, parce qu’on peut montrer que c’est le plus rapide.
Dans notre exemple, faisons d’abord Lg «— — L3, pour simplifier les pivots.

1 11 0 0
0 2 |-1 1 0
0 0 0 2 -1

Puis on pivote vers le haut autour du pivot de la troisieme ligne par Lo «— Lo—2L3et L1 «— L1—Lg3:

1 01 -2 1
0 0 [-1 -3 2
0 0 0o 2 -1

Finalement on pivoite vers le haut autour du pivot de la deuxieme ligne en faisant L1 <« L1 — Lo :

0 012 1 -1
0 0 [-1 -3 2
0 0 0o 2 -1

A la fin la matrice est (I | A~'). Donc on trouve

2 1 -1
At=[-1 -3 2
0 2 -1

Pourquoi marche-t-il 7 Les opérations élémentaires successives ont le méme effet que la
multiplication a gauche par une suite de matrices élémentaires. Donc ’algorithme fait une suite
de transformations

(A1) « (E1A | Ey) « (EsEWA | EsEy) « -« (FA|F)=({|F)

avec Fp, Es, etc., des matrices élémentaires, et F' un produit de matrices élémentaires. A la fin,
on réduit la matrice & gauche & l'identité I, donc on a FA = I. Par conséquence on a F = A~1,
et la matrice finale est bien (I | A1),

. 1
Un autre exemple : Pour inverser B = (

_1

2

1 =111 0 1 -1 0 1 -1

2 2 2

(B3 )-GFh)-6h
On trouve B~! = (

1
12 ) on fait
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