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Exercice 1. On considére dans un espace affine réel de dimension au moins 2, trois points non alignés A, B
et C. A tout point M de X on associe le point M’, barycentre des points A, B, C', M affectés respectivement
des coefficients — 3, 2, 1 et 2. On définit ainsi une application f: X — X.

1. Montrer que f est une translation (préciser le vecteur définissant la translation).

-

Solution: Par définition, nous avons — 3 m +2 ]\T’é + ]\TC +2M'M =0.
En utilisant la relation de Chasles on obtient: — SW + oM'A + 2AB + M'A + AC + oMM = 0, c'est-
a-dire 2AB + AC + 2M'M = 0. On déduit que pour tout M € X, MM'=AB + Lac. f est donc une
translation de vecteur ¥ = AD + %E’

M

2. Faire un dessin et y placer les points A, B, C, f(A), f(B) et f(C).

—

Solution: On construit un triangle ABC' puis on le translate du vecteur ¥ = AB +%AC.

BJ

Exercice 2. Soient A, B et C trois points non alignés d’un plan affine réel P. On muni P du repére carté-
sien R=(A,AB,AC). On note (z,y) les coordonnées d’un point M de P dans ce repére.

Pour «, 3 et v trois nombres réels pris dans R\ {0, 1}, on considére les points A’, B’ et C’ dont les coordon-
nées dans le repére R sont respectivement (o, 1 — ), (0, 5) et (7,0).

1. Justifier briévement que A’ € (BC), B'€ (CA), C'€ (AB) et que {A,B,C}N{A’,B’,C'}=0.

Solution: B’ a pour abscisse 0, ce point est donc sur la droite (AC). C’ a pour ordonnée 0, donc appar-
tient 3 (AC) tandis que les coordonnées de A’ vérifient I'équation =+ y =1, qui est celle de (BC). {4, B,
CYyNn{A’, B’,C'} =0 découle du fait que a, 3,y € R\ {0, 1} et que les coordonnées de A, B, C sont res-
pectivement (0, 0), (1,0), (0,1).

2. Donner une équation cartésienne de la droite (A’B’).



Solution: (A’B’) a pour vecteur directeur B’A’=aAB + (1 —a — 8)AC. Un point M de coordonnées (z,

y) appartient a (A’B’) si et seulement si det(ﬁ’ﬁ)(B’M,B’A’) =0, c'est-a-dire ” * 81 e 5| = 0.

(A’B’) a donc pour équation: (1 —a — B)z —a(y — 3) =0.

3. Donner, en fonction de a et 3, une condition nécessaire et suffisante pour que les droites (A B) et
(A’B’) soient sécantes.

Solution: En utilisant I'équation cartésienne de (A’B’) calculée dans la question précédente, on trouve faci-
lement qu'une condition nécessaire et suffisante pour que (A B) et (A’B’) soient sécantes est que 1 — o —
B+ 0 (la droite (AB) ayant pour équation y =0). On pourrait aussi remarquer que (AB) et (A’B’) sont
sécantes si et seulement si les vecteurs AB et A’B’ ne sont pas colinéaires, ce qui est le cas si et seule-
mentsil—a—3+#0.

4. Soient hy I'homothétie de centre A’ telle que hi(B) = C, hg celle de centre B’ telle que ho(C) = A, et
enfin h3 ’homothétie de centre C’ telle que h3(A) = B.

a) Calculer en fonction de «a, 8 et ~, les rapports A1, A2, A3 des homothéties h1, ha et hs.
Solution: Par définition, on a A'C' =\ A'B, B'A = \,B'C, C'B =X3C'A.
On trouve A'C = — aAB + aAC, A’/B=(1—a)AB — (1 — a)AB, ce qui donne A; =

méme, B'A=— BE’, B'C = 1- B)E’, donc A2 = 1_—65 et enfin

—«
l1—«

, de

CTB):(lffy)A‘B),CﬁszyE, donc )\3:1%77.

b) Donner, en fonction de a et 8, une condition nécessaire et suffisante pour que hs o h; soit une
translation.

Solution: hgo hy a pour partie linéaire )\1)\21(173.
Une condition nécessaire et suffisante pour que ho o hy soit une translation est que A1 A2 =1, c'est-a-

% =1, ce qui équivaut 3 1 — o — 3 =0 (cette condition équivaut a (AB)//(A’B’)

d’aprés la question 3.)

dire

¢) On suppose que hg o hj n’est pas une translation. Déterminer (hgo h1)(B) puis calculer les coor-
données du centre de ’homothétie ho o hi. Faire un dessin expliquant la construction du centre
de cette homothétie.

Solution: Si 1 — o — 3 # 0, alors hy o hy est une homothétie. On a (h o h1)(B) = ha(C) = A. Le
centre de cette homothétie est donc a I'intersection des droites (A B) et (A’B’). En utilisant I'équa-
tion cartésienne de la droite (A’B’) calculée a la question 2., on trouve que le centre de ho o h; a
pour coordonnées (%5_1’ 0).

d) On suppose que les trois points A’, B/, C/ sont alignés. Montrer qu’on a alors A\jAaAz=1.

Solution: Si A’, B’ et C’ sont alignés, alors les droites (AB) et (A’B’) sont sécantes en C’. Dans
ces conditions, ho o h1 est une une homothétie de centre C’. L’application affine h3 o ho o h1 a pour
partie linéaire A;AoA3lds. On a (hgo haoh1)(C’) = C’ et (hzo hgo h1)(A) = A. Comme A+ C’,
on en déduit que hzo haohy=1Idp, donc AjA2A3=1.

e) (hors baréme) Réciproquement, montrer que si AjA2A3 = 1, alors les points A’, B’ et C’ sont
alignés.

Solution: Supposons AjA2A3 = 1. L'hypothése faite sur les réels o, 3, v entraine que A1\ # 1, donc
ha o hy est une homothétie dont le centre est a I'intersection de (AB) et (A’ B’). Comme A1A2)3 =
1, nous pouvons affirmer que hg o (ha o h1) est une translation. Nous savons enfin, par définition de
ces trois homothéties, que (h3 o hy o h1)(A) = A. Nous en déduisons que h3 o hy o hy = Idp, donc
hs=(h20oh1)™1, d'oti C' est le centre de haohi, qui est sur la droite (A’B’).

Exercice 3. Soient A, B et C trois points non alignés d’un plan affine réel P. On note pr; la projection sur
(BC) parallélement a (C'A), pra la projection sur (C'A) parallélement & (AB), pr3 la projection sur (AB)
parallélement a (BC) et on pose f = pr3o prao pri. On rappelle que pry, pro, pr3 sont des applications affines
de P.

1. Déterminer f(A), f(B) et f(C) (il est conseillé de faire un dessin). Justifiez votre réponse.

Solution: Par définition des différentes projections, nous avons pri(A) = C, pra(C) = C, pr3(C) = B, d'oi
f(A) =B. De méme, pri(B)= B, pr2(B) = A, pr3(A) = A, donc f(B)=A. Enfin, pr1(C)=C, pr2(C) =
C, pr3(C) =B, donc f(C)=DB.



. Quelle est I'image de la droite (AB) par f7 Justifiez votre réponse.

Solution: Les différentes projections étant des applications affines, nous en déduisons que f est une appli-
cation affine. Nous savons que |'image de la droite (A B) par f est un sous espace affine de dimension au
plus 1. Comme f(A)=B et f(B)=A, ona f(AB)=(AB).

. On note I le milieu du segment [A B] montrer que f(I)=1.

Solution: f est affine, donc conserve les barycentres. Il s'en suit que f(I) est le milieu de [f(A), f(B)],
c'est-a-dire f(I)=1.

. Soit Mo un point de (A B), distinct de A, B et I (milieu du segment [AB]). On pose M; = pri(My),
My = (pra o pry)(Mo), Mz = f(My), My= (prio f)(Mo), Ms= (praoprio f)(Mp), Ms= f2(Moy).

Sur une feuille quadrillée, faire un dessin et y placer les points A, B, C, Moy, M1, Ma, Ms, My, Ms, Mg.
Que remarquez-vous?

Solution: En faisant soigneusement le dessin, on remarque que Mg = M.
. Pour un point M de la droite (AB), que peut-on dire des points f(M) et f2(M)? Justifiez votre
réponse.

Solution: D’aprés la question 2., la restriction de f a (AB) est une application affine de cette droite dans
elle-méme. On sait que f(I) = I, f(A) = B et f(B) = A; f|(ap) est donc une symétrie centrale. Pour
M € (AB) est le symétrique de M dans dans la symétrie centrale de centre I et f2(M)= M.




