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Exercice 1. Soient X un espace affine réel de dimension au moins 3, D1, D2, D3 et D4 quatre droites dans
X. On suppose que ces quatre droites sont deux a deux sécantes (c’est-a-dire: pour tous indices 4, j distincts,
les droites D; et D ont un et un seul point en commun).

Montrer que ces quatre droites sont soit concourantes soit coplanaires.
Solution: cet exercice se trouve sur la premiére feuille de TD (exercice n°9) et a été corrigé en séance.
Exercice 2. Soient A, B et C trois points non alignés d’un espace affine réel X de dimension au moins 2.

A tout point M de X on associe le point M’, barycentre des points A, B, C, M affectés respectivement des
poids —1, 1, 2 et —3. On définit ainsi une application f: X — X;

f(M)=Bar((A,-1),(B,1),(C,2),(M,—-3)).

1. Quelle est I'image de C par f7
Solution: posons C’ = f(C'). On a par définition —C"A+C'B +2C'C —3C'C =0, dout AB=C'C.
C' se déduit donc de C par la translation de vecteur —AB (ABCC’ est un parallélogramme).

2. On note D le barycentre des points A, B et C affectés respectivement des poids —1, 1 et 2.
Faire un dessin et y placer les points A, B, C, D et f(C).

Solution: par définition, nous avons — DA + DB +2DC =0, ou encore AB =2CD. D se déduit donc de
. 13
C' par la translation de vecteur EAB'

3. Montrer que f est une homothétie. Préciser le centre et le rapport de cette homothétie.

Solution: par associativité du barycentre, nous avons f(M)= M'=Bar((D,2), (M, —3)).
Ainsi, 2M’D —3M'M =0, donc —M’D —3DM =0. On en déduit DM’ =3DM.
f est donc I'homothétie de centre D et de rapport 3.

4. Quelle est I'image de la droite (BC) par f?

Solution: nous savons que f(C)=C' et que C'C = AB. f étant une homothétie, I'image de (BC) par f
est la droite paralléle 3 (BC) passant par C’. L'image de (BC) est donc la droite paralléle 3 (BC) et pas-
sant par A.

5. Déterminer f~1(A).
Solution: on sait que A, f~(A) et D (centre de f) sont alignés. Comme (BC) a pour image (AC’),
F~1(A) est le point d'intersection des droites (AD) et (BC).

Exercice 3. Soit X un espace affine réel de dimension 3 muni d’un repére affine R = (Ao, A1, Az, A3).
On note Ip, I1, Iz et I3 les milieux respectifs des segments [AgA1], [A1As2], [A2A3], [A3A(] et on définit une
application affine f: X — X en posant f(Ag)=1Io, f(A1) =11, f(A2) =12, f(A3)=1I3.

1. Montrer que Ipl1I213 est un parallélogramme.

Solution: en utilisant le théoréme du milieu on trouve que I(TH = %AOAQ et I;ng = %AOAQ. Nous avons
donc Iol; = I3ls, ce qui signifie que [oI11213 est un parallélogramme.



2. Faire un dessin de la configuration et y placer les points f(lo), f(I1), f(I2), f(I3).

Solution: f étant une application affine, le milieu Iy du segmet [ApA;] a pour image f(Ip), milieu du seg-
ment [f(Ao) f(A1)] = [lol1]. De maniére analogue, on voit que f(I1) est le milieu de [I112], f(I2) le milieu
de [I2]3] et enfin f(I3) le milieu de [I3]p)].

3. Quelle est la matrice de f dans la base (A()Al, AOAQ,AoAg) de X7

Solution: par définition de f, f(M) = I(Tfl = lm, f(M) = I(T)Ig f(m,) = I(TI;;, Comme
IOIQ = 1011 + 11]2 et que (theoreme du milieu) 11]2 = 7A1A3 = 7A0A1 + AoAg, on trouve que
f(AoAg) f%A A+ AoAl + A()A3 En utilisant encore le théoréme du m|||eu on a 1013 = 7A1A3,
d’ou f(AoA )= 77A0A1+ A0A3

Dans la base ( OAQ A0A3) de )_f, f a donc pour matrice S:k
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4. Décrire ’ensemble des points fixes de f.

Solution: M est un point fixe de f si et seulement si f(M)= M. Ce qui s'écrit Agf(M)= AoM, ou encore
Aof(Ag) + f(AOM) = AoM . En utilisant la matrice de f trouvée dans la question précédente, si M a
pour coordonnées (z, y, z) dans le repére cartésien R = (Ao, ApAi, ApAa, AoAg), alors M est point fixe de
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f si et seulement si (z, y, z) est solution du systéme linéaire suivant: %a} +%y = y.
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On trouve que ce systéme admet pour seule et unique solution qui est (Z’ e Z)' correspondant aux coor-

données dans le repére R de l'unique point fixe K de f. (K est I'isobarycentre du tétraédre AgA1A2A3).

Exercice 4. Dans un plan affine réel P muni d’un repére cartésien R = (O7 ;, f) on considére les points A,
B, C et D de coordonnées respectives (2,0), (0,1), (—4,0) et (0, —2) dans le repére R. On note I le milieu de
[AB], J le milieu de [C'D].

1. Montrer que les droites (AD) et (BC) sont sécantes en un point E dont on précisera les coordonnées.

Solution: les droites (A D) et (BC) ont pour équations cartésiennes respectives x —y —2=0 et
r — 4y +4=0. On vérifie facilement que ces deux droites ont en commun un et un seul point FE,
de coordonnées (4, 2).

2. Que peut-on dire des droites (AB) et (CD)?

Solution: nous avons ﬁ =927 + ] 67)‘ =47 — 2;. On constate que 675 = 721@‘, donc les droites
(AB) et (CD) sont paralléles.



3. Faire un dessin et y placer les points O, A, B, C, D, E, I, J.
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4. On note h; 'homothétie de centre O qui envoie A sur C' (h1(A) = C), he 'homothétie de centre E qui
envoie C sur B (ho(C)=B). On pose f=hgsohi et g=hyohs.

a)

Quels sont les rapports des homothéties hy et ho?

Solution: nous avons OC = —QO‘A), donc hj est de rapport A1 = —2. De méme, on vérifie facilement
que EB :%EC, donc hg est de rapport %

Déterminer f(A), f(B), g(C), g(D).
En déduire que I est un point fixe de f et J un point fixe de g.

Solution: nous avons par définition de f, f(A) = B. Les droites (AB) et (C'D) étant paralléles, on a
h1(B) = D. Comme hy(C) = B, on en déduit que ho(D) = A. Ainsi, f(A) =B et f(B)=A, ce qui
entraine, f étant une application affine, que le milieu I du segment [A B] est invariant par f. De
maniére analogue on montre que le milieu J du segment [C D] est invariant par g.

Donner une description la plus compléte possible de chacune des applications affines f et g.

Solution: d'aprés les questions a) et b) ci-dessus, f et g sont des homothéties de rapport —1. Ce
sont donc des symétries centrales. f est la symétrie centrale de centre I, g la symétrie centrale de
centre J.




