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Corrigé succinct du devoir-maison n° 2

Exercice (un exemple d’isométrie affine)

X est un espace affine euclidien de dimension 3, muni d’un repére orthonormé R = (O, i,7, E)
Soit f: X — X T'application affine qui & un point M de coordonnées (z, y, z) dans le repére R
associe le point M’ de coordonnées (z',y’, z’) dans le méme repére, tel que:

b oron [T =2y+224+4 —2x+y+224+4 20+2y+2—4

On note f la partie linéaire de f.

— — —

1. Donner la matrice de f dans la base (¢, 7, k) de X

Solution: S ot 2yt _—_
TN r—2Yy+2z- —2x+2y+2z-> r+2y+zp
On a f(O)f(M) = *——=i' + =i

L'application f est définie par (x; +yj +zE)»—> f(O)f(M).

La matrice de f dans la base ( k) de X est donc S* sl 2 2 2

2. Montrer que f est une isométrie.

Solution:
On vérifie facilement que la matrice S calculée dans la question 1 est orthogonale:
100
tSxS=8x1tS=| 010 | Labase (i,f, E) étant orthonormée, cela prouve que f est
0 01
une isométrie.
3. Soit F l’ensemble des points fixes de f (F={M e X/ f(M)=M}).

a) Montrer que F est un plan affine de X.

Solution:
Chercher les points fixes de f revient a résoudre le systéme

x—2y+2z4+4=3z
—2z4+y+2z+4=3y.
20 +2y+2—4=3z2

Ce systéme se réduit a I'unique équation x +y — z —2=0.
Ainsi, M est un point fixe de f si et seulement les coordonnées (z, vy, z) de M
vérifient I'équation =+ y — 2z —2 =0, qui est bien I'équation d'un plan affine.

b) On note P le plan constitué des points fixes de f. Donner une base orthonormée
de P et la compléter ensuite en une base orthonormée de X.

Solution:
D’'aprés la question précédente, un vecteur ¥ = xi + yj + zk de X appartient a P si
et seulement si © +y — 2 =0. Une base orthonormée de P est donnée par exemple par

1 - = 1 = N
\/5(7’ ) €2 \/6(Z J )

Considérant |'équation de P, on voit que le vecteur @ = i + j — k est orthogonal a

(61, 62) ou €1 =

1 - = =
— (4 + 7 — k) pour compléter (e, e3) en une base

V3

P. Il suffit donc de poser ez =

orthonormée de X .



4. Avec les résultats et les notations des questions précédentes, soit B’ = (eq, e, e3) une base
orthonormée de X telle que (eq, e2) est une base orthonormée de P.

a)

Sachant que l'application f considérée ici est une isométrie, que f(el) = e et
f(eg) = e, que vaut f(eg)? (On ne demande pas d'expliciter les vecteurs eq, e, €3).
Donner la matrice de f dans la base B’ = (eq, ea, €3) de X.

Solution:
D'aprés la matrice S de f dans la base (i, j, k), calculée dans la question 1, on a

f #Idg. On en déduit que f étant une isométrie et vérifiant f(el) =ey, f(eg) = e9,

on doit avoir f(es) = — es. La matrice de f dans la base B/ = (e1, e, €3) de X est
10 0

donc S’=( 01 0
00 —1

Choisir un point O’ dans P. Dans le nouveau repére R’ = (O’, e1, ea, €3), on note
(21, T2, z3) les coordonnées d’un point M de X et (z1, x4, z3) celles de M’ = f(M).
Donner (1,25, 25) en fonction de (x1, x2, 73).

Solution:
Rappelons que P a pour équation z + y — z — 2 = 0. Nous pouvons prendre par
exemple pour O’, le point de coordonnées (1, 1, 0). Comme f(O') = O’, On a

FONFM)=0"F(M)= F(O'M).

Sachant que O’'M = x1e1 4 x2e2 + x3e3 et tenant compte de la question 4a) ci-dessus,

on obtient O’ f(M) = z1e1 + T2ea — x3e3. Ainsi (x1, T, x5) = (21, T2, — T3).

(hors baréme) Soient «, [ et «y trois nombres réels.
On pose U = aeq + fea + yes et on note t7 la translation de vecteur ¥ (t7: X — X).

i. Montrer que ¢z et f commutent (tzo f= fotz) si et seulement si yv=0.

Solution:

D'apres la question précédente, si M a pour coordonnées (z1, za, x3) dans le
repére R'=(0’, ey, ez, e3), alors M’ = (tzo f)(M) a pour coordonnées
(r1+a,20+ B, —x3+7) et M"=(foty)(M) a pour coordonnées

(r1 + a, 22 + B, — x3 — 7) dans le méme repére. On en déduit que t3 et f
commutent si et seulement si on a y= — 7, c'est-a-dire v=0.

ii. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (o, (3, ) pour que
I’ensemble des points fixes de tz o f soit non vide.

Solution:

Nous savons que si M a pour coordonnées (x1, x2, x3) dans le repére R’, alors
M’ = (tz o f)(M) a pour coordonnées (x1 + «,x2+ 3, — x3+ 7) dans le méme
repére. Une condition nécessaire et suffisante pour que f admette au moins un
point fixe est que a=0 et 3=0.

Dans le cas ou cette condition "o = 0 et § = 0" est remplie, |'ensemble des
points fixes de f est le plan affine d'équation T3=-




