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Exercice 1. (6 points)
On considére la fonction réelle f définie par la formule f(x)=1In(5— z?).

2)
b)

c)

Le domaine de définition de f est un intervalle D de R. Quel est cet intervalle?
Calculer la dérivée de f sur son domaine de définition D.

On Consi(Qiére sur 'intervalle [0, 2], la fonction g définie par la formule
9(0) =< fo + 22— ze” + 10.

Aprés avoir vérifié que [0, 2] est contenu dans 'intervalle D, calculer I'intégrale

i/02 g(z)dx.

Solution:

a)

b)
c)

f(x) est bien définie si et seulement si 5 — 22> 0. Ce qui signifie (v/5 —z)(v/5 +2) > 0. On
en déduit facilement que le domaine de définition de f est I'intervalle D = } —/5, \/5[

f est dérivable sur D et on a, f'(7) S
5— a2

2

La2fonction T — x® — xe® 4+ 10 étant définie sur R, tout entier, on voit que |'expression
x

2 + 22 — xe® + 10 est définie sur D' =R\ { -5, \/3} D est évidemment contenu

dans D’ et I'intervalle [0, 2] est contenu dans D car — /5 <0<2<+/5.
D’aprés la question b), la fonction . —

5_z2 admet — f(z) pour primitive, sur l'intervalle [0, 2].
-z

. 1 . .
Comme la fonction = +— 22 + 10 admet x — ggz:?’ + 10z pour primitive, il ne nous reste plus

qu’a trouver une primitive de la fonction z+ xe®.
En utilisant la technique d'intégration par parties ol on a posé u'(x) =e”, v(x) ==, de sorte que

u(z)=e" et v'(z)=1,0na /xezdxzxem - /ezdxzxem — e+ X (o X est une constante

réelle quelconque). Nous avons donc finalement
2 2
/ g(z)dx = [ —In(5—2?) + %zs —zet+e"+ 10x] = (% —e2+20) +1n(5) — 1.
0 0

N 65 9
Conclusion: i = g(x)dx:?+1n(5) —e.
0




Exercice 2. (6 points)
Sur lintervalle [0, 1] on considére les deux fonctions réelles f et g définies par les formules

2
fla)=1+—~7et gz)=3~-z i
-+
Mont ’ — == <
a) Montrer qu’on a g(x) — f(x) po)
En déduire que pour tout z € [0,1] on a f(z) < g(x).
1 1
b) Calculer les intégrales i; :/ f(z)dx et iz = g(x)dx.
0 0
c¢) Déduire des questions a) et b) que In(2) < %
Solution:
a) Onag(r)— f(x)=3—az—(1+ L) =2—x— L Une simple mise au méme dénomi-
rz+1 z+1
—z2+z -
nateur donne g(z) — f(z) = T Comme z parcourt l'intervalle [0, 1], on a z + 1 >0,
x

donc I'expression a méme signe que le trinbme — 22 4+ z. Or le trinbme — 22 4+ z

+1
qui admet 0 et 1 pour racines est positif ou nul sur [0,1]. On a donc g(x) — f(z) >0, ce qui
signifie f(z) < g(x) (sur I'intervalle [0,1]).

1
b) Onailz/ (14
0

c) D’apreés la question a), nous savons que f <g.

1
Jdx = [z + 2n(z + 1)]1 =1+ 2In(2) et ip = [3:c - %xﬂ :g.
0

r+1

Nous en déduisons i; <ig, c'est-a-dire 14 2In(2) < =, ou encore 2In(2) <

no| ot
no| W

D’ou finalement I'inégalité In(2) < %

Exercice 3. (3 points)
1

+o00o
. —=t
Etudier la convergence de 'intégrale impropre 1 = / 250e 57dt.
0

b 1

1
Solution: Pour b € |0, + oo, posons i(b) = / 250e 5'dt. ¢+ e ' admettant pour primitive

1

1,71b 1
t——5e 5, nous avons facilement ¢(b) = — 1250[67?}0 —=1250(1 — e~ 3.
S 1
Par définition, / 250e 5'dt=lim 4(b). Or lim i(b)=1250.

0 b—s 400 b—s 400
Notre intégrale impropre converge donc vers 1250.




Exercice 4. (5 points)
Dans le plan R? muni d’un repére orthonormé, on considére le triangle A défini par
A={(z,y)eR?*/0<z <1, 0<y<2z}.

a) Dessiner le triangle A.

b) On considére sur A la fonction f définie par f(z, y) = e” + y. Calculer I'intégrale double
I:// f(z,y)dxdy.
A

c) On considére a présent le rectangle R de R? défini par
R={(z,y)eR?*/0<z<1, 0<y<2}.

Calculer I'intégrale double J = / / (e” + y)dxdy.
R

/

Solution:

a)

Delta

Dessin du triangle A.

1 2z
b) Par le théoréme de Fubini on a I:/ / (e + y)dy |dx.
0 0

2x 2x
x €10, 1] étant fixé, on a I(x) = / (e + y)dy = [emy + %yﬂ =2ze® + 222
0 0

1 1
On a donc I:/ (2ze” 4 22?)dx =2| ze® e — :2(1+ 1) _8
0 371,773 3
1 2
c) On utilise encore le théoréme de Fubini pour avoir J:/ / (e” 4+ y)dy |dx.
o | Jo

2 2
x € [0, 1] étant fixé, on a I(m):/ (e + y)dy = [emy—i—%yﬂ =2e% 4 2.
0

1 0
On a donc J:/ (2ex+2)dx:2[e“+z]é:26.
0




