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Mathématiques pour la Biologie (semestre 2) : Feuille-réponses du TD 3
Modéle dynamique pour deux espéces en compétition

Cette feuille-réponses est prévue pour une séance compléte (2 heures environs).

v Le systeme de Lotka-Volterra nous a permis de modeliser la dynamique de deux populations présentant
une relation de type proies-prédateurs. Nous allons & présent modéliser la, dynamique de deuzx populations
en compétition, par exemple parce qu’elles partagent la méme nourriture ou le méme territoire. Notre

objectif est d’étudier les possibilités de coexistence de ces deux populations. On choisit de faire les
hypothéses suivantes :

— En Pabsence de Pautre espéce, chacune des deux especes suit un modele logistique (z'(t) = (a; —
Bra(t))z(t) et v (t) = (a2 — Bay(t))y(2)).
— le taux de mortalité supplémentaire pour chacune des especes dil & la présence de P’autre espéce est

proportionnel a la fois & la taille de 'une et de 1'autre des deux populations (et donc proportionel
a leur produit).
Sous ces hypothases, le systéme peut s’écrire :

{ () = (o1 — Brz(t) — m2y(t))z(t) (1)
Y(t) = (as— Boy(t) — ya12(t))y(t)

ou les constantes a1, ag, B1, B2, 12, €t Y21 sont supposées positives.
Exercice 1. : On écrit aussi parfois ce type de modele dynamique sous la forme

{ 2'(t) = rat)(l - Z2) — yaz(t)y(t)
Y(t) = )l - 32) — ymz)y(t)

Indiquer le sens des 6 coefficients, 71, Kj, ... et donner leur expression en fonction des coefficients du
systeme (4)
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Exercice 2. : L’exemple suivant de dynamique de deux populations en compétition illustre ce que
'on appelle le principe d’exclusion compétitive. Voici son systéme différentiel et,plus bas, son champs de

vecteurs :
{ z'(t) (1- x(t)— sy()z(¢) 3)
y'(t) (- :v(t) Y@y (2)

1. Calculer les coordonnées (z’,y’) du vecteur de ce champs de vecteurs situé au point
1/2,y = 1) et vérifier sa direction sur la figure. Méme question pour celui du point

3/2,y = 1/2). N udl' A
w

\ | axvinovion 4m 1-sspese 2 .)C @ 4o - '&SDC Q_ ) \ A~ 0)9,4

It

&

Vi [

S

IAREE R Y AN ... A

I—=NV LV IR, 2
HEE 111777

L 2ANNN Y Lidliy

AT Mﬁ)
Y “~€P ; -3

Lo

e B ~(A-2 A 045
il +/’-aﬁJ—+=-\.\_.\-.L \_%j / _¢

) B N N, Yavs

N RN b\, vl

7y, e Y {_/

P et 7

%(‘ A- % {?5 --._.._-03'+5

Remauguons pus b Poudf A e ste swt k&o(ﬁwu;
“Q\Wao—rdrcdﬂ (WW 8(:;0 >

2. Calculer les équations de deux droites qui sont les isoclines verticales du systéme (3)(en résolvant
l’equatlon z' =0). o)
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3. Méme question pour les deux isoclines horizontales. =90
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4. Combien le systeme 3) a—t—ll de points d’équilibres? Calculer leurs coordonnées.
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5. Dans le plan (z,y), tracer les isoclines du systeme, repérer les points d’équilibres et indiquer dans
chaque région (et sur les isoclines) les flsches donnant I’allure du champs de vecteurs. Puis en
déduire Pallure approximatives de quelques trajectoires que ’on tracera sur le dessin.

6. Que pensez-vous de 'évolution, selon ce modele, des deux populations? Vont-elles coexister ou I'une

d’elles va-t-elle disparaitre? Expliquer. :
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7. Tracer approximativement les deux graphes des composantes z(t) et y(t) de la solution de (3) issue
du point A (question 1).
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Exercice 3. : On étudie & présent la compétition entre deux populations de scorpions du désert, noirs
et rouges respectivement, qui se nourissent de la méme ressource et que I'on modélise par un systéme de
type suivant :
{ z'(t) = 0,1z(t)(3 — 0,06z (t) — 0,02y(t)) @)
y'() = 0,1y(t)(1~-0,01z(t) —0,02y())
1. Précisez quel est le taux de croissance intrinséque r et la capacité biotique K de la population

de scorpions noirs z(t) lorsque lautre population y(t) est absente. On pourra pour cela mettre
Péquation sous la forme z’ = rz(1 — %)-.
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2. Préciser quelle est, dans ce cas, le comportement de la population de scorpions noirs (en esquissant
Pallure du graphe de z(t)) lorsque l'on a z(0) = 20. Méme question lorsque z(0) = 50.




3. On suppose & présent que les deux populations cohabitent. Si la population initiale des scorpions

rouges est 25 et celle de scorpions noirs 60, décrire, & Paide d’une étude qualitative, I’évolution de
chacune des deux populations selon ce modéle.
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: Le tracé suivant repésente un autre champs de vecteurs associé & un autre systeme de

deux espéces en compétition. Que pensez-vous de la coexistence de ces deux populations (discuter selon
les conditions initiales ?
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Exercice 4.

coexistence improbable: extinction de 1‘une des deux especes
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