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Introduction:

Le but du travail est d'étudier les correspondarsiedles existent, entre les catégories finies
ordonnées d'ordre n et I'ensemble des matricesscde tailles n.

Etant donné deux objets distincts ou nofy ; X ;, d' une catégorie finie ordonnfe
Soitg;=| A (X,,X,) |le nombre des morphismes ¥e versX ,, évidement () définie

une matrice carréWl, alors on a une seule matrice associé®. a

D'autre part si on a une matrice carrée de tajlten va discuter les conditions sur les
coefficients de la matrice pour trouver les catéggoqui lui sont associées.
En générale, il n'est pas nécessaire que legar&s existent, par exemple la matrice

1
pas et les matrices qui marchent avec leurs cagsgassocies.

2 2 L - , . . .
[ 1 n'a aucune catégorie associé, on essaye defielales matrices qui ne marchent

On a démontré dans le plan quelque lemme et coeopaur faciliter le probleme, par
exemple une matrice et son transposé ont le méhecétplus une matrice et son symétrie,
c.a.d sa conjuguée par un €lément du groupe sypuétri ont le méme état, et si une matrice
est telle que il existe une sous matrice qui nechr@pas alors la matrice principale ne marche
pas. Par "'méme état" on veut dire que si I'une neaators I'autre marche et inversement, en
plus si elle marche alors les deux ensembles dégarées sont isomorphes.

Finalement on peut définir une catégorie a pdhtine matrice carré dans certains exemples,
ca c'est tres important car la définition d'uagégorie est un peu complexe, on méme temps
on va étudier l'influence des propriétés matrieebur les catégories.

Voici quelques-uns des resultats.

PourM = (2), Cat (M)= Cat*(M) U Cat'(M).



PourM = (3), Cat (M)=cat,(M)u Cat(M, z/3z)u cat, (M) Ucat;
(M) U cat? (M)U cat? (M) ucat? (M).

Soit (I\/I):((l) {3 et 21 alorsCat (M)= {A catégorieOb (A)={x,, X, } et
A x)={1h AKX ) =t f o fh AKX, X)) =¢,

AX,,X,)= {1XZ }}.et toutes les catégories associes sont isomorpaeks foncteur
abstrait.

SoitM= (i tl)]tel que Xas<b,alorsCat (M) =¢.

1 1. 1
o1.. ..1
- . . . D
soitM=|: o . ... i|telque I , onaCat (M) #¢ pour tout n>0.
00 .. 01
nnn n
' . . . 2 2
La matriceM=|3 3 3 ... 3|ne marche pas pour tout n>2, car la maﬂ]&ls«%l 1] est
2 2 2 ... 2
111 .. 1

un sous matrice dl .

Ce mémoire rapproche la théorie et la logique quati

Définition :
Une semi catégorid\ consiste en une classe d’objet, une classe dgshisores et une loi de
composition de morphismessatisfaisant les axiomes suivants

. A tout morphismé A correspond une paire d'objets Aeappeléssource (f)et
but (f). On note source (f) - but (f).

« Pour toute pair d'objetX, YO A, les morphismeX - Y forment un ensemble



appelélom(X,Y)=A (X,Y).

« Pour toute paire de morphisnfegA, la compositionf, g est définie si
source (f) =but(g).

» La composition est associativef og) o h=f o (go h) pour tout morphismes
f.9,hUA tels qud o get g o hsont définis
Une semi catégorie est appelée catégorie si ensplisfaite le propriété suivant:
« Pour tout objeK 1 A, il existe u morphismil , : X - X tel que pour tout, gLA
avect: XY, gY-Zona:
foidy, =fetidyog=g.
id , est appelé morphisme identité et notéed , parl, .

Par la suite, on notera souvent la composition dghsmesf o g de maniere simplifiée
commefg.

La classe des objets est no@@® (A) et la classe des morphismes notédviorphe(A).
Remarque:

A (X, Y) est I'ensemble des morphisnfeX - Y, A (X, Y)= {f: X - Y}.
Si X=Y alorsA (X, Y) = A (X, X) est I'ensemble des endomorphisme¥d plus notée
par End(X)= A (X,X) .

Exemples:

(a) On appellé€Ens la catégorie dont les objets sont les ensemblies @horphismes sont les
applications ensemblistes avec la composisurelle.

(b) La catégorielop dont les objets sont les espaces topologiquemreties morphismes
sont les applications continues avec la caipn usuelle .

(c) La catégorieGp dont les objets sont les groupes, et dont les inires sont les
morphismes de groupes avec la compositioaliesu

(d) On se donne un ensemlfdanuni d'une relation réflexive et transiLRa et on définit la
La catégorie associée ainsi :
» objets : les éléments de I'ensemble ;

« fleches : pour tous objetsetf, il existe une fleche devers f si et seulement s if
et pas de fleche sinon ;
e composition : la composée de deux fleche est Ik $l&che qui réunit les deux
extrémités (la relation est transitive !) ; l'idéétest la seule fleche qui relie un objet
a lui-méme (la relation est réflexive !).
En particulierE ensemble ordonné& (<) est un catégorie dont les objets sont les
éléments d& et pour tout i, 1, il y a un uniqgue morphisme-i j sii<j et
aucun sinon avec la composition usuelle
(e) La catégorieCat dont les objets sont les catégories, et dont mphismes sont les
foncteur, avec la composition usuelle.
(f) Pour tout anneau commuta®f la catégorieMod , dont les objets sont Ié&&modules
et dont les morphismes sont les morphisméds-ah®dules,avec la composition usuelle.
(9) Esp « ('ensemble d&K-espces vectorielsgatégorie donles objets sont lds-espces
Vectoriels,et dont les morphismes sont les applications Ireégavec la composition
usuelle.



(h) Inj semi catégorie dont les objets sont les ensembles morphismes sont les injections
ensemblistes sauf les applications idenf@eke composition usuelle.

Définition :

On dit qu'un morphisme d&, f: X — Y est un isomorphism&il existe un morphismg:
Y - X dansA tel quefg=id, et gf=id , .gest alors noté™.

Si f est un isomorphisme, on dira aussi §jest inversible et que son inverse &st.
Clairementf "est aussi unique et inversible et son invers¢ €9t =f. S'il existe un

isomorphismé : X — Y entre deux objets d8, nous dirons que ces objets sont isomorphes
et nous noterons =Y.

Définition :
Soit une catégori .La catégorie opposéeAr,notéeA *® est la catégorie formée des
mémes objets qul mais des morphismes « opposés »définis commepsuit toutX |
YOA.

AP X, Y)= A(Y, X)

fP: XY =f: Y X,

Définition :

Une sous-catégorB d’une catégorid) est une catégorie qui a la propriété

que tout objeX [ B est aussi un objet d& et que tout morphisme daBsest aussi
morphisme dé c. 4 .dOb(B) U Ob(A) et Morphe(B) 0 Morphe(A) et

OnnotédB 0 A.
On dit que la sous-catégorie est plein si :

0 X, YoB, B(X, Y)=A(X, Y).
Exemples:
(a) Ens, la catégorie dont I'objet est les ensembles etlephismes sont les applications

ensemblistes bijectives,aloEns, sous-catégori&ns ,doncEns, O Ens.

(b) Ab la catégorie dont les objets sont les groupeseailiet dont les morphismes sont les
morphismes de groupes .onfb [0 Gp.

(c) Esp/ (K-espces vectorielsle dimensiorfinis) on aEsp, [ Esp , .

Définition :
Soient deux catégoriéd etB .Un foncteur covarianl de A versB, notée
T: A - B, consiste en deux applications ensemblitesées égalemerit) :

1. Une application qui associe & tout obje A un objet T (X) 0 B.
2. Une application qui associe & tout morphisfigA, f :X — Y un morphisme

T {) uB delaformel (f) : T(x) - T(Y).

Ces deux applications satisfaisant les axiomes :



« T (id,)=id ;, pour toutobjeXd A.

« T (fg)=T (f) T (g). Pour tout morphisme$ gLIA tels quefg est défini.
Par la suite, nous dirons simpleméaricteur pour foncteur covariant.

Définition :

Un foncteurT: A - B est fidéle (plein, pleinement fidéle), si pour toatY 1Ob (A)
l'application T: A (X, Y) -~ B (T(X), T(Y)) est injective (surjective, bijective).
Exemples:

(a) Inclusions de catégories La catégadkle est incluse dans la catégo@e.Le foncteur
d’inclusion | :Ab - Gp est injectif sur les objets et pleinement fidelelss
morphismes.
(b) Foncteurs-oubli.L'oubli d’'une partie de la struewtéfinit un foncteur, souvent noté U
ainsi, on a des foncteurs —oul#lb . Ens ,méme qué&p - EnsetTop - Ens.
La foncteurs-oubli est fideles.

Définition :
Un foncteurT: A - B est essentiellement surjective, si pour tdit Ob (B)
alors existe un objex UOD (A), tel queY = T(X) .

Lemme :
Tout foncteurl . A — B préserve les isomorphismes, i.ef sist un isomorphisme d&
alorsT (f) est unisomorphisme @ etT (f%)=T (f) .

Définition :
Un morphismd: X — Y d’une catégorié\ est un monomorphisme si pour tout deux
morphismes,, h,:Z - X deA telsquefh =fh,,onah =h, .

Un morphismd: X — Y d’une catégorié\ est un épi morphisme si pour tout deux
morphismes ,h,:Y - Z deA tels quen f=h,f alorsh =h, .

Lemme :

Soientf etg deux morphismes composables.

(a) Sif etg sont des monomorphismes, alors de mgme

(b) Sigf est un monomorphisme, aldrest un monomorphisme.
(c) Sif etgsont des épi morphismes, alors de méme

(d) Sigf est un épi morphisme, alagsest un épi morphisme.

Définition :
Une catégorie est equilibrée si les isomorphisrmasles morphismes qui sont a la fois
mono épi(monomorphismes et épi morphismes).



Exemples:
» La catégorie des ensembles est équilibrée ;en,kffetmonomorphismes
(resp.épimorphismes)sont précisémerdpglication injectives (resp.surjectives),
et les isomorphismes sont précisénesrapplications bijectives.

» Les foncteurs-oubli préservent les monomorphismess ils ne préservent pas en
général les épimorphismes.

+ La catégorie des anneaux n’est pas équilibréacllision Z - Q est a la fois
mono-épi damnn (catégorie des anneaux3ans étre un isomorphisme.

Définition :

Une catégoriéA est petite si ses objets forment un ensemble.

Elle est finie s’il y a un nombre fini de morphissn@t donc d’objets).

SiA est finie, on notéé Ob (A)| =N le nombre d'objets dA\, aussi sX, Ydeux

objets dan#\, on notéd A (X, Y) |le nombre des morphismes ¥eversY. une catégorie
finie ordonnée est un couple

Remarque :

Chaque catégorie finie représente par un chemisxmnple la catégorie dont les objets
sont deux ensembldég B et les morphismes sont les identités et une agifwit deA versB,
le chemin de cette catégorie est :

1 1
*A L, B

Définition :
SiA, B sont deux catégorie, la catégorie prodfitx B est la catégorie dont les objets sont

les couple{X, Y) avec XUA etY B et les morphismes sont les couples de morphisme .
La composition est définie de maniére évidente.

Définition :
Soient deux catégoridd et B, on dit queA équivalence 8, s'il existe un foncteur
T: A - B vérifie les deux propriété suivant :

1.le foncteur T: A - B est pleinement fidéle.
2.le foncteur T: A _ B est essentiellement surjective.
Si A équivalence 8 on noteA L B

Proposition :

E est dit fini s'il existe ] N entier naturel, &1 et une bijectiond :{1,2....7 - E.
Exemple:

Z/3Z={0, 1,2 groupe finie alors il y a une bijectiod 2{1, 2,@ - ZI3Z.



Lemme :
A\ est une catégorie finie, alors existe une bijection

60:{1,2....N ~Ob(A).
qio(i)=x,

D’aprés le lemme précédedtest bijective, On a1X LA Ci UN tel qued (i)=X,,
on noted (i)=X=X,, alors Ob (A)={X, X,...X}.
Dans ce cas on note,a| A (X,, X ) | évidente a, =0.
Une catégorie finie ordonnée est un coufle ) ou A est une catégorie finie 8tbijective
tel qued {1 ,2....N} - A.
Soit =, le groupe symétrique de I'ensemfg ,2....N}.
Sio Uz, etsi A, 0) une catégorie finie ordonnée alof,(0- o) est une catégorie finie
ordonnée avec i (00 ) (i)=X
Remarque:
A est une catégorie fini d’ordre N, dans le cas cgi1Non dit queA estMonoide , ¢ . .d

Ob (A)= {x} etMorph (A)=End (X)= A (X, X).

Si A est une semi catégorie d'ordre 1 alors on ditdyest semi monoide.

Définition :
Soit A est une catégorie fini d'ordre N, alof®b (A)= {X] Xy, XN} et
a;=| A (X;,X,) |evident a; >0 Oi,j U{1, 2....N}.

Une matrice associe a la catégdeest la matrice définie par jFa; , on note cette
matrice paM , [ M o acoefficientsdandy.

A By e e e By

a21 a22

M,= tel quea,  ON 0i,j 0{1 ,2....N}.

Ay Buy e e e By

Remarque:

M , existe toujours et unique.

Exemples:

(a) Soit A estMonoide d’ordre N=1,0b (A)= {x} etMorphe (A)=A (x, X)
={f,.f,,f,}, alors ,=3 doncM ,= (3).

(b) Soit D% est une catégorie fini d'ordre NOb (A)= {X,,X,,.....X } ou



X,={1,2,....,} 01<i <N, dont les morphismes sont les bijections avec la
composition useulle.

Les morphismes sont:

onaA (X, x,) ={c}, A (X, X,)=¢ , A (X,,x,)={0?,0%}

en va remarque qu¥ (xi,xj):{ ¢ Ifj . c.a.dsi*jalors
{0,,0,,....0} i=]

|A(X;,X,)|=0,et|A(Xn,Xn) |=nt.

r o ... ... O

o2 0 ... 0
SoitM ,=|: 0 "-. 0  |lamatrice associée a la catégddd’ .

o . 0
0 O 0 N!

Définition :
Soit M= (aij) tels que ki, j <n matrice carrée, on appelle transposée de médide

t
matrice M= (a, ) tels que Xi, j<n.

Exemple:
1 2 3 4 15 9 13
5 6 7 8 t 2 6 10 14
SoitM= alors M = .
9 10 11 12 3 7 11 15
13 14 15 16 4 8 12 16
Définition :

SoitM= (aij) tels que ki, j<n matrice carrée, et sdjtJ deux sous-ensembles dans
{1,23,..., N}, alors la matrice (a; ) ; 1+, €St une sous matrice 84, on note cette matrice

parM | ;.

Remarque :
En pratique, une sous matrice est obtenue en so@ptiun certain nombre de lignes et
colonnes.

Exemples:
221
« SoitM= |1 2 1 ,(2 :J=|\/||’J,Ol]l={1,2}et\]= {2,3}.
001

((1) a: M, oul= {23t etd= {1.2}.



Lemme :
Soit A est une catégorie fini d’ordre N, et st matrice associé a la catégofe alors

t

M est lamatrice associe & la catégofe™ dual deA.

Preuve :

Soit A est une catégorie fini d'ordre N, alof®b (A)= {X] Xy X N} et

M= (a,)avec g =| A (X,,X,) |, soitM' une matrice associéA®, M' = (b;) tels

queb=|A®(X,.X,) |=|A X, X,) |=a,,doncM' =M

jir

Proposition :
Soit A est une catégorie fini d’ordre N, sd une sous-catégorie plein d&,
M matrice associé a la catégofle M' matrice associé a la catégdde

alors M' est sous matrice d¥l.
Preuve :

SoitM= (a; ) si A est une catégorie fini d'ordre Qb (A)= {X, ,X,..., X} avec
a,=|A (X,,X,) | etB une sous-catégorie plein d& alors il existe ID{1,2,..., N},I:

{i1 Vi, ik} etOb (B)= {Xil ,Xiz...,xik}, soit T: A — B un foncteur est
pleinement fidele &f (X, , X, ) 0 Ob (B)* Ob (B),
|B(Xii’xie) |: |A(Xii’xie) |:a

1. alorsM" est une sous matrice &4 .
Définition :
SoitA et B deux catégories finis ordonnées d’ordre N, omdéA et B sont isomorphe
s'il existe un foncteud . A - B vérifie les deux propriété suivant :

1. lefoncteur T: A - B est pleinement fidéle.

2. lapplicationT: Ob (A) - Ob (B) est bijective.
Si A etB sontisomorphe on no# =B.
Evidemment sA =B alorsM ,= M , .

Définition :
SoitM = (a,;)Junmatrice carré nx n acoefficientsdans ¥ |, on dit A catégorie associé a
M est une catégorie finie ordonnée d'ordre il X, , X, U Ob (A)
= |A (X, .x,) |=a, .
Exemples:
1 2
SoitM :(O 1] et soitA catégorie finie ordonnée d'ordre 2 tel q@b (A)= {Xx,, X, }



AX,x)={1,}LA X, x,)={1,}etA(X,,X,)={f.g}, A(X,,X,)=¢ alors A
catégorie associéM car |A (X, ,X,) |=a; Oi,j 0{1,2}.

1, f,g 1,

TX, X,

Remarque :

Soit M= (a; ) tel quea, , UN 0i, j {1 ,2...N}, alors siA, B deux catégories
isomorphe, e [ Cat (M) alorsBu Cat (M), si on choix l'ordre des objets
convenablement ‘facile & démontrer'.

Définition :

SoitA catégorie d’ordre fini d’ordre N, On dit qé® est squelettiques Xi, Y deux objets

sont isomorphes alors X=Y.

Corollaire :
Deux catégoried\ et B qui sont squelettiques et équivalences, ont laendatrice i.e.

M,=M, .
Définition :
SoitM = (& ;)unmatrice carré nx n acoefficientsdans ¥ , On note

Cat (M)={A catégorie finie ordonnée d'ordre A\ catégorie associéM }, alors
Cat (M) #¢ ou non.

Exemples:

10
SoitM = 0 1], Cat (I\/l) # ¢ car la catégorie dont les objets sont densembles A,B

et les morphismes sont les identités sont degaaés associées(¥l .

1 2 3 4
an—10 2 0 - R . , —
SoitM = 0 11 3y aCat (M) =¢ apres la démonstration au€sat (0) =¢
0 0 9 10
Remarque:

SiM = (a,;) unmatrice carré nx n acoefficientsdans ¥ |, alors peut-étre

|Cat (M) | =o.

10



Constructions des monoides.

1. si A est semi monoide avec n morphismes afvtsd est une monoide a n+1
morphismes, en rajoutant formellement l'identitéeAtion, siA est un monoide alors
l'identité dandA+id est différent de I'ancien identité fe

2. si A est monoide avec n morphismes alrs Oest monoide avec n+1 morphismes.
On rajoute formellement un élémentavec fo 0)= (0 )= 0 pour tout f

morphisme danf\+ O . Ici l'identité deA+ O est la méme que l'identité e

3. SiX est un ensemble fini on définit un semi mongicdem(X) dont I'ensemble des
morphismes consiste les élémentsXiet (xeo y)=x.

4. SiX est un ensemble fini on définit un semi monaldm(X) dont I'ensemble des
morphismes consiste les élémentsXiet (xoy)=y.

5. SiX est un ensemble fini di] X on définit un semi monoidee(X, d) dont
I'ensemble des morphismes consiste les élémenks etg(x- y)=d.

6. si G est un groupe fini par exem@énZ alorsG est un monoide.

Exemples:
o ¢=prem(¢)=dern(¢) est l'uniqgue semi monoide sans aucun morphisme

* (1) =¢+id =¢ +Oest l'unique monoide avec un seul morphisme

« Ci-dessous pour le cd¥l = (2),o0f2=1, Catl(M) consiste des monoides
isomorphes au group&2Z .

« Ci-dessous pour le cd¥l = (2), ouf2=f, Cat' (|\/|) consiste des monoides

isomorphes 1) +0 (avecf= D) ou a(1) +id (avecfl1(1)) .On appellera
ce monoideroj (2) puisquef est un projecteur.

On va discuter les catégories associél$.a

Monoides a 1 morphismes.

SoitM =(1), soitA , catégorie associéM alors cette catégorie ordonnée d'ordre 1 et les

morphismes seulement lidentité Sa0 (A, )= {x} etA (X, X)= {1, } son chemin est:
1X
X

Alors Cat (M) = {AX catégorie tel queOb (A, )= {x} et A (X, X)= {1X}}, alors
A, =A, pourtoutA,, A, Cat (M).

Monoides a 2 morphismes.

11



SoitM =(2), soit A associé M alors cette catégorie ordonnée d'ordre 1 et lephigmes
seulement l'dentité¢ so®b (A)={x} et A (X, X)= {1,f} son chemin est:

Comme la catégorie est monoide Le tableau de foposition est donné par deux cases :

L x [ x | X |
Alors il y a un seul chemin c.a.d :
f f
X Lo X

Alors il y a deux discussions surflé:

1. f?=1.

2. 2 =f,
Le tableau de l'associativité est donné par trases :

X X X X

Comme la catégorie est monoide alors il y a un csernin:

f f

X »X »X —»X

Donc il y a un seul équation associative:gétf) of =f o(fof) c.a.df *f =ff?

Pour f2=1, la matriceM est marche car I'équation associative est varefen:
On @ of) of =1o f=f etfo(fof) =fo1=f.

Soit Cat*(M)= {Ies monoides & deux morphisn{dsf} et aussf? =1}, on remarque i
A etB deux catégories dafsat!(M) alorsA = B cette isomorphisme est donné par la

foncteurT: A — B ave©ODb (A)= {X .} etA (X, X, )={1,.f.}
Xa - T (X3)=Xg Ob (B)= {xe} etA(Xy,Xs)={1,.fc}
1, -1,
f- T D=1,

Onal (fZA )= T (lA)le:sz =T (fa) T (fa)

Soit Cat’ (M) = {Ies monoides & deux morphisn{dsf} et aussf? :f}, on remarque i

A etB deux catégories dasat (M) alorsA = B cette isomorphisme est donné par la

Foncteur T: A_____, B ave©Ob (A)= {X .} etA (X, X, )={1,.f.}
Xa— T (Xp)=Xg Ob (B)={X.} etA(Xy,Xg)={1s,fs}
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1A - 1B

fa— T (fa)=fg
OnaT (fa)= T (fo)=fs=f3 =T (fa) T (fa)
FinalemenCat (M)= Cat*(M) U Cat’(M).

Monoides a 3 morphismes.

Soit M =(3), soit A catégorie associ¢Ml alors cette catégorie ordonnée d'ordre 1 et soit

Ob (A)={x} et A (X, X)= {1.f, g} son ghemin est:
f

Comme la catégorie est monoide le tableau de foposition est donné par deux cases :
Lo x [ x | X |

Alors il y a un seul chemin :

., fg f.g
X X X

On donné le discutions par le tableau suivant:
) f g
f 1,f,9g |1,f g

g 1,f,9 |1,f, 9

Il'y a 4 formules pour la loi de compositionles formules sont :
f o) fg  of
1,f,g | 1,f,g | 1,f,g| 1,f g

Donc il y a 81 cas pour les discutions.
Mais pour les équations de I'associativité comnuatégorie est monoide alors un seul
Chemin définie par:

.g f.g f.g

X L€ P N———»X

Alors les équations associatives sont:
(fof) of=f o(fof)
(9°9) °9=g °(g°9)
(fog) of=f o(gof).
(fof) o g=f o (fo g).
(fe g) o g=f = (go Q).
(9o f) e g=g o (fo Q).
(go f) o f=g o (fo f).

NookwNE
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8. (g0 9) » f=g ° (g° f).
En va étudier les cas para port aux 3 cas dé f
1. Pourf?=1:
Sigf=1 pas de catégorie cgf=1 = gf? =f = g=f impossible(f # g).
Si gf=f pas decatégorie camgf=f = gf*=f > =1=gimpossible(g# 1).
Sgf=galors il y a quelque cas sgf:
Pourg® =1 pas de catégorie cgf=g= f=g*f=g*=1impossible(f # 1).
Pourg® =f pas de catégorie carg?f=g2=f impossible(f z 1).
Pourg®=g il y a 3cas sufy:
a. fg=1pas de catégorie cgr (fg) g=fg* =fg=1 impossible(g# 1).
b. fgfgmatrice est marche car toutes les équationsiasise
somarchent ,il s'agit &/2Z +0.
c. fg=f pas de catégorie cgrf? g= f(fg)=f>=1 impossible(gz 1).
Soitcatl(l\/l) :{A catégorie monoide a 3 morphisn{asf,g}tel quef ? =letfg=gf=g° =g}.
SiA, B deux catégories daat, (M) ,alorsA =B Iisomorphisme est définie par la
foncteur suivant:

T-A___,B ave©Db (A)={Xx,}etA (X,,X,)={1,.f,.0.}
Xp = T(Xp)=Xg Ob (B)= {xo} etA (X5, Xs)={Ls.5.90}
1, -1,

faa— T (fa9a)=15.95
On al estisomorphisme c.a.A=B.
2. Pourf?=g:
Sigf=1=g*=gf*=f.

Poug=1la matrice est marche il s'agit du grouji8Z.

Pourfg=g pas de catégorie cgr (gf) g=g (fg)=¢ =f impossible(f # g).

Pourfg=f pas de catégorie cge (gf) g=g (fg)=gf=1limpossible(g# 1).

Sgf=f = g*=gf?=f*=g.

Pourfg=1 pas de catégorie carfg= (gf) g=g (fg)=gimpossible(g# 1).

Pourfg=g pas de catégorie ctrgf= (fg) f=f (gf)= f>=gimpossible(f # g).

Pourfg=f la matrice est marche car toutes les équationsiasises sont
Marchent, il s'agit dé2Z+id.

Cat(M, z/3z)= { A monoide les morphismes sdt, f, g} tel quef* =g,g* =f,fg=gf=1}.

cat: (M)= {A monoide les morphismes sdt, f, g} tel quef 2 =g =g,fg=gf=f}.
SiA, B deux catégories da@at], (M), alorsA =B Iisomorphisme est définie par la
foncteur suivant:

T-A___,B ave©Ob (A)={X,}etA (X,,X,)={1,.f,,9.}
Xu = T (X)=Xs Ob (B)= {Xs} etA (Xg,X;)={1s,fo, 96}
1A _’15

fada - T (fas94)=T5.95
On al estisomorphisme c.a.A=B.
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Sigf=g = g*=gf*=g.
Pourfg=1la matrice ne marche pas ¢ar(fg) f=f (gf)=fg=1 (f# 1).
Pourfg=f la matrice ne marche pas epf* =(fg)f=f(gf)=fg=f (f # g).
Pourfg=g la matrice est marche car toutes les équationgiasses sont
marchent, il s'agiCée({f,g},g )+id.

cat? (M)= {A monoide les morphismes sdft, , g} tel quef * =g>=fg=gf=g}.
SiA, B deux catégories da@at? (M), alorsA =B Iisomorphisme est définie par la
foncteur suivant:

T-A___,B ave©ODb (A)={X,}etA (X,, X, )={1,.f,,9.}
Xo— T (X\)=Xg Ob (B)= {x5} etA (Xg,Xe)={1s.f5. 05}
1, -1,

fada - T (fas94)=F5.95
On al estisomorphisme c.a.A\=B.

3. Pour f?=f:
Si gf=1 ne marche pas cgf” =f=gf=1 impossible car(f # 1).
Sigf=f alors il y a quelque cas sgf:
Pourg®=1on a 3cas sup:
a. fgné marche pas carfg=f*g=f (fg)=f (f# 1).
b. fg=gne marche pas cérfg®=g*=1(f# 1).
c. fgafmatrice marche car les équations associatives so
marchent, il s'agit d&/2Z +0.

catt (M)= {A monoide les morphismes sdt, f, ¢} tel quef 2 =fg=gf=f etgz=1}.

SiA, B deux catégories dagat: (M), alorsA =B lisomorphisme est définie par la

foncteur défini comme précédant.
Pogr =f on a 3cas sug:
a. fg=1ne marche pas carfg=f*g=f (fg)=f (f# 1).
b. fg=fla matrice marche car I'associative est vraiéadisde
Cte({f,g},f)+id.

c. fgng marche pas cagrfg= (gf) g=g (fg)=¢ =f (f# g).
cat? (M)= {A monoide les morphismes sdftt, f, g} tel quef >=fg=gf=f =g° }.
SiA, B deux catégories daat? (M), alorsA =B lisomorphisme est définie par la

foncteur défini comme précédant.
Pogr =g on a 3cas sui:
a. fg=1ne marche pas carfg=f>g=f (fg)=f (f# 1).
b. fgrmatrice marche car I'associative est vrai@agisde
der ({f,g})+id.
c. fg=fla matrice marche car l'associative est vraieagisde
p(a) + .

15



cat? (M)= {A monoide les morphismes sdftt, f, g} tel quef>=gf=f etfg=g®=g }.
SiA, B deux catégories daat® (M), alorsA =B Iisomorphisme est définie par la
foncteur défini comme précédant.

cat? (M)= {A monoide les morphismes sdt, f, ¢} tel quef 2 =gf=fg=f etg?=g }
SiA, B deux catégories daat? (M), alorsA =B lisomorphisme est définie par la

foncteur défini comme précédant.
Sgf=g alors il y a quelque cas sgf:
Pourg®=1 ne marche pas cgf=g=g*f=g° =f=1.
Pour g*>=f on a 3 cas sug:
a. fg=1ne marche pas carfg=f>g=f (fg)=f (f 2 1).
b. fgrmatrice marche car I'associative est vraiéagisde
Z/2Z+id.

c. fgwd marche pas cér (g°) g=g (¢’ )=gf=g (f# g).
Pow®=g on a 3 cas sug:
a. fg=1ne marche pas carfg=f>g=f (fg)=f (f# 1).
b. fgtmatrice marche car I'associative est vidigagit de
p(a) + 0.

c. fgafmatrice marche il s'agit ggem ({f, g}) +id

cat® (M)= {A monoide les morphismes sdtt, f, g} tel quef?= gz=f,gf=fg:g}.

SiA, B deux catégories daats (M), alorsA =B lisomorphisme est définie par la
foncteur défini comme précédant.

cat® (M)= {A monoide les morphismes sdtt, f, g} tel quef?= gz=gf:f,fg:g}.
cat? (M)= {A monoide les morphismes sdt, f, g} tel quef*= g =gf=gf fg=f }.

SiA, B deux catégories daaté (M), alorsA =B lisomorphisme est définie par la
foncteur défini comme précédant.

Alors Cat (M)= cat,(M) U Cat(M, z;3z)u cat, (M)uU cat (M) U cat;
(M)ucat? (M) U cat® (M)uU catt (M)U cats (M) U cat® (M)
Ucat? (M). Cependant

cat: (M)= cat,(M), catz (M)= cat: (M), cat; (M)= cat (M),
cat?(M)= cat® (M). Donc on peut écrire

Cat (M)=cat, (M) u Cat(M, z;3z)u cat, (M) ucat? (M) U cat?
(M) U cat? (M) ucat? (M).

Soit(l\/l):(; ""j.

1
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10
Pour a=0 alor§M) = :
01
Cat (M)= {A catégorie ordonnée d'ordre 2 et les morphismdersent les identitds
1 2
Pour a=2 alor§M) = o 1) Soit A catégorie associéed alors cette catégorie ordonnée

d'ordre 2 tel queOb (A)={X,, X,} et A (X,, X )= {1,.}, A (X, X,)={f, g},
OAL X)=¢, A X, X,)= {1, },

Le chemin de cette catégorie est donné par ladiguivant:

1 1
X g Y

C:::>X::%:::Y<::>

La table de loi composition est formé par:
XX, | X, X, | X, X,

CommeA (X ,, X,)=¢alors il n'y a pas des équations de la loi comjmositussi pas des
éguations de l'associativité.

DoncCat (M)= {A catégorielOb (A)={x,, x,} et A (x,,x,)= {1, },
AX,x)={fd, AX, X)=¢, AX,, X,)= {1X2}}. SiA, B deux catégories

dansCat (M) alors A =B lisomorphisme est définie par la foncteur défirécédant.

Corollaire:
Soit (I\/I):((l) {3 et 21 alorsCat (M)= {A catégorieOb (A)={X,, X, } et

AX,X)={1, L A, Xx,)={f.f,.. 1.}, AXX,. X)) =¢,

AX,,X,)= {1XZ }}.et toutes les catégories associes sont isomorpaeks foncteur

abstrait.
Le chemin de cette matrice est donné par la figureante:

1 —_— 1
C T £ D
X—» Y
Remarque:
Cat (*M)= Cat (M) dans le cas O(M):[(l) ?j

11
SoitM= [1 J , le chemin associé a cette matrice est :
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1, 1,

N I S
X4V

Tt

Soit A catégorie dangat (M) ,alorsA est ordonnée d'ordre 2 tel @(A)={X,.X,}
avecA(X,, X)={1, .}, AX,, X,)={1,, }, AKX, .X,)={f}, AX,, X,)={g}.d'apres
le chemin il y a deux cas de la loi de composifipetgf, en plusgll A(X ,, X,)={1,,},

etgfd A(X,, X,)= {lxl},,alorsfg:lx2 etgf=1, ce qui donnd=g .

Les équations de I'associative s@ig) f=f (gf) et (gf) g=g (fg) ces équations sont marchent

carf=f (1, )=f (gf)= (14, ) f= (fg) f de méme l'autre équation, donc la matrice est rearch
Alors cat (M) = {A catégorie ordonnée d'ordre 2 tel ¥ (A)={X,, X, } avec
A(X1' X,) ={1x1}’ A(Xz’ X3) ={1x2}’ A(Xll X3) :{f}, A(Xz’ Xy) = {g}}

Remarque :

SiA, B danscat (M), alorsA =B Iisomorphisme est définie parftancteurT .
Ob (A) ={x,, X, }avecAx,, X;) ={1, }, AX,. X,) ={1,, }, AX,, X,) ={f,},
AX,. x;)=1f,}, Ob (B) ={v,, Y, } avecB(v,, v,)={1, }, B(v,. Y,)={1, }.

B(v.. Y. )={a.} etB(v,, v, )= {g.}.
La foncteur est définie par:

T:A—»B Tx)=Y,, T @)=g etT (1,)=1, Oi=1,2
T (f,of)=T (14 )=1, =g,°9,= T (f,)o T (f,) de méme pour 'autre équation.

Evidant T est un foncteur isomorphisme ce qui donAézB.

Corollaire:
1l a 0
SoitM _, :(b 1Jtel quea, bUN | sia>1 ou b>1 alorsCat (M ,, )=¢.En particulier si

a>1 le chemin de la matrice est:
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(kT x

—r. T
fi
Preuve:

SoitAuCat(M ,, ) alorsA catégorieordonnée d'ordre 20D (A) ={X,, X, },

A X)) ={1 1 AKX, X)) ={1 F AXL X,) ={f foen 1 AKX, X)) =
{gl, (o PR gb},commea,b>1 alors il existe au moins 4 morphisniesl A(X,, X,) et g,,
g, A(X,, X,) ,le chemin donnéd,g,=1, etg,f,=1, doncg,= f*,en plus

f,g,=1, etg,f,=1, doncg,=f;*,doncg,=g,impossible cag, # g, ceci impliqueA
n'existe pas alol€at(M ,, )=¢.

Lemme:
SoitM :[Z ;j a, b, ¢, dUN, sia=b alorsCat (M) = Cat(*M) ave¢ M :(i (;j
Preuve:

casCat (M) # ¢.

Soit A 11 Cat (M) alors A ordonnée d'ordre 2 tel qu@b (A)={X,, X, } et

IAX,, X )l =f, =a,, Oi, ju{1,2},s0itB= A® un catégorie d'ordre 2 dont les objets sont
Ob (B)={v..Y,}etB(y,,Y,)=A(X,, X,), onaBo Cat(*M) par ce que B(Y,

Y )| =|AX,, X,)|=a,,commeA =B etBL Cat(‘M) alorsA 1 Cat('M) donc
Cat (M) u Cat(*M) de memdCat(*M) o Cat (M) alorsCat (M)=

Cat(*M).

Lemme:
a a, ... .. ... ay
a A ... .. ..

SoitM= A tel quea, | N pour tout i, jL{1,2,..., N}, alors
Ay, Byp e e e a

Cat (M) = Cat (*M) isomorphisme ensembliste.

Preuve:

SiA= (A, 0) est une catégorie ordonnée, on né¥Y, 0) la catégorie opposé munie de la

méme bijection, en sachant G (A *)=0b (A). Aussi on a(A *)*=A.
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Soit Fun application définie pak-: Cat (M)—> Cat (M) F est bijective.
@ — (& .9

En effetF admet un inverse dont la formule est la méme.

Exemple:
1232 1000
0140 2100
SoitM = alors'M = doncCat (M) = Cat (*M).
001 4 3410
0001 2 0 41
10 2 89 10 104 342
SoitM=|104 10 98| alors'M=| 2 10 111|doncCat (M)=Cat(‘M).
342 111 10 89 98 10
Lemme:
A, Ay e e . By
a21 a'22 :
SoitM= S tel quea, | 0l pour tout i, ju{1,2,..., N}, et soit
- Y- NP 1Y

oY , (=, le groupe symétrique de I'ensemf{ie ,2....N}) on noteM 7 = (b,)

avech = a, ),y 0iit{1,2,..., N}, alorsCat (M) = Cat (‘M) isomorphisme
ensembliste.
Preuve:

SiA= (A, ) est une catégorie ordonnée, aldrs = (A, &0 o) la catégorie symétrie de
(A, 0) dont les objets sonfY,, Y,,..., Y, } avecY =X et A(Y,,Y ) | =
| A(X ), X)) | en remarque qud © O Cat(M 7) siAO Cat (M).

Soit Fun application définie pa=: Cat (M)—> Cat(M?) F est bijective.
@ — A d-0)
(A, 0.0 ) +—— (B, 9
DoncCat (M) = Cat(M ?) isomorphisme ensembiliste .
Exemple:
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2 4 2
SoitM= |1 2 4|eto0X , (X,le groupe symétrique de I'enseml{lﬁs, 23}) tel que
012

o définie parof(i)=i+1 sii # 3et o(3)=1, alorsM “ =

A PN
NN B

1
0 | d'aprés la lemme
2

précédant on £at (M) = Cat(M ?) .

2 2
SoitM :[1 J en va étudier les catégories associP4 &

Soit A 11 Cat (M) alorsA catégorie d'ordre 2 dont les objéd (A)={X,, X,} et
A, X)) ={1,}, A, x,)={1,}, Axx,, X,)={f, g}, AX,, X,) ={F} le chemin

est donnée par la graphe suivant:

Comme le catégorie d'ordre 2 le tableau de loi asitipn est donné par le tableau suivant:

xl’x2 Xl’x2 xl’x2
Les formules de la loi composition sorg?, foe, goe, Fof, Fog, eoF, foF, go F, mais
foF=goF=1,eteoc F=F.

Le tableau de la loi composition est :

o e f g F
e 1,,€ ¢ ¢ F
f f, g ¢ ¢ 1,
g f.g ¢ ¢ 1,
F F 1,,e 1,,e ¢

Comme le catégorie d'ordre 2 le tableau de loi amition est donné par le tableau suivant:
XX, | XX, | X, X, | X, X,

Alors les équations de l'associativité sont:

1. (ece)oe =eo(ece). 6. (ee) o F=F. 11. (Ff) ce=Fo(foe).

2. f=fo(Fof). 7. (Fg)o F=F. 12. (Fg) ce=Fo(goe).

3.9=¢(F-Q). 8. (F) -F=F. 13. Fg=eo (F- Q).

4. (oe)oF=1,. 9. (ge) ce=ge (eoe). 14. kf=eo (Fof).

5. (pe)oF=1,. 10. ¢fe) ce=fo (ece). 15. g=f(F-Q).
I@go(Fof).

En va discuter sur le 5 formules?, foe, goe, Fof, Fog.
On a deux cas sliog :
PourFog=1,:
On ag=fo(F-g) I'équation (15) alorg=fo (1,) =f ,doncf=g impossible.
PourFog=e:
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On ag =fo(Fog)=foe = fog =g équation (15), eff - g =e(Fo g)=e- e=ece qui
donne?=eformule (13),en plusg =ge (Fo g)=go e formule (3)
Donce’=e, fog =g, gp e=eetFog=e jl resteFof inconnue .
Jtof=1, la matrice ne marche pas ¢ago (Fof)=go1,=g =f =g
Impossilqiez g).
Si Fof=ela matrice ne marche pas ¢ageo (F-f)J=gce=g =1 =g
Impossilqliez g).
FinalemenCat (M) =¢.

Corollaire:

SoitM= (i tl)]tel que Xas<b,alorsCat (M) =¢.

Preuve:

a b
SoitA catégorie associé[é\1 lj alorsA ordonné d'ordre 2 tel qu@b (A)={x,, X, }

et A(X,, X,) ={11'ell"" ’ea—l}’ A(X,, X,) ={12}' AX,y, X5) z{fl’ forinns fb}’
A(X,, X,) ={h},on notehof, =g, alorsg, LU{1,e,,.... .., }, en plusf, ch=1,.

Commeashb alors soit il existe i tel qug, =1,, soit il existe i, j tel qug, =g, = hof =
hof, #1,.
Sig,=1, alorshof = 1,etf, oh=1,ce qui donné, =h".Comme X ail existe j tel que
e, #1, ore, o h=hethinversiblealorse; =1, doncA n'existe c.a.dCat(M) =¢.
Sigi:gj #1, alorsf, o(g;)=f, O(Qj): f.o(hof;)=f, o(ho fj )-
= (f; o h)of,=(f,oh)o f .
= f,=f, car {, ch=1,) la matrice ne marche pas.

Donc dans les deux cdsat (M) =¢.

Exemple:

2 3
SoitM =(1 J commea=2<b+1=3 alorsCat (M) =¢, de méme la matrice

_ a a
En résulta que la matrid¥l :(1 1] Ja=2 ne marche pas cak2a<a.

Proposition:
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Ay A, e e ... Ay
a21 a22 :
SoitM=1| . " 7 telquea,, 0NN 0, j 0{1,2,..., N}, et soitP un
aNl aN2 aNN
¢ 111-11 )
ann an2 a

(n+l)n a(n+1)(n+1)

. e a .
sous matrice ddVl défini parP= avec 0<n<nz N, P matrice

a oo a

mn mm
carré de taille (m- n), alors & ne marche pas aloMd ne marche pas.
En effet: par absurde $? ne marche pas etM est marche c.a.d il existe un catégdie

associé¢ M, alorsA d'ordre NOb (A)= {X] ,Xz...,XN} eta,=| A (X,,X,) | Oi,
j {1, 2....N}, soitB un sous catégorie d& dont les objets sonOb (B)=

{X X e X m}, on aB catégorie associéR carB ordonné d'ordre (m- n) et
|BX..X,) |=|AX,,X,) |=a,, 0i,jd{n,(n+1),....,n} alors B matrice associé B
et P ne marche pas impossible ddaat (M) =¢.

Autrement dit si un matrice carr®d tel queCat (M) # ¢, alors tout sous matrice cafi
deM est marché c.a.€Cat (N)# ¢.

Exemple:
1 2 3 4
0220 2 2
1. Soit M= alorsCat (M) =¢, par ce que la matridé= est
01 1 32 11
0 0 9 10
une sous matrice d¥l en plusN ne marche pas exemple précédant.
1
nnn--n
2. lamatriceM=|3 3 3 ... 3|ne marche pas pour tout n>2, car la matrice
2 2 2 ... 2
111 ...1

2 2 i
N= L1 est un sous matrice dd .
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Corollaire:

«— 1 5
1 1. 1
0o 1 . 1
. . D
Soit M= 0 tel que ¥ | on aCat (M) # ¢ pour tout n>0.
0 0 . 0 1
En effet:

SoitA"= {1,2 ..... n} alors on notd A ", <) la catégorie dont les objets sont les
éléments d\ " tel que X, =i, et les morphismes sont définis par :

. . f i<
0i,juy1,2,......, ona A" (i,j) = T
io{ 3 (i,1) {(0 5
application définie paf : {1,2 ....... i} — {1,2 ....... j} tel que :

x — f(X)=x.

tel quef est un

en plus la composition ce la composition usuelllecc(d\ " ,s) est un catégorie
ordonné d'ordre n.

on a(A",<) catégorie dan€at (M) car elle est ordonnée d'ordre n et en plus paur to
i, j0{1.2,....1} sii< | alors| A (X,, X ) | =1=a, et si i>] alors g =0=| A (X,, X ,) |
donc (A",<)u Cat (M) c.adCat (M) #¢.
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