arXiv:0806.0060v1l [math.CT] 31 May 2008

Sur l'existence d'une catégorie ayant une
matrice strictement positive donnée

Samer Allouch
Université de Nice-Sophia Antipolis

Mai, 2008

1 Introduction

Depuis quelques dizaines d’années, certains mathématiciens se dirigent vers
les domaines de la géométrie algébrique reliés spécialement aux catégories
finies qui prennent ainsi une importance croissante dans les mathématiques
pures et appliquées, voir [4] par exemple. Le but de mon recherche est
d’étudier la classification des catégories finies au moyen de la correspon-
dance entre les catégories finies d’ordre n et les matrices carrées de taille n.
Cette correspondance figure dans les papiers récents [1] [8], voir aussi [7], p.
486]. Notre premiere tache consiste a trouver quelles matrices correspondent
effectivement a des catégories.

Pour chaque catégorie A qui a n objets x1,%s,...,x,, la matrice M de taille
n associée a A est définie par m;; = |A(z;,x;)|. Dans le sens contraire on
ne peut pas dire que pour chaque matrice M il y a une catégorie. Dans mon
mémoire [2] et dans [1], un premier exemple d’une matrice M qui n’a pas de

catégorie est
2 2
M — ( : 1).

On cherche donc a savoir quelles sont les matrices qui ont au moins une
catégorie associée. On notera cette condition Cat(M) # () et on dira parfois
que M marche, ou dans le cas contraire que M ne marche passi Cat(M) = .
Donc le but de ce rapport est de trouver une catégorie pour chaque type de
matrice si possible, ou sinon de pouver que Cat(M) = (). Pour cela il suffit
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de faire la démonstration pour n = 2 et n = 3 et ensuite on généralise sur n.
Nous ne traitons ici que le cas ou les coefficients sont strictement positifs.
Pour n = 2:

On a une matrice M définie par:

a b
M-(50)
avec a, b, c,d > 1.

Pour qu’on a Cat(M) # 0 (il existe au moins une catégorie associée a M), on
suppose que soit a > letd > 1,soit a > bcoud > be, soita=b=c=d=1.
Pour n=3:

Soit M une matrice définie par:

mi; Miz Mas
M= Mo1 Moz Ma3
m31 M3y 1M33

avec m;; > 1 pour tout ¢,j € {1,2,3}.

Sim;; > 1 pouri = 1,2, 3 on trouve une catégorie A associée a M (Théoreme
47). Si par exemple my; = 1, soient moy > miaMmoy, M3z > Mmizmg et
Ma3 > Ma1My3, M3z > M3z mie on va démontrer Cat(M) # ().

Pour n > 3 alors soit M définie par:

mi1 My ... Min

mMo1 Moo ... Mop
M=

Mp1 Mp2 ... Mpp

avec m;; > 0 pour tout ¢,j € {1,2,...,n}.

Premier cas :

Sl existe une seule coefficient diagonale my,, = 1 alors Cat(M) # 0 si et
seulement si my; > MM V(i # a), my; > migmg; V(i # j).

Deuxieme cas:

S’il existe plus qu’une coefficient diagonale égale a 1 alors il y a deux cas
(voir la définition [A.4):

-si M est réduite alors M ne marche pas.

-si M est non réduite, on réduit M en une sous-matrice N, et dans ce cas M
marche si et seulement si N marche.



Dernier cas:

Si my; > 1,Vi alors Cat(M) # 0 (Théoreme [A.7]).

A la fin nous pouvons dire: Si M est une matrice de taille n > 3 avec m;; > 1,
alors Cat(M) # () si et seulement si, pour toute sous-matrice N C M de taille
3ona Cat(N) # 0.

Je veux exprimer mon remerciement plus profonde a mon directeur Carlos
Simpson pour sa confiance en mes capacités et mon travail. Merci de con-
sacrer vos heures précieuses pour me guider.

2 Matrices carrées d’order 2

On va étudier les matrices de taille 2:
a b
e (1),
Théoreme 2.1 Soit M une matrice carrée d’order 2 définie par:

a b
M- ()
avec a,b,c > 1, alors Cat(M) # 0 < |M| = (a—bc) >0 .

Il faut démontrer les deux sens.

a) Cat(M) # 0 = |M| = (a —bc) > 0.

En effet: soit A une catégorie finie d’order 2 associée a M dont les objets
sont {x1,zo} et les morphismes définis par:

A(l’l,l’l) = {61 = idxl, €9, ..., ea}.

Alz1,m2) = {f1, f2: -, [o}-

A(xg, 1) = {91, 92, -+ g}

A(IL’Q,IQ) = {Zd:m}

Les équations de la loi de composition sont :

1-e;e; pour tout 4, j € {1,...,a}.

2-eZpour tout i € {1, ...,a}.

3-fje; pour tout i € {1,...,a} et j € {1,...,b}.
4-g,f; pour tout i € {1,...,c} etj € {1,...,b}.

5-fig; = id,, pour tout ¢ € {1,...,b} etj € {1,...,c}.

3



6-e;9; pour tout ¢ € {1,...,a} et j € {1,...,c}.

Normalement il y a huit équations d’associativité soit:

a-e3 vraie pour tout 7 € {1,2,...,a}.

b-f;(e?) = (f;e;)e; pour tout ¢ € {1,...,a} etj € {1,...,b}.
(gnf])el = gn(fje;) pour tout i € {1,...,a} .y € {1,...,0} et n € {1,...,c}.
d-(eign)f; = €i(gnfj) pour tout i € {1,...;a} .j € {1,...,b} et n € {1,...,c}.
e-(fign)fj = fi(gnf;) pour tout ¢,5 € {1,...,0} ,n e {1,...,c}.

f-e2g, = e;(e;g,) pour tout i € {1,...,a} et n € {1,...,c}.

g-(fiei)gn = fj(eign) pour tout i € {1,...,a} ,j € {1,...,b} et n € {1,...,c}.

h-(9nfi)9m = 9n(fjgm) pour tout j € {1,...,b} et n,m € {1, ..., c}.

Voici quelques remarques:

Rq (1):

Soit (f,9) € {f1, fay s fo} X {91,92, -, 9.} tel que gf = id,, on a feg =

id., = g(feg) = g alors (gf)(eg) = g = id,, (eg) = g ce qui donne eg = g

avec (gf =idy,).

Aussi (eg)f = gf = id,, = e(gf) = e impossible donc f, g n’existent pas tel

que gf =1d,,.

Rq( 2):

e? = ¢; pour tout i € {1, ..., a} a condition qu’il existe (f,g) € {fi, fo, .-, fo} X

{91, 92, - g} tel que gf =e;.

En effet: fg =id,, = g(fg) = gid,, = g alors (¢f)g=9g = eg =g

donc pour tout eg = g pour tout e € {es, ..., e, } tel que gf = e.

On a (eg)f = e(gf) = gf = ee = €.

Rq (3):

Il n’existent pas fi # fo et g tel que gf1 = gfs =e.

En effet : (fig)f2 = ide, fo = fa

autrement dit:(f1g)fo = fi(gf2) = fi(gf1) = (fr9)fi = fi

donc f; = fo contradiction.

Rq (4):

Il n’existent pas f et g1 # g tel que g1 f = gof =€

En effet : (g1f)g2 = €92 = g2 = g1 = q1(fg2) alors g; = go contradiction.

Rq (5):

Il n’existent pas g1 # g2 et f1 # fo tel que g1f1 = gafo =€

En effet : (flgg)fQ = ’idmzfg = f2

autrement dit:(fig2)fo = fi(g2f2) = fi(gufr) = (frg) fr = [

donc f; = f5 contradiction.



Donc les 4 remarques Rq (1) Rq (3) Rq (4) et Rq (5) donnent (a—bc) > 0
c.a.d a > be.

b) a > bc = Cat(M) # 0.

On commence par une catégorie dont les équations de la loi de composition
sont :

l-eier = el (e* = e) pour tout 4,n € {1,...,b} et j,p € {1,...,c}.

2-fnel = fi pour tout i,n € {1,...,b} et j € {1,...,c}.

3-g;fi = ¢, pour tout i € {1, ...,b} etj € {1,...,c}.

4-fig; = id,, pour tout i € {1,...,b} etj € {1,...,c}.

5-¢tgr = g; pour tout i € {1,...,a} et j € {1,...,c}.

On va verifie les équations associatives.
Jon\,8 _ .5 . .5 _ oJ(.m,8\ )8
(eiep>er =¢ 6. =€ =6 (eper) =€

Z-'ep = e vrale.

(fier)ey = fsep = fu = filejey) = fie) = fn vraie .

(g;fi)ey = ejey = e = g;(fiep) = gjfn = €] vraie.

(epgi)fi = gpfi = €}, = enlg; fi)epel = €, vraie .

(fign)fo = fo = fi(gnfp) = fi€& = f, vraie .

(eper)gs = epg; = gp = €y (€]9;) = €pgr = gp vraie .

(fi€Z)9j = fng; = idy, = fi(€Zgj) = fig, = id,, vraie .

(95fi)gn = €§9n = g; = gj(fign) = g; vraie .

Toutes les équations associatives marchent donc B est une catégorie finie

d’order 2 , d’apres la construction des morphismes de B alors B est associée
a M définie par :



M:<bc—|—1 b>’
c 1

My = (21 )

avec pour commencer u = bc + 1.

En fait A est une catégorie de M (u), soit A’ une nouvelle catégorie dont les
objets Ob(A) = Ob(A’) et les morphismes définis par :

Ay, 1) = {idy, ef, ..., et, . €l er, . e}

Al(xy,m0) = {f1, f2, s Jo}

Al(rg,21) = {91, 92, -+ Ge}

A/(IQa 1’2) = {Zdﬂcz}

avec la loi de composition définie par:

e;g; = €1g; = g1 pour tout i € {1,2..,n} .

finalement Cat(M) # 0.
On note M (u) par:

fie; = fiel = f, pour tout i € {1,2..,n}.

eiej = eie? = €b pour tout 7,5 € {1,2..,n} .

b=
Toutes les équations associatives marchent alors A’ est une catégorie associé
a M(u+n).

Corollaire 2.2 Soit M une matrice carré d’order 2 définie par:

a b
M= (4,

alors on a Cat(M) # () dans les cas suivants :
1- a=b=c=d=1 voir [Z];

9 a=1, d > be;

3- d=1, a > bc;

4-a>1,d>1 voir[§].

Sinon Cat(M) = 0.

Preuve: on pose a > be.
Soit N une matrice définie par:



D’apres ce qui précede il existe A une catégorie associée a N | avec Ob(A) =
{1, 22} et les morphismes définis par:

Az, 1) = {idy,, e}, ... ,ej,. € epetnns Cal-

(.]71, 2) {f17f27" }

A(xz, 1) = {91, 92, -+ ge}-

A(ZL’Q, 1’2) {de}

Soit A’ une nouvelle catégorie tel que Ob(A’) = Ob(A) et les morphismes
définis par:

Al(xy,21) = {idy,, el ..., I € et €a}

A,(x17x2> {f17f27" }

Al(rg,21) = {91, 92, -+, ge}-

A/(l’g, 1'2) = {dew ni, ..., nd_l}.

avec n; # n; pour tout 7,j .

Les équations de la loi de composition qui dépendent des {nq,..,nq4_1} sont
nn' = ny

nf=f

gn=g.

Toutes les équations associatives marchent donc A’ est une catégorie associée
a M, donc Cat(M) # 0.

3 Matrices triples

On va étudier les matrices de taille 3:

1 a b
M=l ¢ n m
p q r

Supposons n > 1 et r > 1, sinon voir le cas des lemmes (4.5 [L.6). On peut
déduire de I’étude précedant que n > ac+1 et r > bp+ 1. Les deux matrices
suivantes sont sous-matrices de M:

()
[0)



voir [2] (ici une sous-matrice correspond par convention au méme Ssous-
ensemble des colonnes que des lignes). Un lemme facile dit que si N est
une sous matrice qui ne marche pas alors M ne marche pas non plus !

En plus m > bc et ¢ > ap en effet:

soit A une catégorie associée a M dont les objets sont {1, xe, 23} et les mor-
phismes sont donnés par:

Az, z1) = {1}.

Ay, w2) = {f1, - fa}
A(l’l,ﬂ?g) = {hl, .,hb}.
Az, 1) = {91, -, gc}-
A(ZL’Q,I’Q) = {60 = 1, ceey en}.
A(l’g,l’g) = {]{31, ceey k‘m}
A(l’g,ﬂ?l) = {Ll, ...,Lp}.
A(l’g,IQ) = {Ml, ceey Mq}
A(l’g,ﬂ?g) = {Nl, .,NT}.

les équations de la loi de composition sont:

NN € {N} | MN € {M}
LN e{L} | gMe{L}
EM € {N} | eM € {M}
hL € {N} | fLe{M}
Nk € {k} MFk € {e}
Lke{g} | gee{g}
ke € {k} ee’ € {e}
hg € {k} fg €{e}
Nhe{h} | Mhe{f}
Lh=1 kf e{h}
gf =1 ef €{f}

les équations d’associativité sont données par 8 lignes:



fof e{f} | fLhe{f} | gfg9€{g} fgee{et | LN € {M}
hgf € {h} hLh € {h} efg e {e} hge € {k} hLN € {N}
gef =1 gMh =1 kfge {k} gee’ € {g} gMN € {L}
ee'fe{f} | eMhe{f} Lhg € {g} ec’e” € {e} | eMN e{M}
kef € {h} | kMhe{h} | Mhg € {e} kee' € {k} kEMN € {N}
Lkf=1 LNh =1 Nhg € {k} Lke € {g} LNN' € {L}
Mkfe{f} | MNhe{f} | Mkeec{e} | MNN € {M} | MNk € {e}
Nkfe{h} | NN'he {h}| Nkee{k} | NN'N” e€{N} | NN'ke {k}
MhL € {M} | kfLe{N} | NhL € {N} fgM € {M} geM € {L}
keM € {N} | LkM € {L} | NkM' € {M} | NkM € {N} eMEk € {e}
fEL € {e} hLk € {k} gMFE € {g} LhL’' € {L} EME € {k}
gfLe{L} | efLe{M} | LNke{g} ee’!M € {M} | hgM € {N}
Nous revenons au but: il faut démontrer que m > bc et ¢ > ap.
On suppose que m < bc alors il y a 3 cas:
—il existe h # h',g # ¢ tels que hg = h'g’ alors L(hg) = L(K¢') donc

(Lh)g = (Lh')g" alors g = ¢’ car (Lh = 1) et L arbitraire;

—il existe h ,g # ¢’ tels que hg = hg' alors L(hg) = L(hg’) donc (Lh)g =
(Lh)g' alors g = ¢’ car (Lh = 1);

—il existe h # I, g tels que hg = h'g alors (hg)f = (h'g’")f donc h(gf) =
h'(g'f) alors h = h' car (gf = 1)et f arbitraire.

De méme pour g > ap.

On pose ¢ < ap alors il existe 3 cas:

—il existe f # f',L # L' tels que fL = f'L" alors g(fL) = g(f'L’) donc
(9f)L = (gf") L alors L = L' car (gf = 1)et g arbitraire;

—il existe f,L # L’ tels que fL = fL' alors g(fL) = g(fL’) donc (gf)L =
(9f)L alors L = L' car (gf = 1) et g arbitraire;

—il existe f # f',L tels que fL = f'L’" alors (fL)h = (f'L')h donc f(Lh) =
f'(Lh) alors f = f’ car (Lh = 1) et h arbitraire.

Finalement :

Théoreme 3.1 Si M est une matrice strictement positive de taille 3 telle
que myy = 1 et mog, m33 > 1, une condition nécessaire pour qu’elle marche
estquen>ac+ 1, r>bp+1etm>bc, q> ap.

Rq: ge = g et €2 = e pour tout e € A(xg,72) et g € A(xg, 1), f € A1, x2)
tel quefg = e en effet:



fg = e alors g(fg) = ge donc (gf)g = g = ge aussi fg = e alors f(ge) =€
donc (fg)e = e alors e* = e.

Théoreme 3.2 Soit M une matrice triple définie par:

1 a b
M=]c¢cn m
p q T

avec a,b,c,n,m,p,q,r> 1.
alors Cat(M) # 0 <=n=ac+1,r =bp+1,m = be,q = ap.

Preuve: soit A une semi-catégorie dont les objets {x, z2, x5} et les mor-
phismes définis par:

Lo, T2) = {€1, ...,e%} avec €] # 1 pour tout i,

= {N}],...,N}} avec N} # 1 pour tout i.

Les équations de la loi de composition sont définies par:

LN =L, | g1,
KIMI, = N, | eiM}, = M},

Nk, =k, | Mkl =

7/

i __ P
Lk = g; gj'€; = gj
7T i i i
J— 1 —_— 5
higj = k; fi9i = €]

N;hj/ = Il M]Zhyl == fz
gifj =1 e fi = fi
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Toutes les équations associatives marchent. Donc A est une semi-catégorie.
Soit B = A @ {idy, } @ {id,,} donc B est une catégorie associée a M ce qui
donne Cat(M) # 0.

Notation:
On a pour la matrice triple M définie par:

1 a b
M=| ¢ n m
p q T

avec n = ac ,r = bp, m = bc et ¢ = ap d’apres ce qui précede M admet A
comme semi-catégorie.

Maintenant on va chercher une semi-catégorie associée a M avec n > ac,r >
bp,m > bc,q > ap et apres on ajoutera les identités.
Soit M (ac + 1) matrice définie par :

1 a b
M(ac+1)=| ¢ ac+1 m
b q r

avec r = bp,m = bc, ¢ = ap.
Soit A" une semi-cat’egorie dont les objets sont Ob(A’) = Ob(A) avec les
morphismes:

Ay, 1) = {1}

Al(zy,m9) = {f1, s fal;

A,(Il,l’g) = {hl, ey hb}7

Al(wg, m1) = {91, -, g3

A/(l’g,l'g) = {k’%, ,]{32 3

A/(l'g,llfl) = {Ll, ceey Lp}7

A,(Ig,l’Q) = {Ml, ey M;}7

Al(z9, ) = {el,...,e?} U{e'} avec € & A(xa, To);

A,($3a 113'3) = {Nlla ) Ng} :
Les équations de la loi de composition de A’ sont les mémes que pour A, en
plus les équations dependant de ¢’ sont:

€'fz' = €ifi§
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IV — LA
eMj—ele,

e'es —ele
ehe! = ejeg;
’l/_ za
kje kj e
gle—gl

Les équations associatives marchent mais dans le cas ou il y a €’ les équations
sont:

g€ M} | €Mk, | € fuL; | €5’ M,
ee'e” kiee' | Lnkie' | ¢ MIN!
Nikbe' | figie | hige’ | giele
kie' M, | €Mih, | € fig; | Mik.e
gjelfi 62}6/sz kée’fi/ k;‘elfi’

on va vérifier ces équations.

gj(elfi> =gjleifi) =gifi=1=(g;e') fi = (gyeg)fz =gf =1 vraie.
(ehe') fo = (ehel) fo = el fi = fz—e(’fl):e;flzfivraiedememee’ef.
ie') fir = (kl)fz h; = kj(e'fir) = ki f1 = h; varie .

: ’)Ml = kIM! = Nj = ki(e ’Ml)—kiMllei varie.

e’ M)hy, Mh:fl—e(MZ )—efl—flvraie.

e’fl)g] flg] =ej =¢€(fig;) = e =e; vraie;

ky)e' = epe’ = el = Mi(kle') = .MZK1 = ¢! vraie.

NiKL)e = k:’e’ = kl N’(kl e) = N’kl = k¢ vraie.

f,g])e’ =ce =¢ = fz(g] ") = fig. = ¢! ¢ Vraie.

hig;)e' = k;e’ = k:Z hi(gje') = hig. = ké vraie.

(k:

(k:

(

(

(M;

(

(

( .
Egle e =gjel =g, = gl(e e') = giel. = g. vraie de meme ge'e.
(

(

(

(9n

(¢

(e

.

=clel = ¢! (e’el ) = elel = el vraie de meme e’ee” et ee’e’.

k: HE Y kle’ = k:l = k:lj( e) = kie’ = k! vraie de meme ke'e.
L, ;) ’— gi¢' =g.=1L (kl e) = Lnki = g, vraie .
e M/)N), = M/N}, = M} = ¢'(MIN}) = ¢ M}, = M, vraie.

)M M gC.MZ Lj = gn(e'M}) = go M} = L; vraie .
e M)k, Mlk:l =e! —e(MZkl)—e’eiL:ei vraie.
'fu)Li = flL =M} =¢€(f,L 2) = /M = M} vraie.
(ehe )M} = el M} = M, = €’ (e’ M}) = M}, vraie de meme €'eM.
Donc A; est une semi-catégorie, on note ¢/ = e;
on suppose que A,_; est une semi-catégorie telle que A,, 1 = A'U{es, ...,e, 1} =
AU{eq,...,en_1} avec e; # e; pour tout 4,7 € {1,...,(n — 1)}
avec la loi de composition définie par:
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Pour vérifier que A,,_; est une semi-catégorie on considere les équations de
la loi d’associativité suivantes.

(eiej) fo = eifv = fi = ei(ejfy) = eifi = fi vraie.

gu(eie;) = guet = ge = (guei)ej = geej = ge Vraie .

(e;ej) ME = elMt M} =e;(e;M!) = e; M} = M} vraie.
(Klei)e; = l{;tej = l{:t = kt(elej) = klel = k! vraie.

(eiej)er = ecer = epel = e, ez(e]ek) ez(e ) = etel = el varie.
(€} en)er = (ejeq)e = eieg = ez = clel = ¢l vrale

(eke e, = (ele Jer = ejes = ef = el(e e?) = el vraie.

Les autres équations ressemblent aux équations dans le cas de e;.
Donc A,,_; est une semi-catégorie associeé a la matrice suivant:

1 a b
M(ac+ (n—1)) = ( ¢ ac+(n—1) be )
p ap bp

Maintenant on ajoute des morphismes sur A(zs, x3).
Soient ki, ..., k,, morphismes dans A(z,,z3) avec k; # k; pour tout 4,j €
{1,...,m} tel que le loi de composition est définie par:
kjei = k%eg = ]{72
Les équations associatives associées a k; sont:
(k‘ 6')fl ( %€§)fl = k;fz =h; = kv(t?;-fz) =kyfi = k%fi = hy vraie.
k ez)fl (kie2) fi = ki fi = by = ko(eifi) = ko fr = ki fi = hy vraie.
ko M)y = (l{;lMi)hl Njhy = hy = ky(Mh) = ko fi = ki fi = hy vraie.
k MZ)NI (/flM’)Nl NN = N} = ky(MN[") = k,M} = N} vraie.
ke ) e MY = ki MY = N, = k(e MJ) = k, M, = N, vraie.
k:ne) = )Mozk‘lM" Ny = ky(e;M?) = k, M} = N} vraie.
ko M k:d = Ml)k‘d = N kg = kg = k,(Mjkg) = k,ey = k; vraie.

Ml)k:d leb =kl =k, (Mlk:d) = ke’ = k! vraie.
kgMi)ky, = (N3 )k, = Nok:b = k¢ = ky(Mk,) = kjel. = k2 vraie.
k fZ)L = ( 1fZ)L = hlL = Nl =k, (fZ j) = kM) = le vraie.
kvfz)g] = (k fz)g] = hlg] = k (fzgj) kieé = k;]l vraie.
Lik,) fi = (LK) fi = g.f; = 1 = j(k'vfi) = 1 vraie.

(
(
(
( = (ky
( = (k{
(kv M;) (k‘1
(ko M. Z>kd (ki

(kgM;)ky = (N
( k
(
(
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(L;ki) M2 = (L;K)M? = g.M? = L, = L;(k;M?) = L,N! = L, vraic.
(M;ko)fv = (M]Zkg)fv = eifv = fz = M]Z(szv) Mlhl fz vraie.
(Ljk;)eS = (L;kb)e? = g.e® = g, = Lj(k;ied) = L; kl = g, vraie.

(N; )fv = (Nzkb)fv = klfv =h; = Nz(k fv) N;hl = h; vraie.
(M}k,)ey (Mzk;b) =clel =¢l = M’(/f ey) = Mk, = e, vraie.
(M;ko)ev = (Mlk‘b)ev = e'ev = e' = M;(koev) = Mk} = el vraie.

(Miko) M = (Mlkb)M" = LM} = M} = M; (kM) = ]\WN1 M vraie.
(Nko)ey = (Nik)ey = kley = ki = Ni(ke}) = Nk} = /{:Z vraie.
(Niky)e, = (NUk)e, = ket = ki = Ni(kel) = Nk! = ki vraie.
(Niko) M7 = (NUR2) M2 = KM? = NI = Ni(k,M7) = NIN} = N} vraie.
(filj)ko = ]k‘ = = fZ(L ko) = fige = €. vraie.

(hiL;)ko = N'ky = ki = hi(L;ky) = hig, = ki vraie.

(goM)ko = Liko = ge = go(Mko) = guel = g vraie.

(ep M)k, = M;‘ka =l = (Mlk ) = eje, = e} vraie.

(eoM})ko = Mjky = e} = ev(M;k; ) = eyel = el vraie.

(LyNj)k, = L]k = go = Ly(Njk,) = Lk} = g, vraie .

(MINDk, = Mk, = e = M"(le' ) = MMk = e vraie .

(NJN))ko = NJ'ko = k:" N"(ler ) = N"k! = k" vraie .

Par la meme construction on peux ajouter aussi sur A(xs, x3) et sur A(zs, x2)
des morphismes adjoints avec la définition de la loi de composition:
Ni(...)=N{(...) .

(..ON; = ()N;,’

N;? = N; pour tout i € {1,....,7 — 1}.

(-)M; = () M.

M;k; = el e;M; = M1 et k;M; = N1

pour tout i € {1, .. ,q}

Les équations associatives marchent, donc A, ;. 41y €st une semi-catégorie
c.a .d en ajoutant les identites A’(n,m,w) est une catégorie associée a la ma-
trice M qui est définie par:

1 a b
M=]| ¢ ac+n bc+m
p ap+q bp+r
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ou n,r,m,q sont des entiers naturels.

Corollaire 3.3 Soit M une matrice d’order 3 tel que :

z a b
M=| ¢ n m
p q T

avec z > 1,n > ac ,r > bp, m > be et ¢ > ap alors Cat(M) # ()

Preuve: soit N une matrice définie par:

1 a b
N=]|¢cn m
b q T

D’aprés le théoreme précédant Cat(N) # () alors il existe une catégorie A
définie comme précédemment, soit A’ une catégorie dont les objets Ob(A") =
Ob(A) et les morphismes Mor(A") = Mor(A)U{ny,ng, ...,n,_1} avec A'(x1, 1) =
{1,n1,n9,...,m,_1} et les équations de la loi de composition associées a n;
définies par:

nn; =Ny avec i # j.

Alors A’ une catégorie associée a M donc Cat(M) # 0.

4 Matrices Générales

Théoreme 4.1 Soit M une matrice de taille n telle que M définie par:

1 M12 . Mln
M — Mm Mm . Mzn
M,y M, ... M,

15



avec M;; >0 Vi, j € {1,...,n} et M;; > 1 pour € {2,...,n},
alors Cat(M) # 0 si et seulement si M;; > My MjVi € {2,...,n} et M;; >
MilMlj avec Z,j S {2, ,n}

En effet:

on supose que M marche alors il existe A catégorie associée a M dont les
objets sont {1, ...,z,} et |A(x;, x;)| = M,;.

On va démontrer que M;; > M;i;M;; on suppose que M;; < M;y;M;;, soit
A(.ﬁ(]l,xi) = {fl, vy fa} et A(.ﬁ(]i,.l’l) = {gl, ...,gb} et A(IZ,IZ) = {1, €2, ...,60}
avec a = My; , b = M;; et ¢ = M;; on a gf = 1 pour tout f,g et fg = ¢
on a M;; < My;M; alors soit il existe g,¢’, f,e tel que fg = f¢g' = e alors
9(fg) = g(fg') = ge donc (gf)g = (g9f)g’ alors g = ¢g' impossible car g # ¢';
soit de méme pour si on a f, f’ tel que fg = f'g = e impossible, soit si on a
fif' 9,9 avec fg = f'¢g’ = e impossible aussi, ce qui donne M;; > My; M.
Si 3f, g tel que fg =1 alors ¢'(fg) = ¢’ alors (¢'f)g = ¢’ donc g = ¢’ impos-
sible.

Finalement M;; > Mi;M;;.

Pour M;; > M; M,

soit A(SL’Z, Il) = {91, ey gb},A(Il, .flfj) = {hl, ey hm} et A(IZ, ZL’j) = {Ll, vy LU}
avec b = M;1,m = M,; et v = M;;, on suppose que M;; < M; M, , alors
ils 3L, h,h',gou L,h,h',g,¢9" ou L,h,qg,q" les trois sont les mémes type de
démonstration; je veux prendre le cas ou 4L, h, k', g, ¢’ tel que L = hg = h'¢’
alors Lf = (hg)f = (h'¢")f donc Lf = h(gf) = W(¢'f) alors Lf = h =K
impossible car h # k', ce qui donne M;; > M;; M;; pour tout i, j € {2,...,n}.
Maintenant on va démontrer le sens inverse: si M;; = My;MuVi € {2,...,n}
et M;j = My My; avec i, j € {2,...,n} alors M marche .

En effet:

Soit A" une semi-catégorie dont les objets sont {x1,...,z,} et |A'(z;,z;)| =
M;; avec les notations suivantes:

A/(l’l,l'l) =1.
A'(zy,2;) = {if1, -y ifa, } pour tout i € {2,...,n}.

A'(wi,x1) = {ig1, - igm,, } pour tout i € {2,....n}.
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Al(z;, 3;) = {i€d, ..., i€} pour tout i € {2,...,n}.

Al(x;, x;) = {{HY, ,3Hﬂj‘jll’} pour tout i,j € {2,...,n} avec i # j.
Les équations de la loi de composition sont définies par:

Jrya ~ 1 c __ a a ~ 1 c__ 1 a _Jrya
i Hy Ode =i | i%% Ode = de ifa o 90 =i Hy
igcoieg = i0b iegoieé :ieg iez‘oieg :ieg
gof=1 i€y 0 ife = ifa ;Hgojfc:ifa
Jrrb JI7a c _Jrya | Jya ~i 17c —_ i 170
iga 0 i H = jg. | iHy ojeq=iHy | iHy Oy”Hd_in
e — —
i9a 0 GH, = igc | ifaoigh = i€} jfaoigy = Hy

D’apres cette définition les équations associatives marchent comme dans
I’exemple de la matrice triple.
Alors A’ est une semi-catégorie associée a M’ tel que :

1 M12 e Mln
M/ o M21 (M21M12) cee (M21M1n)
Mnl (Mn1M12) o (MnlMln)

On ajoute des morphismes pour géneraliser le théoreme sur les matrices de
taille 3. On arrive surtout aux ensembles des morphismes suivants:

A (x5, ;) = {sed, ...,ie%“,iel, .y i€s, } Dour tout i € {2,...,n}

il
Az ;) = {;Hll,...,;H]\A/ff,j-Hl,...,;Htj} pour tout i,j € {2,...,n} avec
1 F ]
a condition que tous les ajoutés sont distincts, et en plus la loi de composition
est définie par :
i€k o (...) =e10(...) pour tout k € {1,....;s;} et i € {2,....,n}.
(...) 0 sex = (...) 0 sehf pour tout k € {1,...,s;} et i € {2,...,n}.
i€k O e = ;e pour tout k € {1,....s;} et i € {2,...,n}.

i€k 0 i€y = jey, pour tout k,p € {1,...,; s} et i € {2,...,n}.
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‘Hyo(..)="Hjo(..) pour tout p € {1,...,t5} et i,j € {2,...,n}.

() o 5H, = (...) o Hy1 pour tout p € {1, otiheti g e{2,..,n}.
LHyo0e, =5Hy, pour tout k€ {1,...,s;},p € {1,....t5} et 4,5 € {2,...,n}.
jex o sHy, =SHy, pour tout k € {1,...,s;},p € {1,....t5} et i,j € {2,...,n}.

Donc A” une semi-catgorie associée a la matrice M” définie par:

1 M12 e Mln
M” - Mgl (M21M12) +8; e (MglMln) + t%
Mnl (Mn1M12—|—) —+ tg P (MnlMln) + Sn
On peut ensuite ajouter les identités sur xo, ..., x,.

Finalement si M = (M;;),, une matrice positive d’order n telle que My, =1
alors Cat(M) # 0 si et seulement si M;; > My MaVi € {1,...,n} et M;; >
MilMlei,j S {1, ,n}z % j

On obtient le théoreme suivant:

Théoreme 4.2 Si My, =1 et M;; > 1 pour i > 1, avec M;; > 0 Vi, j, alors
CCLt(M) §£ (Z) st et seulement si Mu > MliMil Vi € {1, ,n} et Mij Z MilMlj
Vi#je{l,..,n}.

On doit maintenant traiter la possibilité que M;; = 1 pour plusieurs i
distincts.

Définition 4.3 : Soit A une categorie d’ordre n avec objets xy,...,x,, on
dit que x; et x; sont isomorphes sil existe f € A(x;,x;) et g € A(z;,x;) tels
que fg =1y et gf =14,

Rq: Si z; et x; sont isomorphes, alors pour tout objet z; on a des isomor-
phismes d’ensembles
Alzk, ;) = Az, ),

donnés par h +— fh dans une direction, et u — gu dans 'autre; et

Al ay) = Al ),
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donné par h — hg dans une direction, et u +— uf dans 'autre. Si M est la
matrice de A, on en déduit:

et
Vk, Mzk - Mjk-

Définition 4.4 : Soit A une catégorie telle qu’il existe deux objets distincts
x; et x; (i # j) qui sont isomorphes, on dira que A est non-réduite. On
dira que A est réduite sinon,c’est-a-dire si deux objets distincts sont toujours
non-isomorphes. On dira qu’une matrice M est non-réduite s’il existe i # j
tel que

Vk, My = My;

et
Vku Mzk = Mjk7

cela veut dire que la ligne © €qgale la ligne j et la colonne i égale la colonne j.
On dira qu’une matrice M est réduite si elle n’est pas non-réduite.

Rq: D’apres le debut ci-dessus, on obtient que si A est non-réduite, alors M
est non-réduite. Donc, par contraposé si M est réduite alors A est réduite. Le
contraire n’est pas forcémment vrai: il peut exister une catégorie A telle que
M est non-réduite, mais A réduite, par exemple on peut avoir une catégorie
A d’ordre 2 dont la matrice non-réduite est

2 2
mais telle que les deux objets de A sont non-isomorphes et donc A réduite.

Théoreme 4.5 Si M une matrice non réduite, on peut réduire M en une
sous matrice N réduite telle que M marche si et seulement st N marche.

En effet: Supposons que M est une matrice n xn non-réduite. On peut définir
une rélation d’équivalence sur I'ensemble d’indices {1,...,n} en disant que
i~ jsiVk, My = My; etVk, M;, = Mj;. Celle-ci est symétrique, reflexive
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et transitive. On obtient donc une partitionde I’ensemble d’indices en réunion
disjointe de sous-ensembles

{1,...,77,}:U1|_|U2|_|"'|_|Um

avec U,NU, = (), telle que tous les éléments d'un U, donné sont équivalents, et
les éléments de U, ne sont pas équivalents aux éléments de U, pour a # b. (Ce
sont les classes d’équivalence pour la rélation d’équivalence). Choisissons un
représantant r(a) € U, pour chaque classe d’équivalence. Dans 'autre sens,
on note par c(i) € {1,...,m} 'unique élément telle que i € Uyy. Ici c(i) est
la classe d’équivalence contenant 7. On a

c(r(a)) = a

mais r(c(i)) n’est pas toujours égale a i: on a seulement qu'’ils sont équivalents
r(c(i)) ~ . On obtient une sous-matrice de taille m x m

Nap = Mr(a),r(b) .

On peut faire en sorte que r(a) < r(b) pour a < b: on choisit r(a) le plus
petit élément de U,, et on numérote les classes U, par ordre croissant de leur
plus petit élément. Dans ce cas N est vraiement une sous-matrice de M. On
a N réduite, puisque les éléments de U, et U, ne sont pas équivalents pour
a # b. Si A est une catégorie dont la matrice est M, on obtient une sous-
catégorie pleine B C A qui consiste des objets r(a) seulement, a = 1,...,m.
La matrice de B est N. Donc si M marche, alors N marche. L’équivalence
entre i et r(c(i)) implique que pour tout k on a

Myi = My ey, Migx = Mr(egiy) i
On en déduit que pour tout 7,7 on a
M; j = Miy(e(iy)j = Mr(e() (i) = Ne(o).e(s)-

Ceci indique comment aller dans 'autre sens. Supposons que B est une
catégorie dont la matrice est N. Notons par yi,..., ¥, les objets de B. On
définit une catégorie A avec objets notés x1,...,x, en posant

Az, 25) = B(Ye(iys Ye(i))-
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On pourrait définir

A(ZL’,’,ZL’j) = {(Z>]> ﬁ)a /6 € B(yc(z)ayc(]))}

La composition est la méme que celle de B, i.e.

(Z7]7/8)(]7k7ﬁ/) = (Z7 k?ﬁ/@/)'

De méme pour les identités, et les équations associatives et les regles des
identités sont faciles a vérifier. Donc A est une catégorie.

On a:
|A(ws, 75)| = | B(Ye(i), Yeii))| = Netiy,e() = Mij-

Donc A corréspond a la matrice M.

Finalement: étant donnée une matrice non-réduite M, on peut construire
par la construction précédante une sous-matrice N qui est réduite, telle que
M marche si et seulement si N marche. La sous-matrice N est unique a
permutation d’indices pres.

Lemme 4.6 Soit M est une matrice réduite avec M;; > 0, et s’il existe
i # 7 tels que M;; =1 et M;; =1, alors M ne marche pas.

En effet: On suppose que M marche alors il existe une catégorie A associée a
M et comme M est réduite alors A est réduite. En plus M;; =1et M, =1
alors z; et x; sont isomorphes. En effet, A(x;,x;) a M,;; > 0 éléments, on
peut en choisir un f; et A(z;,x;) a M;; > 0 éléments, choisissons-en g. Alors
fog=1let gf =1 car |A(z;, ;)| = M;; = 1 et |A(xj,z;)| = M;; = 1. Alors A
est non-réduite contradiction donc M ne marche pas.

Théoréme 4.7 (Leinster [1]) Soit M = (m;;) une matrice carrée dont les
coificients sont des entiers naturels et pour tout i my > 2 ,alors Cat(M)#
(i.e.d il existe une catégorie associé a M).

En effet: Soit M = (m;;) de taille avec m; > 2, on pose n;; := m;; pour
1 # j et ny := my; — 1. On peut définir une semicatégorie A associé a N dont
les objets sont 1,2, .....,n, pour tout couple (¢,j) on a une fleche ®;; 1 — j

tel que ®;; # 1;;,la loi de composition définit parsi f:¢ — jetg: 7 — k
®;; alors gf = ®;;. Ensuite on peut définir une catégorie B en rajoutant a
A les identités, pour tout ¢ on a 1;; : ©+ — 4. La matrice de B est M.
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Corollaire 4.8 Pour toute matrice positive on peut étudier si cette matrice
marche ou non.

En effet: soit M = (m;;) de taille n alors il y a deux cas :
a- my; > 1 pour tout i € {1,2,...,n}
b- il existe au moins une i’ tel que m;y =1

Cas (a):

on a Cat(M) # 0 d’aprés le théoreéme précédant.

Cas(b):

1- §’il existe une seule i’ tel que myy = 1 ,on peut étudier cette matrice
d’apres le théoreme [4.11

2- ¢’ils existent i,j,...... 1 tel que my; = mj; = ... =my = 1 alors il y a deux
cas:

-si M une matrice réduite alors M ne pas marche d’aprés (lemme [1.6]) .
-si M une matrice non réduite alors il existe une matrice N réduction de M
facile a étudier par récurrence.

Corollaire 4.9 Si M est une matrice de taille n > 3 avec m;; > 1, alors
Cat(M) # 0 si et seulement si, pour toute sous-matrice N C M de taille 3
on a Cat(N) # 0.

En effet, dans I’étude précédente, dans les cas (a) et (bl) les conditions
ne concernent que les triples d’indices ¢, 7, k et donc ne concernent que les

sous-matrices de taille 3. Pour cas (b2) si m;; = mj; = ........ =my = 1,
la condition nécessaire et suffisante pour que M marche est que pour tout
autre k on a my, = myp = ... = My et my; = Mmy; = ... = My, et que la

sous-matrice définie en enlevant j, ..., marche d’apres le cas (bl).

References

[1] C. Berger, T. Leinster. The Euler characteristic of a category as the
sum of a divergent series. Homology, Homotopy Appl. 10 (2008), 41-51.

2] S.Allouch. Classification des catégories finies.
http://math.unice.fr~carlos/documents/allouchJun07.pdf, Mémoire
de M2, Nice, 15 juin (2007).

22


http://math.unice.fr~carlos/documents/allouchJun07.pdf

3]

G. Brinkmann, B. McKay. Posets on up to 16 Points. Order 19(2002),
147-179.

M. Cuntz, I. Heckenberger. Weyl groupoids with at most three objects.
Preprint arXiv:0805.1810v1 [math.GR].

M. Fleming, R. Gunther, R. Rosebrugh. A Database of Categories.
Journal of Symbolic Computation 35 (2003), 127-135.

M. Forrester-Barker. Group objects and internal categories. Preprint
arXiv:math/0212065v1.

M. Kapranov. On the derived categories of coherent sheaves on some
homogeneous spaces. Invent. Math. 92 (1988), 479-508.

T. Leinster. The Euler characteristic of a category. Preprint
arXiv:math/0610260v1 [math.CT].

23


http://arXiv.org/abs/0805.1810
http://arXiv.org/abs/math/0212065
http://arXiv.org/abs/math/0610260

	Introduction
	Matrices carrées d'order 2
	Matrices triples
	Matrices Générales

