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Notutions et objectfs du probleme

Dans teut le problime, P désigne un plan affine euclidien orienté, & =(O# J) ‘un reptre orthio-
‘normé direct de'P. Les coordonnées et les affixes des points de P (resp,des vecteurs ¢y plan vectoriel associc)
sant définies parrappotrtau repére. #- (resp. labase (1,7 )) | o

Soit D, et D, deuxdroites de'P devecteurs directeurs respectifs ¥-et v, et B un nombre réel. On
rappelleque 8 est une mesure de lanplé orienté du-couple de drsites(D;, ;) si et seulement si, & ou 8 + &

est une mesure de 'angle orienté du couple-de vesteurs (v, v ).

Frant donné trois droites D, D, D; duplan P, ondit que D, et D; sont symétriquement inclinées sur
15 4, et senlement si, les angles orientés des couples de-droites (D, D;) et (1 D, ). ont des mesures gpposées
-modhilo- . ' o -

Le probiime est consacré 3 quelques questions relativesd la- notion de points eocycliques. La partie 1 1a
relie A Ia notion dé deux droites symétriquemént inclindes sur une méme troigidme. Les parties TV et ¥
étudient plusieyrs configurations assocides A des points cocycligues d'une conigae. Cette £tude sTappie sur lz
généralisation 3 une conique quelconque dé Ia fiotion de paissance d'un point par rapport funecercle (parties I}
et 1), B ' '

Peélimiinaires

b Soit Q@X)j=a,X* + &) X* + 4, % + ¢; X + a, un'polyndme de degré 43 coefficients complexes- a;,
0 € 7 < 4.0nnote x;;x;, Xy, X, 565 quatre racines complexes; distinétes Ou noti, eton pose :
X oy = > *iXes oy =

oy = & 2 i . :
l&jdksd 1 EjeEnied

i§f64 - ' '

Exprimer, sans démonstration, los nombres complexes. a,, 65, 03 ‘et .0, eivfonction des coefficients gy,
B fan Hy 8t dy. | |

2. Soit D, et £, deux droites de P de vecteurs ditecteurs respectifs: 2] et vy Onndte z), &y k8 affixes dé
Vi et v, Soit-8 an nombre réel. |
2.1. Donner, sans démonstration, une proptiété du nombre complexe ﬁ'%e.“‘."ﬁ-qm sait égquivalente &

Pégalité (v, v3) = B (2m) &

2.2, Endéduire une propriété du nombre complexe L2 gt qui seit Squivalente 3 T'épalité:
Lt oG P P

(), D)= 8 (3),

3., Soit (2, B M ER % R X (RAO])

%1, Préiiser; sans déntonstration, la nature et les éléments de la transformation ¢ duplan P définie analy-
tiquement dansle repére 2 par la représentation 1 x' = hx + a, ¥ = by + B,

32, Soit T une courbe d'équation, dans ie repere-3#, fx, ¥) = 0, okt f désigne une applicationde R % R

dans R. Montrer que Fensemble I défini par Péquation f{kx + a, ky+ B) = 0 sedéduitde T’ par
une transformation qu'on exprimera sumoyen de g .



1. Ervoites symétriguensent inclinées et points cocycliques,

LL

12

13,

-1.3.1. Montrer qug.

Soit trois droites 1, D, D, daplan P, 7 un vecteur: directelir de I d'afﬁm - v, mnovecteur
directeur deD,, daffixe z,, 1 € y'% 2,

Monteer, aiimoyen des préliminaires que D, ot I, somt &ymétriquemem inclindes sur. I si; et
seulement si; "i-rf@. estréel,

En dédmre e, forsgue D, et D, sont paraiié%es, elfes sont symetnquement inclindes sur D si, et
seulemﬁﬂt s, elies sont soit paralléles & D, soitperpencdiculaires i D,

Soit Ay, Ay, Ay A, Quatre points-distingts:d'us ¢erclée € du pian P. Pour 1 € /< 4, 0nnote g
Taffixe de A~ On suppose que les droites {Ay &2) &t {A 3 A) somt symemquemem inclinées siir une
cimﬁe 4] deP

{2y — z.)lz; = ;)
122 M trer que -
oRer iza“zll'fz; Za)

est un nombre réel.

1.2.2. Mpnirer.que les droitss (A A;) et (A, Ay) sont symemquemem inclinées sur D, En ext-il de
méme pourlesdroites (A, A,) ef (As Aj)?

“Soit. A;,AMA 1» trois points distinets d'un cerele € du plan P ot T Iatangente én A, & C.Pour

1 < j % 3,0nnote z; laffixe de.A;. On note { Vaffixe d'un vectenr directeur de’ T,et on suppose que
les degites (A Az} et (A A;,} suntsymétnquemﬂm iictiides sut une droite D de P

(24 - FV |
{2y ~ 2002y ~ 22)

est un nombre réed,

1.3.2. Montrer que les drojtes T et (A A 3} sont symétriquement mcimees sur D,

. Puissancé d’un point par rapport 3 une conigque.

Soit 1" une mn;quﬁ et § un point duplan. P. On se propose:de-définir la notion de puissance du point § par
rapport & la conique. T en commengant par ke cas o I' est un cercle. Pour cela on considére une droite

guelconiqué A passant par S, munie dun vecteur directeur unitsire & par rapport auquel sont définies les
mesurps aipébriques.

111,

2.

On Suppose, dans cette question {11 seufement, gue I ¢St un-cérele de centre 1 et de m?an R,R >0,

ie pomt de F dtamctralmnt opposca A Mommr qua p- SA SA' Expnmer p en fnncnnn
de8iet: da R.

e nombre p, quine dépend que de 3 et de T.¢'appelle-la puissance dui pmm S. par rapport
aucercle T' et sera noté I'(8).

1112, Onsupposeque A esttangented I enun p-;:__in: M, Montrergue I’-(S):w_SM%.

On suppose maintenant que ' nlest pas un cercle. Soit ¢ son excentiicité, D son axe focal,
Cest-h~dire P'axe de symétrie qui contient son (ou sesY fnyer(s} Onaote 8 une mem;re de Pangle t)nenté
dit couple de droites {D,A)

On-se propose de montrer que, lotsque A mupe ' en deux points. A et B, le-produit
(1 ~ et cus?8)SA- 5B ne dépend quede S etde T, Pourcela, Lrsuppdse, dans cette question 1.2,
tereptie # choisi defagon que D= (0,17

2.1, Montrer que I peut &tre- définie, dans le repire ., par I'équation f{x, y} = 0, avec
flryp)= (1 — e?jat+ y? + uy .+ wy, u; et uydésignant.dens-constantes réclies.

.Tnu:’n&z-.la page S.V.P,



IL232. Onnite (3, 3y} les coordonnées de S. Soit M un-point de A On pose b= SM.

Exprimer les coordonnées x et y de M au moyen de %, 5.-0°et k. En déduire que M appartient 3
I si, 6t seulernent §i; A est racine dune équation de la forme {1 ereos’ D)X + X 4+ y= G
ol B et v sont denx réels quilon exprimera ay mayen de®, £, Yo r & # O -

.23, __Onj_guppqag-zgue A coupe r endeux peints distinets A et B. Montrerque le réel p défini par
p= (1 — ¢ cos® §) 5A-SB ne dépend que de-S et de et en dénnér une. expression en
fonction.de xq, Yy, €, 4 8 43 )

» ¥appelle I puissance du point S par rapport i la conique T et séra noté T(S).

T.2.4. On suppose-que A est langente a T en un point M, Montrer qu'ona alors 1 — eteosi® # 0,
puisque TS)= (1 ~ ¢ cos™ 8) SM]. |

'HI. Lignesde nivesu delapplication 8 +— T'(5}.
Soif I' une conique du plan P, -
A tout réel #on associe Vengemblg T, = {$:€ P{[(§) = rl.
Onpose U= {r& RIT P9 b, Ve | p & BT est eédisics un point |, W= RV U V),

1L1, On suppose-que T estun cerele de centre T.¢1 de rayon R. Préciser, au moyen du réel R, les tros
ensembles U, V el W et décrire I', pour £ & W, '

112, Onsuppose queT n'est pas un cercle.
TiE2.1, Montrer que I' = Ty eten dédvireque 0 € W.

111.2.2. ‘'Otvsuppose que T estune elfipse; d'équation %-f %Z_ = 1 dans le repire #, avec
Lb<a _
Diéterminer les trois ensembies U, Vet W, puis montrer gue, pour tout réel rappartenant'd
: ?;rérf -gis;-ri;nage-dg-'F par une transformation géométrique :ﬁentilan;;_st_éﬂwa fa nature et les
gléments.

II1.2.3. Répondre aux questions HL2.2; dans le cas g 1" est la parabole d'équation ¥* = 2'ax dans
- lerepired® aveca:> 0, | |

. o Coxt R T

111.2.4.. On sappose que: T est une hyperbole, d"éguation %‘f — Al w1 dans d6 repere- A, avee

b}
a> Oetb> -
¢. Diécrire Pensemble Ty
b. Déteriiner et cofistruire Pensemble I' = Ti)pe.

¢ Ovsuppuose » # b2, Moritrer-que; seion Ta valepr du réel.r, I', est limage de T ou de T
parune transformation géométrique donton precisera la nature.et ies ¢léments.

V. Poiats cocycliques sur une coniqise.

Pans toute cette partie, T désigne une conique du plan B quin'est pas un cercle. Onnote D son-axe focal et
onconsidére des points distinets A, , Ag, Ay, Agsur . |

IV.1. Onsuppose quelesdroites (A Aj) 6t (Ay Ay ysont séeantes en i pointS.
V1.1, Montrer que § est différent de Ay, Ay, Ay el Ay,

vécteurs unitaires, montrer-gue: A,. Ay, Ag, A, sont cocycligues si, et sgulement €,
SA, - SA, = 8A, - SA, (on pourra utiliser IL1.1:).

1V:1:2. Les.mesures algéhriques suries droites (A, As) et (A; Ay) €tant définigs par rapport a des

1V.1.3. Montrer que les points Ajy Ay, Aqo Ay 800t cocycliques i, ot seitlernent_ si, les droites
(A A)et{A A, ) sont symgtriquement inclinges sur fa droite 1,



V.2 Onsuppose les divites (A, A, ) et (A; A,) paraliéles.
V.21, Lréquivalence montrée en 1V, 1.3. est-elie encore viaie (on pourra utifiser 1.2.2.3?
IV.2.2. Montrer que les points Ay, Ay, Ay, A, sont cocyeliques si, et seulement si, les droites
(A Ky yet (A; A sont perpendiculaires & un midme axe dé symétriede T,
V.3 Onsuppose que fa tangente T, & I"en A et la droite-(A, Ay ) sont sécantes en un point S, On appeile
€ lecercle circonsciitay tmugic A, A Aj.
1¥.3.1, Montrer que S est différent de A, Ay ot A 3

V32, Lies niésures. algébriques sur fa droite (A, Ag) ¢tant definies par rappart A uft vettear
unitaire; montrer que T, gst fa tangente A Cret A, si; 2t seulement 55 SA}=8A,SA, (on
pousra utiliser IL1.2.).

1V.3.3. Montrerque T, esflatangente & C en A, si, ¢t seulement si, les droites (A; As) et
(A, A} sont symétnqnemzntmﬁméa&sur Licdroite B, '

VA, On suppose que latangente T, & T en A, etlatangente T; & T en A, sont sécantes en un
point S,
V4.1, Montrer gite § éstdifférent de A, et A,.
IV.4.2.- Montrér que les propriétés suivantes sont équivalentes :
0} ilexistouncercle C tangentd T, en A, etd T; en Ay
(1) SA;=8A,;
() T, et T; sant symétriquement inclinées siir'la droite D.

[V.4.3. On sappase que les propridtés (1); (if) o (i) ci-dessus sont satisfaiies. On note B, la p&taﬁﬁi&
& Drpassant par:8, ¢, la réflesion daxe B, , B Ia, perpenehculaim &l ‘PASSANL par 8, aﬁ; =3
réflexion duxe 1Y), On pose. ¢ = ¢, $5.

A Reconna;trelatransfﬂmtauan--t

b. Quelle est Uimage de T, par $,7 En déduire que ¢, (A} appartient 3 T'ensemble
{A.6(A)}.

& Montrer qué A, appartienta lensembie [, {A,}',M{Aﬁ}'

V.44, Montrer que fes propriétés (i), (i) et {;n) dela quesmm 1V.4.2. sont gncore dquivalentesa
1a droite (A, A2) est-perpendiculaire & un axe de symétrie de T

Dans ceite partie, T désigne une ellipse, d’equauan s o ﬁw = | danslerepere R, avec § € b€ .
On pose ¢ = ,-{rzz =2,

. On dote el U Vensemble des sombres wmpiﬁxﬁs de module 1 e, A toul diément « dé U, on dssocie

+ % u
2 A I} 2i

le point M {i]).du plan P de coordonnées x = 4

V.1. Montrerque Papplication # »—= M (#] est unebijection de Usur T,
V.2, Cdéstgne uneercle déquation x? + y2 — Jax — 2py+y =0 dansilerepire 2.

V2.1, Détetminer un polynbéme Q- (X) de degré 4, A cuefficients. complexes, de coefficient
dominant ¢, dont fos autres coefficients sont<es polynomes en q,-b, @, B, v qu'on précisera,
et-qui vérifie la ympﬁate spivanie : (\fu n €U {(M fuy& ¢ n I‘) = Qulu) =0}

Lepolyndnié O {X) dins construit est appelé polyndme associé au cercle C,

V.22 On suppose.que C ~ T est up ensemble de’ quatre points (distinets). My, M,, Mj et'M;.
Pfauri £ & 4, 0onpose M, = M(u;) u, &

Montrerque g gz uy g = 1.

Tournez la page S.V.P. -



V.3

V4

Soit My = M{u;}; My = Mlu,), My = {R3} et M, = { BT pour 1 € /< 4, quatre
points dssnnc;s deT. Montrergue ces yﬂmts sont mcyclsques s, et seulement 81, Ky o Uy lly =

“Soit My =M (1) vnpoint de T, 1ty & Us

V4.1, Montrer qu'il existe un-unique cercle Oy tel que i soit racine dPordre de multiplicité au moins.

égal & 3 du polyndme Q. (X} ass0CHé 8 Cys
o s appeﬂc le cercle ascuiatmir & Vellipse " au point M.

V4,2, Exprimer,en fonction.dg.a, bet i, les coordonnées du centre €2, de Cy.
V4.3, Mﬂntrﬁr'i;gle@q et T oal ia méme tangente T, au ;?Qin!-l\j'fn . |

V.44, Comment doit-on choisic My sur T pour avoir Cy ~ ' = {My}?

V4.5 On suppase que Mﬁ n es't'pas choisi de cette. 'ﬁia‘ﬂiéﬁe

(I\d[n M ) sont matnquemcnt inclinges sar l'axe ft)t:al D de I“

V.4.6. On note E Tenseniblede tous les points M de T M, | qui-sont tels que le cercle-osculateur en
MAT passe par Mﬂ Ouel est le-cardinal de E? Montrer que T'ensemble E @ { Mg } est-conten
dans un-cercle {on msnﬁguera ias cas oll M, est-choisi comme en'V.4.4. et ceux-oll il est choist
sommie en' V4.5, >



