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Reconstruction du champ des vitesses
d’une houle longue
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Résumé. Partant de la théorie de I’eau peu profonde, une transformation analytique simple
permet de reconstruire, dans toute la masse fluide, le champ des vitesses induit par
P'onde. L’approximation ainsi obtenue est plus réaliste et respecte I'incompressibilité
du fluide. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris
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Reconstruction of a long wave velocity field

Abstract.  From the shallow water gravity wave theory, an analytic transformation reconstructs
the velocity field in all the fluid domains. The solution obtained is more realistic and
non-divergent. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

long waves / shallow water / velocity / reconstruction

1. Introduction

Des systémes de mesures non intrusifs, tel I’'anémométre laser, permettent de mesurer le champ des
vitesses induit par une onde de gravité [1]. Dans de nombreuses situations pratiques, on a affaire 2 des
houles longues (relativement a la profondeur) et la confrontation théorie~expérience s’avére délicate.
En effet, la théorie qui décrit ces ondes — la théorie de 1'eau peu profonde - donne en premiére
approximation, un champ des vitesses uniforme sur la verticale. Une telle approximation ne respecte
pas I'incompressibilité du fluide. Si I'on veut déterminer plus précisément le champ des vitesses, il faut
résoudre les ordres supérieurs. Cela présente plusieurs inconvénients : i) il faut effectuer des calculs
dont la complexité croit trés vite en fonction de I'ordre de la résolution, ii)la série obtenue est
divergente [2] et la solution est d’autant moins bonne que 1’ordre de la résolution est élevé, iit) I’ap-
proximation considérée ne vérifie pas de maniére exacte la non-divergence du champ des vitesses. Pour
combler ces lacunes, il est intéressant de reconstituer le champ des vitesses a partir de la premidre
approximation uniquement,

Note présentée par René MOREAU.
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2. Technique de reconstruction

Pour I’étude des ondes de gravité surfaciques cylindriques sur fond horizontal, on considere
généralement 1’écoulement bidimensionnel et irrotationnel d’un fluide incompressible. Soit x la varia-
ble horizontale, y la variable verticale ascendante, ¢ le temps, u la vitesse horizontale et v la vitesse
verticale. Le fond se situe & la cote y =0 et la surface en y = h + (x, t), h étant la profondeur
moyenne et # la position de la surface par rapport au niveau du repos. L’irrotationnalité¢ de
’écoulement implique I’existence d’un potentiel des vitesses ¢. L’incompressibilité du fluide et
I’imperméabilité du fond astreignent alors ¢ a vérifier

¢ t9,=0 pour Osysh+n¢o,=0eny=0 1)

On vérifie aisément que la solution la plus générale de (1) est :
p(x,y, 1) =fx+iy, 1) + flx — iy, 1) @

ol f est une fonction arbitraire. Un développement de Taylor de f en x donne :

o0 2n 2a
o(xy0=2 3 (-2 IR0 ®

=~ (2n)!  ax"

On retrouve en (3) le développement de ¢ utilisé par [3]. En outre, puisque 2f(x,¢)=
o(x,y=0,1), 2f(x, t) représente le potentiel des vitesses sur le fond. C’est la méme fonction,
f, qui intervient dans 1’expression du potentiel sur le fond et dans tout le domaine ; seul son
argument (i.e. x + iy au lieu de x) est différent. Ainsi, la simple connaissance du potentiel sur le
fond permet de le reconstituer dans toute la masse fluide.

3. Champ des vitesses d’une houle cnoidale

On applique ici la technique du paragraphe 2 a la théorie de 1’eau peu profonde, o I’on considere
une surface libre imperméable, isobare et sans tensions superficielles. Cette théorie donne - a I’aide des
fonctions elliptiques de Jacobi sn, cn et dn — une approximation analytique du potentiel des vitesses et
de la forme de la surface induits par une onde longue [4] :

dn’( A6, k) - EIK
2(30,k), n="21 (IA—E/)K L 9—x—cr+s @)

¢:

o

ol 4 est le nombre d’onde, C la vitesse de phase, J la phase a I’origine, A la vitesse horizontale
maximale, a ’amplitude de 1’onde, Z la fonction z€ta de Jacobi de module k, K(k) et E(k) les
intégrales elliptiques complétes de premiere et seconde espéce. Ces paramétres sont liés par les
relations :

-k - h
__c___=1+21 k%2 3E/(2K)’ W2y 3a :a__\/; s
Veh h 1 - EIK 1 - EK 1-EK
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A et K sont liés 2 la longueur 4 de 'onde par A4 = 2 K/A. A partir de cette solution, on obtient une
meilleure estimation du potentiel des vitesses en utilisant la formule (2) :

p=2""AAL N Z[A(O+iy), k] +Z[ (6 -1iy), k])

_A . ,sn( A8, k) cn( A6, k) dn (46, k) sn’( Ay, k')) 6
il (Z( 0.k) +k -en’®( Ay, k) + k? sn®( A8, k) sn*( Ay, k*) ©
avec k’=V1 - k% . Pour les faibles valeurs de k, on a:

@ = Ak*4 ;. sin (2 40) cosh (2 Ay) + O(k*) )

On reconnait en (7) 'expression de ¢ fournit par la théorie linéarisée des ondes courtes [S]. La
relation (6) unifie donc les solutions de la théorie des ondes longues et de celle des ondes courtes.
Cette unification n’est cependant que partielle, les relations (5) liant les parameétres n’étant valables
que pour des houles relativements longues. Cette reformulation de ¢ n’étant pas constante suivant la
verticale, elle nécessite une redéfinition de #. Si, comme dans la théorie de I’eau peu profonde au
premier ordre, on considére 1’approximation # = Vh/gp (y=h), on a:

4 \/E dn®( A6, k) co®( Ak, k’) dn®( Ak, k%) — k* sn?( A0, k) cn®( A6, k) sn®( Ak, k) _ E] ®
T=4 Vi [cnl( ik, k') + K2 sn?( A0, k) sn2( s, k') |2 K

On définit alors I’amplitude a de I’onde comme le maximum de #, d’ol :
a=AVhig (dn®*(Jh, k') en™*(Ah, k') — EIK) 9)
4. Analyse des résultats

La reconstruction de # donne un profil — & amplitude et longueur d’onde égales — plus « dissy-
métrique » que la théorie de I’eau peu profonde au premier ordre : les crétes sont plus « pincées » et
les creux moins « profonds ». Ces différences sont quantitativement significatives (figure 1) et
I'expérience tranche en faveur de la formule reconstruite (les données expérimentales sont tirées de
[6]). La théorie classique (au premier ordre) surestime le champ des vitesses (figure 2). Cette suresti-
mation est plus grande pour la vitesse verticale. Les écarts entre les deux formulations sont d’autant
plus grands que I’onde est courte et que I’on s’éloigne de la surface (3 amplitudes égales 2 la surface).
L’€écart relatif ¢ des vitesses horizontales maximales (i.e. &= (u, —u,)/u, ol u, et u, sont les
vitesses horizontales en # = 0 classiques et reconstruites) est maximal sur le fond, et est d’autant
plus important que I’onde est courte. Par exemple, avec les paramétres de la figure 2, ¢ = 87 % au
fond, ce qui montre que les différences entre les deux formulations sont quantitativement trés
significatives. L.’ importance de cet écart relatif montre aussi que 1’approximation d’un champ des
vitesses uniforme sur la verticale n’est pas satisfaisante.

5. Conclusion

Partant des résultats de la théorie classique de I’eau peu profonde, on a, sans gros calculs, obtenu une
estimation plus réaliste du champ des vitesses d’une houle cnoidale. Les corrections ainsi apportées
sont significatives et confirmées par I’expérience. La solution obtenue étant i divergence nulle, elle
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Figure 1. Profil de surface d’une onde solitaire. a/h = 0,18, (--) théorie classique, (~) théorie reconstruite,
(o) expérience.

Figure 1. Soliton surface elevation a/h =0.18, (- -) classical theory, (=) reconstructed theory, (0) experiments.
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Figure 2. Vitesses & la surface. k% =09, a/h =032, (--) théorie classique, (-) théorie reconstruite.

Figure 2. Speed ar the surface a/h=0.32, (--) classical theory, (-) reconstructed theory.

peut servir de condition initiale « acceptable » & des modeles numériques résolvant les équations
exactes. Plus généralement, la technique est applicable a tous les problémes ol I’on résoud une
équation de Laplace par un développement en série de Taylor.
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