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Chapitre 1

Contrats d’option et leur couverture

1.1 Options européennes

Notons S; la cote (le prix), & Uinstant ¢, d’un actif sur un marché donné.

L’exemple le plus naturel d’actif est sans doute celui d’une action cotée en bourse, comme 1’action Micsft ou Netscp sur
le NASDAQ ou AmOnLne sur le NYSE. Mais cela peut aussi étre le cours d’une matiére premiere ou d’un produit agricole
tel 50.000 livres de boeuf sur le marché de Chicago.

Nous verrons au chapitre 3 (et les suivants) un modeéle mathématique pour S = (S;) +<T- Nous pouvons
néanmoins poser deés & présent la définition suivante : On appelle option (européenne) sur S, de date
d’échéance T', un contrat souscrit a la date ¢ = 0, assurant au souscripteur, le paiement d'une somme
©(ST), oll ¢ est une fonction donnée.

L’option Call est 'option qui assure a son détenteur de pouvoir acheter, a la date d’échéance T', I’actif
S & un prix maximal K ; on a donc ¢cau(s) = (s — K)*, ot 7 vaut z si > 0 et 0 sinon. L’option
Put assure a son détenteur de pouvoir vendre, a la date T', 'actif S au prix minimum K ; on a donc
@put(s) = (K — s)T. Le nombre K s’appelle le priz d’exercice (ou strike) de 1'option.

On retrouvera, a la figure 1.1 la description des deux options les plus courantes : I'option Call et I'option Put. Les
contrats d’option sur actions ont eux-méme fait I’objet d’une négociation en bourse au début des années 70 sur le Chicago
Board of Trade (CBOT). Il y a donc également un prix de marché des options telles que le Call et le Put.

Le propre d’un contrat d’option tient a ce que, a la date ¢t = 0 de souscription, la valeur de St
n’est pas connue. Il convient de comprendre un tel contrat comme un contrat d’assurance. Le vendeur
de 'option est ’assureur, ’acheteur 'assuré : il s’agit d’un contrat de transfert de risque moyennant un
prix. A la différence des contrats d’assurance de sinistre pouvant intervenir avec une probabilité et ou
Passureur réduit le risque qu’il a pris en diversifiant ses risques, on dispose aujourd’hui de modeles et
de calculs mathématiques suffisamment efficaces pour que ’assureur puisse - dans les limites du modele,
bien entendu - vendre sans risque un unique contrat, moyennant un certain travail bien décrit qu’il devra
effectuer tout au long de la durée du contrat. Ce travail consiste a gérer un portefeuille de couverture
selon une stratégie que nous allons découvrir progressivement. Dans ce chapitre, nous considérerons deux
situations tres simples montrant le mécanisme essentiel. Le cas général s’obtient par simple répétition
en grand nombre du mécanisme, et une mise en forme (= mise en “formules”) au moyen du langage des
marches aléatoires et du calcul y affairant.

Le point essentiel pour 'approche exposée ici est que le marché soit “liquide”, c’est-a-dire que ’on puisse acheter ou
vendre D’actif, au prix indiqué, en quantité arbitraire. Ceci est bien entendu une idéalisation, un achat en grande quantité
sur une courte période provoquant généralement une hausse et analogue pour une vente. Les premiers contrats d’option

étaient des contrats sur cours agricole.

Exercice 1.1 Apres avoir étudi€ la définition d’un Call et d’un Put, indiquer comment au moyen d’achat
et vente de Call et Put synthétiser les options définies par les fonctions de pay-off de la figure 1.2.

1.2 Un modele binaire a une seule étape

Soit S un actif valant 120 a la souscription du contrat et dont on est assuré qu’il ne pourra, a la date
d’exercice, que prendre I'une des deux valeurs 180 ou 60. A noter qu’on ne dispose d’aucune information
sur les probabilités de chacune de ces deux issues. Voici comment assurer, sans risque, un contrat d’option
européenne de fonction de paiement . C’est I'idée, fondamentale, de porte feuille de couverture, composé
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Fi1G. 1.1: Fonction de paiement d’un call et d’un Put : 'option Call est 'option qui assure a son détenteur
de pouvoir acheter, a la date d’échéance T, 'actif S & un prix maximal K. Si S7 < K, 'option aura donc
une valeur nulle pour t = T. Si Sy > K, l'option vaudra St — K pour t = T, c’est-a-dire la différence
entre le prix maximal convenu K et le prix effectif St de l'actif a la date T'. Pour une option Call, on
a donc @ean(s) = (s — K)*, ot 2t vaut = si 2 > 0 et 0 sinon. L’option Put assure & son détenteur de
pouvoir vendre, a la date T, 'actif S au prix minimum K. En examinant successivement les cas S > K
et St < K, il est facile de voir que ppyi(s) = (K — s)T. Le nombre K s’appelle le priz d’ezercice (ou
strike) de 'option.

.
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F1a. 1.2: Fonctions de pay-off de quelques options standard : (a) straddel, (b) strangel, (¢) bull spread,
(d) bear spread, (e) butterfly spread, (f) condor.



1.3. UN MODELE BINAIRE A DEUX ETAPES; COUVERTURE DYNAMIQUE. 7

de a actifs et b unités monétaires (euros, par exemple). A la date T, la valeur Il de ce portefeuille sera
[y =aSt+b (1.1)
a supposer que b ne soit pas porteur d’interéts. Nous voulons que
7 = ¢(S7) (1.2)

et comme St ne peut prendre que deux valeurs ST = 180 et S~ = 60, la relation (1.2) est équivalente
au systeme

{aS++b = (s (1.3)

aS™+b = ¢(S7)

Les inconnues sont a et b; ce systéme admet une (unique) solution ssi le déterminant de sa matrice est
non nul, c¢’est-a-dire
St -8 #£0,

ce qui est précisément le cas ici.
Prenons l'exemple d'un Call de prix d’exercice K = 80. On a ¢(S) = (S — 80)*, donc ¢(S;) =
©(180) = (180 — 80)™ = 100, et ©(Sy ) = ¢(60) = (60 — 80)* = 0; le systéme devient donc

al80+b = 100
{ ab0+b = 0 (1.4)
d’oti la sloution a = 10/12 et b = —50 < 0. En pratique, le portefeuille de couverture doit comporter

a = 10/12 d’actifs et une dette (b < 0) de |b] = 50, somme que le financier emprunte pour constituer
son portefeuille a la date t = 0, lorsque S vaut Sy = 120. Soit II la valeur du portefeuille. A ¢t = 0, ce
portefeuille vaut donc Ilj, avec

10
My = aSy + B = 75120 — 50 = +50.

Le financier assurant, sans risque, ce contrat doit donc le facturer (hors frais...) au prix IIp = 50, cette
somme, ajoutée a I'emprunt de 50, constituant la somme nécessaire a ’achat de }—g d’actifs. Dans ce
modele, simpliste, du comportement de St, le prix de 'option Call est donc IIy = 50.

Afin de bien assoir la compréhension de cette démarche, observons quelles sont les situations possibles
a la date T' (c’est une paraphrase du systeme 1.4). Si Sp = S(;r = 180, les actifs valent %180 = 150;
le financier doit payer ¢(S;) = (180 — 80)T = 100 au détenteur de I'option, et il lui reste exactement
50 pour rembourser son emprunt. Si Sy = S; = 60, les actifs valent %60 = 50; ici encore, il reste
exactement de quoi rembourser la dette. Notons que pour que le systéme (1.4) admette une solution, il
suffisait que Sy # g, ce qui est précisément 'origine du sens du contrat : s’il n’y avait qu'un seul prix

at="T,il n'y aurait pas besoin d’assurance !

1.3 Un modele binaire a deux étapes; couverture dynamique.

Considérons une situation un peu plus élaborée. Soit un titre valant Sy = 80 et changeant deux fois
de prix avant I’échéance en T = 26t. Observons que dans ’exemple précédent nous avions, a t = dt,
S5t = SO+ =So(1+ %) ou S5 =S5 = So(l — %) Supposons qu’ici S suive un processus analogue :

Sst =So(1£3), Sasr = Sse(1£3).
Cela donne (figure 1.3)

So =80 devient Ss; =120 ou S5 = 40 (1.5
Sst = 120  devient  Sas; = 180 ou Sos: = 60
Sst =40 devient  Sys; = 60 ou Sus = 20

(=)
= =

Reprenons le cas d’une option Call, avec date d’exercice T' = 2§t et prix d’exercice K = 80; a noter
que K = Sp : on dit que c’est une option “a la monnaie”.
Observons que si Ss; = 120 nous retrouvons ’exemple précédent et comprenons que le portefeuille de
couverture, dans ce cas, doit valoir
s (si Ss¢ = 120) = 50.
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Fia. 1.3: Une patte-d’oie : évolution sur deux étapes d’un actif & dynamique stochastique binaire, avec
SO =80 et St—i—ét = St(l + 05)

Qu’en est-il si S5; = 407 Ici guere n’est nécessaire de faire des calculs : par (1.7) Sast(si Ss¢ = 40) vaut
60 ou 20. Comme ces deux valeurs sont inférieures & K = 80, on aura toujours ¢(Sas:(si S5t = 40)) =
(Sast(si Ssr = 40) — K)*t =0, et donc

T (si S = 40) = 0,

puisqu’il n’y a plus rien a couvrir dans ce cas.
Plagons nous a l'instant ¢ = 0 ; nous comprenons qu’il nous faut composer un portefeuille de couverture
(ao, bo) satisfaisant & agSs: + bp = Iz, c’est-a-dire au systeme

apl20+by = aoSy + bo = s (si Sse = Si) = 50 (1.8)
agb0 +by = apSy +bo =1s:(si S5t =5, ) =0, '
avec SSE := Sp(1 +£0.5). On trouve immédiatement ag = % et bp = —25, d’ou
5

Iy = agSo + by = §80*25 = 25.

Résumons : cette nouvelle situation nous conduit a une option dont le prix est Iy = 25, auquel on ajoute
un montant 25 qu’on emprunte, le tout servant a acheter % d’actifs a 80 piece. Si, pour t = §t, S a évolué a
la baisse et que S5 = 40, on solde le portefeuille ; la part en actifs ne vaut plus que apSs; = %40 = 25, soit,
exactement de quoi rembourser la dette by = 25. Si, pour t = dt, S a évolué a la hausse et que Ss; = 120,
nous avons vu dans I'exemple précedent que le portefeuille doit & présent comporter as; = % ; comme il
y a déja % d’actifs dans le portefeuille, il convient d’en racheter % — % = 411_2 au prix unitaire S5 = 120,
donc pour une valeur de }1—3120 = 25, que 'on emprunte, ce qui porte la dette totale a 25 4 25 = 50,
comme dans le premier exemple, bien entendu.

Voila; c’est aussi simple que cela et cela s’appelle de la couverture dynamique, c’est-a-dire que 1’on
modifie la composition du portefeuille de maniére dynamique, un synonyme pour composition évoluant
en fonction du cours. Le cas général consiste simplement & passer d’'un modele & 2 étapes a un modele a
n étapes, et a tenir compte du fait que les emprunts d’argents ne sont pas gratuits et sont soumis a un
paiement d’intéréts. Pour ce faire, le langage des marches aléatoires — ou récurrences a choix multiples
— est remarquablement commode. Nous allons mettre ce langage en place et reformuler la stratégie de
la couverture dynamique dans ce cadre. Nous calculerons également la limite de Iy lorsque n tends vers
I'infini, ce qui nous donnera la fameuse formule de Black et Scholes, introduite indépendament par ces
deux auteurs d’une part, et Merton d’autre part, en 1973, ce qui valut le prix Nobel d’économie a ses

auteurs en 1997.



Chapitre 2

Equations aux différences
déterministes

Nous abordons ici le calcul avec les i-petits dans le cadre d’un probleme qui est souvent abordé
au moyen des équations différentielles ordinaires y' = f(t,y) : le calcul des intéréts composés et de
I’actualisation.

La monnaie est, notamment, la matérialisation d’un droit a acquérir un bien. La finance traite de la
gestion de ce droit au travers du temps et des risques attachées a I'organisme auquel on délegue ce droit
pour une durée que nous noterons At. Nous abordons ici le cas ol I'on estime que ce risque n’existe pas.
La dette souveraine d’états jugés stables est, actuellement, ce qui s’apparente le plus a ce modele. Notons
B, et Byia¢ un titre matérialisant un meéme droit, mais pouvant s’exercer a deux dates distinctes ¢ et
t + At, avec t <t + At. On note R;{At} le nombre tel que

Bt—f—At = Bt(l + Rt{At}) (21)

La quantité R,{At} s’appelle le taur d’intérét, a la date t, pour une durée! At. La question d’élaborer
un modele mathématique réaliste de R;{At} est un probleme difficile, objet de recherches actives. Nous
abordons ici la question plus facile pour At fixé et R;{At} une fonction (déterministe) de ¢. Sur un
“compte épargne”, At est par exemple de 15 jours, avec R;{dt} = 0 pour 0 < t < At.

2.1 Taux constant
Soit r fixé. Vérifions que (2.1) est satisfait par
B, := Bye™ (2.2)
ol nous supposerons que By # 0. Par (2.1) nous voyons que
Boe" A = B, ny = By(1 + R{At}) = Boe™ (1 + R{At})
et donc, en simplifiant par Bpe™ # 0, nous avons
14 R{At} = ™ = 14+ R*{At}

ou R*{At} est indépentant de la valeur de ¢ : nous disons que (2.2) est un modele & tauz constant. Soit
k quelconque; par (2.1) on a

Bi(1+ R*{kAt}) = Byigar = Boe"TFA) = By(e"®")F = By(1 + R*{At})",
d’ot1, en rapprochant les extremes
Bi(1+4 R*{kAt}) = By(1 + R*{At})*, (2.3)

qui est la formule des intéréts composés qui, pour k entier naturel, a fait les beaux jours des mathématiques
financieres de ’enseignement élémentaire.

LEn finance, si At < lan on parle de “taux d’intéréts & court terme”, et sinon de “taux d’intéréts & long terme”

9
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Nous pouvons nous poser la question s'’il existe un autre modele que le modele (2.2) pour lequel la
formule élémentaire des intéréts composés est vraie pour tout ¢, tout At = 1/n, et tout entier k& > 0. Soit
rtelquee” =1+ R*{1},et T = kAt =k/n. On a

k .
Br = Boskar = Bo(1+ R {kAt}) = Bo(1 + R*{~}) = Bo(1 + R*{1})% = Boe"" = Bye'T.

Nous voyons donc que nécessairement By = e"! pour tout 7' = k/n rationnel, et donc aussi pour tout 7
réel si on suppose que la fonction T'+— By est continue. Il n’y a donc pas d’autre modele que (2.2) qui
satisfasse la relation élémentaire des intéréts composés.

Exercice : Montrer, & partir de la formule (2.1), la formule générale des intéréts composés suivante :

(1+ Re{kAt}) = (14 R{AD(1 + Ry ar{ A1 + Reyani{At}) ... (1 + Reyumnyar{ At}).

2.2 Taux variable

Si le taux d’intérét R:{At} n’est pas constant avec t, il est utile de considérer le cas out At est petit.
Nous formalisons cela en considérant

0t > 0, un nombre i-petit fixé. (2.4)

11 est naturel de penser qu’en premiere approximation le taux d’intérét R;{At} est une fonction linéaire
de At lorsque At est i-petit. Notons r(t) le coefficient de linéarité. En d’autres termes, pour tout ¢ limité
et tout At i-petit, nous postulons que

R At} = (r(t) + ¢)At,

ol ¢ est le symbole générique pour un réel infinitésimal que nous ne souhaitons pas préciser au dela de
connaitre son ordre de grandeur. A ce stade élémentaire, nous supposerons que t — r(t) est une fonction
standard. La formule (2.1) implique que

Biyst = Bi(1+ (r(t) + $)6t). (2.5)

Proposition 2.1 Si By et T = ndt sont limités et si la fonction t — r(t) est en outre continue sur [0,T],
alors

BT = BQ@IUT T(s)ds—i—ﬁ. (26)

2.3 Equation aux différences infinitésimale et équations différentielles

Introduisons la notations

(SBt = Bt - Bt—ét- (27)

La relation (2.5) devient
6Bt+6t = Bt (T(t) + ¢)5t,

et comme, au vu de la proposition 2.1, les solutions restent i-voisines des solutions de

0Bi4st = Byr(t)ot, (2.8)
c’est par ce type de récurrences que nous modéliserons le cours B; d'une obligation?, ou plus précisément
obligation & zéro-coupon.A noter que ceci peut encore s’écrire

0By st
ot

et la proposition 2.1 montre que la solution d’une telle récurrence reste i-voisine de la solution de ’équation
différentielle

= ’I”('lf)Bt7

B =r(t)B

telle que B(0) = By, puisque BoefoT ($)ds pest autre que cette solution.

2¢’est-a-dire un actif financier dont la valeur au cours du temps est connue, et qui est supposé sans “risque de défaut” :
si vous prétez Bp a votre banque, celle-ci vous doit Bt aprés un temps t. Il est important de comprendre que sur un marché
ouvert, il ne peut y avoir qu'un seul modele de fait de placement sans risque en vigueur, sans quoi il y aurait possibilité
d’arbitrage, c’est-a-dire d’enrichissement sans prise de risque.
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2.4 Actualisation

En l'absence de risque, B; constitue ’étalon de comparaison entre deux actifs financiers ayant des
dates de valeur distinctes. Précisons cela : soit A un actif financier, A; et A;ya¢ sa valeur aux instants ¢
et t + At. Pour comparer les valeurs intertemporelles de A; et Aiya¢, on compare combien d’obligations
cet actif permet d’acquérir aux deux dates t et ¢t + At, a savoir

3 Ay 3 Aty At
A; = — comparé a Ay iar = .
"B T By
La grandeur A; := g—f s’appelle la valeur actualisée de A; (selon lobligations By). Si on choisit By tel

que By = 1, on voit que A; est une actualisation au temps 0, puisque, si b := A,, alors A(t) =bB; et b
est précisément le prix de b obligations la 'instant 0.

En finance, il y généralement plus simple de comprendre les relations existant entre actifs actualisés :
cela efface les difficultés techniques liées aux évolutions déterminsites et ne laisse subsiter que celles liées
a la nature stochastiques des modeles.

A titre d’exemple, reprenons ’étude d’un portefeuille de couverture dans le modele binaire & une seule
étape, mais ou les actifs sans risques sont porteurs d’intéréts.

Notons ag et by la composition en actif risqué et actif non risqué, arretée a 'instant 0 du portefeuille
de couverture. Nous voulons que Il = ¢(St) et donc agSt + boBr = ¢(St). En actualisant a 'instant
0, c’est-a-dire en divisant pas B, nous obtenons

aoSt +bo = ¢(St) := ¢(St)/Br.

Notons SOi les deux valeurs de St dans ce modele élémentaire, nous voulons donc que aq et by satisfassent
le systeme suivant, que I'on peut résoudre par combinaison, de la maniere indiquée :

a0Sy  + bo = 3(57) +1 | -8y

apS, + by = ¢(Sy) —1 | +5¢
ao(Sy —Sy) = B(55) —&(Sy)

bo(S§ —S5) = S5é(Sy)— Sy @(S5)

Finalement, nous obtenons
B = B55) oy _ 54 P(S5) = STeS))
So =S S¢ = So

En choisissant By = 1 (c’est-a-dire en choisissant By pour numéraire), nous avons

apg =

Iy = apSo+bo
So o e Sy L So .,
= ﬁ@(sar) —p(Sy)) + ﬁ%(so ) — ﬁ%(sﬁ
So =S So =S So =S
~/ SO 5 Jp S~+—SO
= BSH RS sy
S0 — S0 S0 —So
Observons que si nous posons
= 75:07597 et p = 75:&75:0,
So =S So =S
ona0<p,p" <1 pourvu que S:)_ < Sy < S:T, et que p* + p~ = 1. En d’autres termes, si on pose

Pr{Ss; = S} := p* et Pr{Ss; = Sy } := p~, qu'on note P* cette probabilité sur la variable aléatoire
bivaluée St, et EF” I’espérance pour cette probabilité, alors

I = E7 [3(ST))- (2.9)

C’est ainsi que le calcul des probabilités s’introduit de maniére naturelle dans le calcul des priz d’options.
Nous allons systématiser cette idée dans un modele plus sophistiqué d’évolution de S;. Pour cela, nous
allons tout d’abord introduire la marche de Wiener, et étudier ses propriétés.
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Chapitre 3

La marche de Wiener

Nous venons de rappeler la relation entre suites définies par récurrence ou équations aux différences
& une (seule) variable, et équations différentielles. Nous abordons ici un ingrédient important pour abor-
der d’intéresantes équations aux différences stochastiques, qui elles-mémes ouvrent la voie aux équations
différentielles stochastiques (ces derniéres ne seront abordées qu’en maitrise). Comme pour le cas déterministe
que nous venons d’évoquer, nous considérons un intervalle de temps [0, 7] que nous subdivisons en n in-
tervalles égaux de longueur 0t; donc T' = ndt. Il est utile de concevoir 6t comme une unité de longueur
sur le “temps” t, fixée une fois pour toute. Nous aurons ’occasion d’indiquer des propriété particulieres
lorsque cette unité peut étre considérée comme petite, mais telle n’est pas notre soucis pour le moment.
Il nous paraitrait en revanche nuisible de supposer que §t = 1; sur le plan de la modélisation, c’est T' =1
qui serait une restriction acceptable, et comme 6t = T'/n, il est souhaitable d’imaginer que §t < 1, ce qui
implique en particulier que 6t < v/dt. Nous notons

T :=1[0..T] := [0..Ts: := {0, 6t, 20t, ... ,kdt,... ,ndt}

I’ensemble des points de subdivisions. Nous ne considererons ici que des fonctions définies sur T, mais il
n’est pas absurde d’imaginer de prolonger ces fonctions sur [0, 7] tout entier par des fonctions constantes
sur [kot, (k + 1)0t[.

La marche de Wiener W que nous voulons définir est solution de 1’équations aux différence stochas-
tique sur [0..7]

(3.1)

Wy = Wi —Wis
Wo = 0.

ou, et c’est 'originalité du stochastique sur le déterministe
“ 5Wt = Wt — Wtfgt = :l:t\/g ? s

c’est-a-dire que l'accroissement ne prend pas une valeur unique, mais, dans cet exemple simple mais tres
utile, deuxz valeurs, +v/0t et —/dt, le choix entre ces deux valeurs dépendant de ¢t = ndt € [0..T)5¢. Nous
abandonnons tout de suite la notation +,1/8t pour celle, plus proche de 1'usage, de §W;. Les 6W; sont
des variables aléatoires (v.a.) sur un méme espace probabilisé (2, Pr) & deux valeurs (ou “bivaluées”, ou
“de Bernouilli”). Précisément : les

(OW)te0..105:

sont des v.a. aléatoires de Bernouilli indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) telles que 6W(w) =
j:\/&; nous posons
p = Pr{6W, = +V5t},

la valeur de p étant indipendantes de la valeur de ¢, puisque les v.a. dW; ont été supposées identiquement
distribuées, un synonyme de “de méme loi”. Nous serons amenés plus loin, pour les besoins des applications
que nous avous en vue, a choisir la valeur de p de fagon adhéquate, en fonction de la valeur de n = T'/6t;
lorsque 0t est petit, p sera proche de % Pour suivre ce qui suit sur un exemple concret, il n’est pas génant
pour le moment d’imaginer que p = 5. Parfois on réserve méme le nom de marche de Wiener a ce cas,
mais ce n’est pas ce que nous ferons. Si nécessaire, on pourra préciser que la marche que nous considérons
est la p-marche de Wiener.

=

Exercice : Rappeler comment définir sur Q = {0,1}" une probabilité Pr = Pr, telle qu’il existe sur
(Q,Pry) n v.a. de Bernouilli i.d.d. (Xg)g=1.n telles que Pr{X, =1} = EX}, = p.
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3.1 Deux points de vue complémentaires sur la marche de Wie-
ner

Il convient de comprendre (3.1) comme une relation définissant Wi(w) par récurrence & partir des
valeurs 0W(w) des v.a. (6Ws)sejo..77- Précisément, on définit Wi (w) par

{ Wt(W) = Wtfgt(W) + (SWt (W)

Wolw) = 0. (3.2)

En considérant tantét w comme parametre et ¢ comme variable, ou inversement, on obtient deux concep-
tions utiles des quantités Wy (w).

3.1.1 Les trajectoires W (w) et leur probabilité
Soit w € ; pour chaque ¢t = kot € [0..T], Wi(w) est un nombre réel, et donc W(w) est une fonction

W(w):[0.T] — R
t — Wiw)

appelée la trajectoire de W associée a w. Nous notons W l'ensemble des trajectoires de (W;).co..77- Chaque
trajectoire est caractérisée par les n valeurs de (6Ws)qejo..77- Si 6Ws(w1) # W (w2) pour une valeur de
s au moins, alors les trajectoires W(w;) et W(ws) sont distinctes. Comme chaque W, (w) prend deux
valeurs distinctes (£+/0t), la marche de Wiener a exactement 2" trajectoires distinctes Wy (w), w € €.
Soit 7y : [0..7] — R une de ces trajectoires. On pose

prwy =Pr{we Q | Wi(w) = ~(t) pour tout t € [0..7]}.

Toute trajectoire W (w) est déterminée par les nombres (6W;(w))sejo..7 ; posons d7(t) := y(t) —y(t —dt).
11 est clair que

~(t) = Wi(w) pour tout t € [0..7] (33)
si et seulement si
7(0) = 0 (=Wy(w)) ,cequiestvrai pour toutes trajectoires de W, et
0y(t) = O6Wi(w) pour tout ¢t €]0..T1.

Donc, par (3.3), si v est une trajectoire de W,
prwy =Pr{we Q | W (w) = §v(t) pour tout ¢ €]0..71} ,
et comme les v.a. (6W});eo..77 sont indépendantes,
prwy = g0 mPr{w € Q | §Wi(w) = §(t) pour tout ¢ €]0..T}. (3.4)

A noter que les facteurs composant le membre de droite de (3.4) n’ont que deux valeurs possible, p et
1 — p, donc

prwy =p’(1—p)"~7, (3.5)

ot j = j(7) désigne le nombre de t €]0..T] tels que 6y(t) = ++/dt et, partant, n — j désigne le nombre
de t €]0..T] tels que 6v(t) = —/6t. Nous dirons que j(7) est le nombre de ups de et n — j(7) est son
nombre de downs.
Notons que 'ensemble des valeurs des divers j(v) est {0,1,...,n} et qu’il y a exactement (? tra-
0.

jectoires distinctes v telles que j(y) = j, & savoir le nombre de choix distincts de j instants ¢ €]0..7] ou

07y(t) = ++/6t. Donc si w; 1= jV/ot + (n — j)(—V6t) = (2 — n)V/dt,

Pr{iweQ | vT)=wj} =Pr{we | Wr(w) =w;}= (?)pj(l—p)”_j.

Exercice : Montrer que si, pour tout I' € W, on pose Pry (T") := Zver prw, la fonction Pry :
PW) — RT est une mesure de probabilité sur W; on 'appelle la mesure image de la marche de
Wiener sur I'ensemble W de ses trajectoire. Indications : pour w; := (25 — n)x/ﬁ, 7 =0..n, les éveénement
{Wr = w;} constituent une partition de € ; appliquer la formule du binéme.
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3.1.2 Les variables aléatoires W,

Soit ¢ € [0..T]s: ; pour chaque w € Wi (w) est un nombre réel, et donc Wy est une v.a. sur .

Wey: Q0 — R
w = W(w)

En adaptant ce qui a été dit dans la sous-section précedente pour le cas t = T, il est facile de voir que
pour t = kdt, W; prend k + 1 valeurs w, ;, avec

wi; = (25 — k)Vot = (j — g)éw sit = kdt. (3.6)

également espacées d’une quantité dw = 2v/8t, comprises entre —k+/6t et +kv/5¢t, ou encore
Wi(w) = —k(w, t)m + j(w, t)dw,
avec t =: k(w, t)dt et ol j(w,t) est le nombre de s < ¢ tels que W (w) > 0 (nombre de ups antérieurs a t).

Comme les v.a. (0W;),e)o..q sont indépendantes, on a

Proposition 3.1 Soit t = két €]0..T]s;. On a Pr{W; =w; ;} = (’;)pj(l —p)k=i.
Preuve : Notons que

Pr{W, = —kVét + jow} = Pr{weQ | Wi(w) = —kVit+ jow} (3.7)
= Pr{EQG K} (3-8)

ou, pour k > 1, E(j, k) désigne I’évevement “il existe exactement j valeurs de s €]0..kdt]s; telles que
SWi(w) = ++/0t”, et qui peut encore se formaliser par

E(j,k) = Z Lswo=svery | =7
0<s<t
Montrons par récurrence sur k que
AN L ™ n—k
PrE(j,k) = (k)p 1—-p)" "
Pour k =1, il est clair que PrE(0,1) =1—p = (é)po(l —p) Y et PrE(1,1)=p= (})pl(l —p)t-L

Pour k& > 1, il est facile de voir que E(j, k) et la conjonction (ou “réunion”) des deux évenements
incompatible (ou “d’intersection vide”) suivants :

EG k-1 = E(,k—1)N{Wis = —V0ot}
EG-1,k—1)" = E@{—-1k—1)N{0Wgs = +V5t}

Comme, en outre, E(j,k —1) et E(j — 1,k — 1) ne font intervenir que ses v.a. W5 pour I < k—1 et que
celles-ci sont indépendantes de §Wys¢, on a, en appliquant ’hypothese de récurrence pour k' = k — 1,

PrE(j,k) = PrE(jk—1)" +PrE(j—1,k—1)"
= PrE(,k—1)Pr{6Wys = —Vot} + PrE(j — 1,k — 1)Pr {dWis = +V5t}

= <k ; 1)pj(1 —p)F (1 —p) + (j : i>pj1(1 — p)k1=G=D)y,

(1) (521)) v

B\ ,
(j) (11— p)k_J , par la relation du Triangle de Pascal.
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Chapitre 4

La marche aléatoire de Cox, Ross, et
Rubinstein

Hey, Queen, Nice Dogs You Have There! Michael Lewis The Liar’s Pocker

J. Cox, S. Ross, et M. Rubinsteintont proposé en 1979 de modéliser I’évolution du prix d’un actif par
la relation de récurrence binaire suivante :

St = St—ét + St_gt(udt + U\/&), (41)
ou Sy > 0 est donné, ce qui, en posant 45; := Sy — S;_s¢, s’écrit encore

(5St = Stfgt(ugt + O'(SWt). (42)

4.1 Trajectoires (espace des états)

On notera que dans la relation ci-dessus, on a fait usage de la notation §W; et non 5Wt(p ), c’est-a-dire
que les W, sont des couples (—i—\/&, —\/E) et non les v.a. de Bernouilli 5Wt(p ) prenant ces valeurs avec
une certaine probabilité p et 1 — p respectivement.

Nous entendons marquer par la que le processus de modélisation ne porte que sur ’ensemble des
évenements que le modele veut pouvoir prendre en compte, sans se prononcer sur le fait que ces événement
sont plus ou moins probables et, partant ne se prononce pas sur 'oportunité d’envisager un “comporte-
ment espéré”, qui serait la moyenne pondérée des événements possibles.

Du point de vue des trajectoires, ce modele peut s’interpréter de la facon suivante : si ¢ = 0, le prix
suit une croissance géométrique de raison 1 + udt, c’est-a-dire une relation d’intéréts composés, de taux
d’intéréts udt par période de base de durée dt. Si o > 0, la croissance du cas 0 = 0 est soumise a des
“chocs”

O'St(SWt = :tUSt\/E.

Le coefficient o, communément appelé volatilité, est un parametre (essentiel) du modele, devant prendre
en compte 'intensité des chocs. Nous supposerons qu’il est constant, mais cela pourrait étre une fonction
(déterministe) du temps, voire une fonction aléatoire. La présence du facteur S; (linéarité) assure que le
modele est indépendant du choix des unités (ici, du numéraire FRF, USD, EURO, ... ). Indiquons que les
deux exemples vus aux sections 1.2 et 1.3 correspondent & des cas ou [0..T7] a été subdivisé respectivement
en un et deux intervalles de longueur §t.

1Ce modele fait suite & un modele introduit en 1971 indépendement par Black et Scholes, et Merton, fondé sur une
approche stochastique en temps continu. Une premiere tentative dans ce sens avait été effectuée par Bachelier, dans sa
thése (1900), a laquelle Black et Scholes rendent hommage. On peut penser que c’est la sociologie des Mathématiques
qui explique la pause 1900-1971 de publication sur ce sujet. Les économistes, et on les comprend, sont réticents a utiliser
une approche mathématique dont ils apprécient mal pas les tenants et aboutissants. L’approche exposée ici est die, selon
les écrits de Cox et Rubinstein, & Sharpe, un prix Nobel d’économie (date ?). Nous montrerons les liens entre les deux
approches. Nous pensons que celle exposée ici est plus & méme d’aider & formuler des modeles plus subtiles. L’approche
en temps continu présentant des avantages de calcul indéniables une fois que I’on maitrise ce calcul, elle sera enseignée en
Maitrise. Remarquons que cette question est également abordée au moyen d’équations aux dérivées partielles. Le livre de
P. Wilmott, S. Howison, et J. Dewynne, The Mathematics of Financial Derivatives, Cambridge University Press (1995) est
excellent sur ce point de vue. Le lien entre les deux approches continues est aujourd’hui bien compris, et fait 'objet d’un
cours de Denis Talay, en DEA de Mathématiques de P'UNSA notamment.
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A chaque trajectoire W(w) € W de la marche de Wiener (W;)[o..7) correspond donc une trajectoire
S(w) €: S de la marche (S¢)s[o..77- Plus précisément si deux trajectoires W(wi) et W(wz) dans W sont
égales pour tout s € [0..t], il en est de méme pour les trajectoires correspondantes S(wy) et S(w2) dans
S : on dit que S est adapté & W — nous reviendrons sur cette notion plus tard.

Notons que nous avons méme mieux : si, pour un ¢t € [0..7] on a Wi(wy1) = Wi(w2), alors on a aussi
St(w1) = Se(we) (méme si Ws(w1) # W(wz) pour certains s < t). Ceci se voit facilement a l'aide de la
fonction jx, égale au nombre de ups antérieurs a ¢ :

Ju(t,w) := Cardinal de {s €]0..t] | W (w) > 0}.
On voit immédiatement, par récurrence sur k, avec t := kdt, que
Wost = ja () — (0 — jaa(t,w)) = 2 (t,0) — .
et que
Snst = So(udt + aV/5t)7# B9 (st — o/6t)"I# (B), (4.3)

(le démontrer!) Donc, toujours pour t = ndt, si Wi(w1) = Wi(ws), alors ju(t,wi) = ju(t,wa) =: J, et
donc

Si(w1) = Snse(w1) = So(udt + oV/6t)? (udt — oV/6t)" ™7 = Sys0(w2) = Si(ws).
Nous dirons que les trajectoires S se recombinent comme les trajectoires W.

Exercice : Soient n = 2, §t = T/2, 0 :]0..T]s; — R}, et S les trajectoires de la marche définie par

Montrer que dans ce cas les trajectoires de S ne se recombinent comme celles de W que si la fonction o est
constante. Indication : pour w; = .01 et wy = .10, on a Wy (w1) = Wr(we). Vérifier que St (w1) = St(we)
implique que o(8t) = o(20t)(= o(T)).

4.2 La probabilité de calcul, et les marches Il et A

Nous allons a présent transformer la marche (St)te[ouT] en une marche stochastique, en substituant
(Wt(p))te[o..T] a (Wi)ieo..1), ¢'est-a-dire en choisissant p € [0, 1], ce qui, comme nous I’avons vu au chapitre

3, muni les trajectoire VW de la marche de Wiener d’'une probabilité, et fait que (Wt(p ))te[O..T] est une
marche aléatoire. La relation (4.2) devient

5S; = Sy_st(ubt + oW, P)). (4.4)

et fait de (S¢)icjo..7) une marche aléatoire, simplement en définisant S(w) par récurrence par la donnée
de Sy, puis par la relation

St(W) = St—ét (w) + St_(st(W)(M(St + 5Wt(w)) (45)

Le choix de p se fera en fonction de considérations purement opérationnelles, comme dans les deux
exemples du chapitre 1 pour calculer le prix II et la composition (a,b) d’un portefeuille de couverture
d’une option européenne d’échéance T et de pay-off ¢(S7). Formalisons 'idée qui se dégage des deux
exemples que nous avons vus, en en reprenant les diverses étapes. Convenons d’appeler titre sous-jacent
a l'option, ou simplement sous-jacent, le titre dont le prix est modélisé par St

— A la date t €]0..T], lorsque le sous-jacent vaut S;, on dispose d'un portefeuille se composant d’une
quantité a de sous-jacent, et d'une quantité b de placement non-risqué, ce qui confere au portefeuille
une valeur

I, = aS; + b. (4.6)

— Les quantités a et b ont été arrétées a U'instant ¢ — §t (il est commode de dire “la veille”), lorsqu’on
ne connaissait que S;_g; ce que nous exprimons en notant

a=:ai_st et b =: by_s¢.
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Ce point est évidement crucial pour I'applicabilité de la méthode. Le choix de la notation est donc
également important. De fagon générale, nous veillons & donner aux marches (X;);cjo..7) déduite,
comme (S¢)¢cjo.. 1), de (Wi)ieo..77, des indices tels que X¢(w) soit entierement déterminé par les
dWs(w) pour s €]0..t] : c’est ce que nous formaliserons plus loin par la notion de marche adaptée a
la marche (W;)seo..77 — ou aux chocs (6Ws)sejo..7) — de Wiener.

— Le portefeuille de couverture doit étre congu de maniere a ce qu’a la date d’échéance T', sa valeur
IIr soit telle telle que
7 = ¢(Sr),
quelque soit la valeur de St parmi celles possibles dans le modele considéré.

— En fait, nous cherchons une relation de récurrence pour les II; rétrograde (“backward”) de maniere
a lier les véritables inconnue Iy, ag, et by que sont le prix et la composition initiaux, a la donnée
des ¢(St). Nous souhaitons que la variation 6I1; := II; — II;_s; soit dle a la seule variation de S
entre la date t — 0t et la date ¢.

O, =TIy — Iy—sp = (ap—5eSt + be—se) — (ap—5eSe—st + br—s¢) = ar—5¢05;. (4.7)

En particulier le portefeuille doit étre autofinancé, c’est-a-dire que le changement de composition
(couverture) intervenant a la date ¢ se fait sans apport ou retrait de capitaux :

at—5¢5t + be—st = Iy = az Sy + by (4.8)

— Plagons nous la veille, & ¢ — 0t. Posons S := S;_s:(w) et II := ;s (w). Deux issues sont possibles
pour la valeur du sous-jacent, le “lendemain”, en fonction du signe de éW;(w), valeurs que nous
notons ST et S~, d’ol résultent deux valeurs de portefeuille, que nous notons IIT et II~, une fois
fixé a = a;—st et b = by_s5:. Nous devons donc avoir (relation (4.6))

aST+b = IOF
aS™+b = II”
qui se résoud immédiatement par combinaison, d’ou

I+ — 11~ M-S+ —1ts-
eth= 1o IS (4.9)

“T T 5 St _5-

d’ou facilement, en utilisant que II = aS + b,

O=ptIt +p 11, (4.10)
ol on a posé
S—S- St —s
T~ etp = ————. 4.11
Primigy T P T g T 5- (411)

— Et voici comment s’introduit le calcul des probabilités : on observe que

v - (8=8ST)+(S-57)
pTtp = [ =1,

et de plus
S—-S- St -9
siSt>8>8" alorspti=—— >0etp = —— >0.
=7 = Pr=gr g =" T gr g =

Donc, si on concoit II* comme une v.a. de Bernouilli, avec Pr {Hi} = pT alors, pour cette proba-
bilité, on a II = EII*. Mais qu’est-ce que II* ? C’est la valeur de II;(w) pourvu que IT;_ s (w) = I,
c’est-a-dire I1; conditionné par la valeur antérieure Il;_s;, qui est elle-méme déterminée par la valeur
de S;_s;. Cette valeur étant fixée, IT* reste une v.a. pouvant prendre deux valeurs, et la formule

II = EII* est vraie dés lors qu’on & choisit la valeur de p* comme indidiqué :

o pt = S—-5 _ S — S(1 4 pdt — o/5t) oy
St =8 SO+ udt +oVét) — S(1 4 udst —o/st) 2 20

etonadoncp‘zl—p*z%—i—% ot.
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— Observons encore que les coefficients p™ et p~ ont également la propriété que
S=ptSt+p 5, (4.12)
ou encore, avec la cette probabilité,
Si—st = E(S; connaisant Si_s¢).

On dit que (St)sepo..7] est une martingale.

— La marche (a t)tejo..7| est généralement notée (At)te[()“T[; I'une des greques de la finance : Delta
(A), Gamma (T), Rho (p), Theta (©), et Vega (V) ; nous reviendrons sur ces quantités.

4.3 Marches aléatoires associée au bruit-blanc (6W;");c. 1

FiG. 4.1: Calcul du prix Il du portefeuille de couverture. On sait qu’en fonction de la valeur de
ST, le portefeuille doit valoir ¢(St). Ceci determine les valeurs marquées par un ® de la figure (b). La
figure (a) rappelle que pour chaque motif “en cerise”, la valeur & gauche se déduit des deux valeurs a
droites par multiplication respective par p := p* et ¢ := 1 —p*. Il convient alors de se convaincre que, dans
Iy, la contribution de chaque valeur finale ® intervient comme la somme sur tous les chemins joignant
cette valeur finale a la valeur initiale, chaque chemin étant muni d’un coefficiant multiplicatif égal au
produit des coefficients portés par chacun des segments qu’il emprunte. Ces coefficients sont précisément
les probabilités choisies pour les chemins de la marche (S¢), <T de Cox-Ross-Rubinstein, dite probabalité
de caleul, et Tlp = E@(ST) = ) cq ¢(ST(w))pr*(w).

Pour les raisons indiquées a la section précédente, nous considérons la suite de v.a. i.i.d. sur I'espace
de probabilité (2, Pr)

W icro 11 = W Necro 1, (4.13)

avec p* 1= 5 — —L\/_ A partir de ce “bruit-blanc”, nous pouvons définir, par récurrence, les marches
(Wt*)te[o..T] et (S )telo..1), par la donnée de Wi (w) = 0 et de Sj(w) = Sp, pour tout w € . Nous
allons voir maintenant comment définir, de fagon naturelle a partir de ces marches, la marche aléatoire
(I1} )tefo..) telle que IIp = o(S7). De la il sera facile de déduire les marches (da¢)ecjo.. 7y et (6b¢)eefo..1p»
et surtout la valeur de Ilj, le prix du portefeuille de couverture et, partant, de I’option. Nous aurons le
théoreme suivant :

Théoréme 4.1 Soit p* = % - £ \/_ La valeur initiale Iy du portefeuille de couverture d’une option
sur St de valeur finale Il = gp(ST) définit de maniére rétrograde de maniére & satisfaire (4.7) et (4.8)
est donnée par

My =Ep(S¥)) = E*p(S7). (4.14)

La maniere mathématiquement commode de prouver ce théoreme est de reconnaitre dans la marche
(I1y) T décrite la belle notion probabiliste d’espérence conditionnelle que nous étudierons au chapitre
suivant. Toutefois la figure 4.1 qui résume le calcul permet également de se convaincre de se résultat
fondamentale de la théorie de la valorisation des options.



Chapitre 5

Espérances conditionnelles

Au chapitre précédent nous avons introduit une marche binaire (S;),. modélisant I'ensemble des
évolutions possibles des cours d’une action. Puis nous avons vu comment introduire une probabilité
sur les accroissements (35¢), cT.» supposés indépendants, comme commodité de calcul du prix II; d'un
portefeuille de couverture, sachant le prix S; atteint par l'actif sous-jacent. Nous avons noté (S}) +T
la marche aléatoire correspondant a ce choix. Nous allons introduire ici la notion de marche aléatoire
“espérance conditionnelle” E;(X/S) associée & une v.a. X sur une marche aléatoire (S;), T ; cette notion
acheévera de formaliser le calcul du prix du portefeuille de couverture ; nous aurons Il = E¢(p(St) / S),
et les propriétés élémentaires de la marche espérance conditionnelle nous indiqueront comment calculer
Iy, le prix de 'option.

Rappelons que nous notons (2, Pr) un espace probabilisé, que nous supposons désormais fini. Pour
w € £, nous notons! pr (w) := Pr{w}, et supposons que pr (w) # 0 pour tout w € ; en d’autres termes,
aucun évenement élémentaire n’est négligeable.

5.1 Un nombre appelé espérance conditionnelle

Soit X une v.a. sur . Rappelons qu’on appelle espérance de X le nombre
EX = ) X(wpr(w)
weN

( = X(w)dP(w) =: / X dP notations alternatives.)
weN Q

Soit A C Q; soit I 4 la v.a. “indicatrice de A”, égale a 1 sur A et 0 sinon. On a

PrA = Z pr(a) =Ely4
acA
( = / dP(a) = : / dP avec les notations alternatives. )
acA A

On appelle espérance conditionnelle de “X sachant A” le nombre

E[X/A] = ﬁ 3 X (@)pr (o)
acA
_ EXI4
o El4
1 [, XdP
(= =@ /a | X(@)dP(e) = )

En d’autres termes E[X/A] est la moyenne des X («) pour « € A.
A noter que

Elx/4] =Y X(a) p;r(i) =Y X|a(@)pr a()

acA a€A

IE. Nelson, Radically Elementary Probability Theory, Annals of Mathematics Studies, Princeton University Press (1987).
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Dr,(e)

ot X |4 est la restriction & A de la v.a. X, et pry(a) := i > 0, qui est une probabilité sur A puisque
Z pr(« _Pra _1
r = )
Pra Pr A Pr A T Pra

acA

Si on note E4 l'espérance sur I'espace probabilisé (A, Pra) avec, pour B C A, Pra(B) := ZﬁeB pr4(0),
on a donc

E[X/A] = EAX| 4. (5.1)

5.2 Une v.a. appelée espérance conditionnelle

Soient Q4, ..., Q,, des parties non vides de €. On dit que

R ={Q,..., %%}

est une partition de 2 si et seulement si les 2; sont deux-a-deux disjoints et €2 est la réunion des §2;.
Pour souligner que C := A U B est une réunion de partles disjointes A et B nous utiliserons la notation

C = AUB, et de facon analogue nous écrirons = UZ 12 pour exprimer que {Q4,...,8;,} est une
partition de €.

La relation ~ sur § définie par w’ ~ w” si et seulement si w’ et w” appartiennent & un méme §2; €
est une relation d’équivalence. Réciproquement, si ~ est une relation d’équivalence quelconque sur €2, les
classes d’équivalences w des éléments de §2 consituent une partition de €2, ot1 on a noté

wi={w' e | v ~w}

Exemple : Un exemple de partition de {2 important pour ce cours, que nous noterons

Sptv

est la partition associée a la relation d’équivalence ~ définie par

W L w” siet seulement si W, (w') = W,(w”) pour tout r € [0..4],

Définition : Si ! est une partition de Q et X est une v.a. sur Q, Uespérance conditionnelle de X
relativement a la partition @ est la v.a. notée E(X /() définie par

E(X/Q)(w) := E[X/w]
ol w désigne 'élément Q; € P tel que w € ;.

L’espérance conditionnelle est donc une v.a. qui est constante sur les éléments €2; de la partition. On
dit aussi qu’elle est mesurable pour la partition { dans le sens général suivant :

Définition : On dira qu’une v.a. Y est mesurable pour la partition § (ou { -mesurable) si et seulement
si Y est constante sur les éléments €; de la partition { .

Exemple : Soit X une v.a. sur Q dont les valeurs sont X(Q) = {z1,... ,2%}. Pour z; € X (), soit
Q=X"Yz;)={weQ | X(w)=um}. Les Q; forment une partition  x = {Q1,...,Qx} de Q appelée
partion associée ¢ X. Dire que la v.a. Y est ! x-mesurable signifie que Y prend une méme valeur y;
sur chaque ;. Si on définit f par f(x;) = y; si x; € X(Q) (et, par exemple, f(z) = 0si z € X(Q),
mais cela n’a pas d’importance), nous voyons que dire que Y est { x-mesurable implique que Y = f(X),
c’est-a~dire Y (w) = f(X(w)). Cette idée simple porte, dans un contexte un peu plus général, le nom de
lemme de Doob-Dynkin. 11 est facile de voir que la réciproque est vraie, puisque X (w’) = X (w”) implique
que Y (') = f(X(W)) = f(X (")) =Y (w"). Au lieu de f x-mesurable, on écrit souvant X-mesurable.
Nous voyons que Y est X-mesurable si et seulement si pour “mesurer Y7 (c’est-a-dire, ici, connaitre
Y (w)), il suffit de “mesurer X”; Y (w) se déduit de maniére déterministe (via f) de X (w).
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Exercice : Soit X; := Max s¢[o..4);, Wi. Montrer que, pour ¢ = 25t (puis plus généralement t > 26t), X;
n’est pas W;-mesurable mais est { ;-mesurable. En d’autres termes, il faut connaitre tout le passé de W
avant ¢ pour connaitre la valeur de X ; c’est en ce sens que { ; représente I'information disponible, sur
W, a l'instant t. Que pensez-vous de Y; := Min ,¢[g..4),, Wt et de Z; := Max e[, 17,, Wt 7

Proposition 5.1 Si X est une v.a. quelconque, et si Y est une v.a. mesurable pour la partition Q@ , alors

E(XY/Q) = YE(X/). (5.2)

Preuve : Pourtoutwe Q,onawe ), etsia€w, alors Y(a) =Y (w). On a alors

E(XY/Q)(w)

E[XY/5]

= Y X(a)Y(a)prz(a)

acw

= ) X(a)Y(w)pra(e)

acw

= Y)Y X(@prole) = Y(@)EX/F.

acw
O

L’espérance conditionnelle est une v.a. { -mesurable qui ne “change pas la moyenne de X” dans le
sens suivant :

Proposition 5.2 Pour toute v.a. X sur Q) et toute partition . de 2, on a

EE(X/Q)=EX. (5.3)

Preuve : Soit { :={Qy,...,Qn}; donc Q = U:ilﬂ’b et

BX/R)w) = EX/E = 5= Y X(@pr(a)
et donc .
B(Y/Q) - Z<§52Xmmm0mw

L 1

- z(m 5 it )zpr
i=1 acf); weN

— Z <P ! (a)pr (a)) Pr ()
i=1 Z acf);

= > > X(@pr(e) = Y X(a)pr(a) = EX.

i=1 a€Q; [1<19)

a

Définition : On dit que la partition  de 2 est plus fine que la partition  si et seulement si pour
tout A” € { il existe A’ € @ tel que A” C A’. Il convient alors ici de comprendre que chaque A" €
est en fait partitionné par les A” € { tels que A” C A’. On note |4 cette partition de A’; on a

Pl = NPA).
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Exemple : Epreuve commune au college Bachelier :Nous verrons plus bas combien la notion
d’espérance conditionnelle est fondamentale en finance. Donnons ici un exemple plus anodin. Soit €2
I’ensemble des éleves écrits en classe de 6eme du college Bachelier. Chaque éleve est inscrit dans une
classe, et les classes de 6éme déterminent donc un partition {§ de 'ensemble des éleves en 6eéme au
college.

Soit X la note & une épreuve commune a tous les éleves de 6eme. Si on probabilise (2 en donnant a
chaque éleve w la méme probabilité pr (w) := 1/Card(Q, alors EX =: y est évidemment la moyenne du
college Bachelier a cette épreuve commune. E(X/{) est une nouvelle note affectée a chaque éleve pour
cette méme épreuve : c’est sa note “par équipe”, égale & la note moyenne de sa classe. La formule (5.3)
assure qu’on ne changerait pas la note moyenne du college en remplagant les notes individuelles par les
notes par équipe.

Supposons que toutes les copies du college Bachelier ont été corrigées par les professeurs Cox, Ross,
et Rubinstein. Si on considere que les correcteurs n’ont pas fait preuve de la méme sévérité, on peut
souhaiter faire une péréquation des notes : on va multiplier la note X par une v.a. Y mesurable pour la
partition par correcteurs, que nous notons { . Notons Z := XY la note individuelle aprés péréquation.
On souhaite que cette note donne la méme moyenne au college, mais que la moyenne par correcteur
E(Z/Q ) soit une constante, que nous notons a. Donc a = E(Z/{ ), et on a

a=Ea=EE(Z/Q)YEZ=EX=pu

ou (*) résulte de (5.3). Donc a = p =E X. A présent

EX =a=E(Z/Q)=EXY/Q) Y YEX/Q),

ou (*) résulte par (5.2) du fait que la v.a. Y que nous cherchons doit étre mesurable pour la partition
par correcteurs () . Finalement on trouve
. EX

E(z/Q)’
et la note individuelle Z apres péréquation s’obtient par multiplication de la note individuelle X par le
quotient de la moyenne du college par la moyenne du correcteur de la copie.
La note par équipe, apres péréquation est donc

EX X
B(Z/9) =B (Xgrrg7/®) =EX E(grem7/?)-
E(X/®) E(X/®)
Si MM. Cox, Ross, et Rubinstein se sont partagés les copies “par classe”, c’est-a-dire que toutes les copies
d’une méme classe étaient corrigées par un méme correcteur, la partition  est moins fine que la partition
et la v.a. E(X/Q) est donc {d-mesurable, d’ot1, comme Y est également {P-mesurable (puisque 2 est

moins fine que )
E(Z/9) = E(XY/Q) =Y E(X/Q) = % E(X/9).

La moyenne par classe des notes apres péréquation se déduit de celle avant péréquation par multiplication
du rapport de la moyenne du college par la moyenne par correcteur.

Tout ceci n’est pas surprenant. Grace a I'introduction de la probabilité de calcul, le calcul du prix du
portefeuille de couverture ne sera guere plus difficile et pourtant il débouche sur un résultat qui, a juste
titre, a impressionné bien des traders d’options.

5.3 Une marche aléatoire appelée espérance conditionnelle

Exercice 5.1 Montrer que
1. W AW siet seulement si SW,y(w') = SWy(w”) pour tout r €]0..t].

2. W & W siet seulement si Sp(w') = S(w”) pour tout v €)0..t]. od (St),eT est la marche de
Coz-Ross-Rubinstein.

En d’autres termes, la partition  ; peut étre définie indifféremment par les valeurs, pour r < t, de I'une
quelconque des trois marches aléatoires bruit-blanc 6V, de Wiener W, ou de Cox-Ross-Rubinstein S.
Nous utiliserons les notations W; ou S; comme synonyme de { ; lorsqu’il sera plus naturel de penser aux
trajectoires de W ou de S pour interpréter la partition {2 ;.
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Théoréme 5.3 Soit et { deux partitions de Q ; supposons que { soit plus fine que P . On a
EEX/Q) / @) =EX/Q). (5.4)

Preuve : Pour w € Q quelconque, on note respectivement @ et @ les éléments des partions @ et {
contenant w. Observons tout d’abord que pour o € W, on a

E(X/P)ls = Ex(X|z/Plz)- (5.5)
En effet, on aa € @ C @ = w, et donc

EX/Plole) = = Y X(@pr ()
Bea

- Pii ZX(ﬂ)p}i@
Pro pea i
~ =L X@prald) = Eo(Xi/Pls) (a)

Pr
Bex

A présent, soit w € 2 quelconque; on a

E( E(X/®) / @)w) = E[ E(X/}) / ]
= Eg E(X/®)l=
= Ez Eo(X|z/Qlz
= Eg Xz
= EX/w] = EX/Q)(w)

€|
—~ o~~~
© 0 O

—_ O —

O

ou (5.6) et (5.9) résultent de (5.1), (5.7) découle de (5.5), et (5.8) découle de (5.3).
Proposition 5.4 Soient s et t dans [0..T)st. Si s <t, alors { s est moins fine que P +.

Preuve : C’est évident (sauf éventuellement si on veut écrire quelque chose). O

Exercice : Ecrire la preuve de la proposition ci-dessus. Indication : pour A” € @ ; et « € A”, noter @; la

classe de o pour la relation ~ et @, la classe de o pour la relation L ;montrer que A" =a; Ca, = A' e .

Corollaire 5.5 (Principe de transitivité de la diffusion) Pour tout s < t et toute variable aléatoire
X surQ, on a

Ex(E¢(X)) = E4(X). (5.10)

Observons que pour toute v.a. X sur Q, E;(X) := E(X/{Q ;) définit, pour tout ¢ € [0..T], une nouvelle
v.a. sur {2. On Vappelle la marche aléatoire espérance-conditionnelle de la v.a. X associée a la P-filtration
(R ¢)tejo..7y- Voici une définition générale de ces termes :

Définition : On dira que P := (P¢)¢cjo..7) est une P-filtration de € (ou filtration en partitions) si et
seulement si , pour tout ¢t € [0..T], P; est une partition de ), et si pour ¢ > s, la partition P; est plus fine
que la partition Ps.

On appelle marche aléatoire espérance conditionnelle de la v.a. X associée a la P-filtration P =
(Pt)ico..r) la marche aléatoire (E¢(X);co..7)) définie par

By (X)(w) := E(X/Py)(w) := E[X/W],
ou wy désigne I’élément de la partition P; contenant w.

Pour la théorie de I’évaluation des options exposée ici, nous n’aurons pas besoins d’autre P-filtration
que celle associée a la marche de Wiener que nous avons considérée jusqu’ici. Le “P—" placé devant le
mot filtration se réfere au fait que nous considérons des partitions de €2, au lieu des tribus considérée par
la notion plus classique de filtration. C’est le fait de pouvoir se limiter & un ensemble 2 fini qui rend
possible cette simplification. Dans la mesure ou ne considererons ici que des filtrations en partitions, nous
écrirons filtration pour P-filtration, et omettrons donc le préfixe P- .
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Chapitre 6

Application au prix d’une option
européennes

Rappelons que pour tout p € [0,1], la marche de Wiener W) := (Wt(p ))te[O..T] est définie a partir de
la marche W ®) .= (5Wt(p))t€[0”ﬂ par la relation (3.2). Les v.a. §W; sont indépendantes, identiquement

distribuées, avec Pr {(5Wt(p) = +V/ot} = pet Pr {5Wt(p) = —\/6t} = 1 — p. L'objet de ce chapitre est
de pousser la formalisation (ou mise en formules) du chapitre 4.2 qui nous a conduit & considérer la
probabilité de calcul p*, et monter notamment que le prix II; du portefeuille de couverture n’est autre

que
s (o (577).

et d’en déduire une preuve du théoreme 4.1. Avec une bonne compréhension du sens de ’espérance
conditionnelle, le résultat suivant doit étre évident, et il est la clé du calcul des espérances conditionnées
par la marche de Wiener :

Proposition 6.1 Pour tout p € [0,1] et tout t €]0..T]s: on a
Ei s (5W§P>) = EsW. (6.1)
En particulier pour la probabilité de calcul p* = % — -2%\/5,

(W) o= B s (6W)) i= Ey_sy (5W§”*>) - —gét. (6.2)

6.1 Couverture dynamique et espérance conditionnelle

Au chapitre 4.2 nous avons expliqué pour toute marche binaire
Si(w) = Si—gt(w)(1 + udt + oV/5t) =: SE 5, (w)

comment couvrir une option européenne ¢(St). Nous avons noté II(¢,.S) la valeur du portefeuille de
couverture, en fonction de la date ¢ et la valeur la valeur S = S;(w) de 'action & cette date. L’idée méme
de portefeuille de couverture d’un option européenne veut que

I(T, Sp(w)) = (ST (w))- (6-3)

Nous avons vu que la valeur du portefeuille de couverture satisfait la relation de récurrence descendante
sur ¢t €]0..7s;.

IL(t = 8t, S5t (@) = p UL S5, (@)) + p TLE S5, (@) (6.4
1
avec pt = S5 Vet
2 20
C’est ce qui nous a conduit & considérer la marche de Wiener boiteuse (W;*) = (Wt(p *)), avec

b = Pr (W) = 1VBT) = p* = £~ VT

1
2

27
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En d’autres termes, pour tout ¢ € [0..T], les relations (6.3) et (6.4) définissement par récurrence descen-
dante les variables aléatoires II;,

I (w) := II (t, s§”">(w)) .

Théoréme 6.2 (formule fondamentale de valorisation d’une option) Soit (S} )ico0.. 1) la marche
de Cox-Ross-Rubinstein associée au choix p := p* \/_ On a, pour tout s € [0..T1],

II; = E((ST))- (6.5)

Preuve : Montrons la formule (6.5) par récurrence descendante sur s € [0..7]. Elle est vraie pour s = T;
en effet, on a

Er(o(ST))(w) = Elp(S7)/wr] = Egp (9(S7)lw(w))
= Ezp(Sr(w)) = @( 7(w))Eg, 1
= ¢(57(w)) =T, Sr(w)).

Supposons la formule (6.5) vraie pour s pour tout w € Q, II(t, St (w)) = Ei(e(ST))(w). Vérifions
qu’elle est encore vraie pour s = t — dt. Posons wt st =1 €Wis | IW(a) = —l—\/ﬁ} et analogue pour

W, _s5-Ona
Prg, ,, (@E 5,) = Pr{0W; = +V5t} = p*. (6.6)

En effet, par indépendance de §W;* des §W, pour s < t, on a

]‘ * * * * *
Prg, 5, (wti—ét) = mPr {0Ws, = W5 (w), ..., 0W 5 = OW 5 (w), OW) = :I:\/E}

Pr{6W}, = SWi (W), ... ,0W; 5 = 0W; 5, (w)}Pr{0W; = £/6t}
Prwy s

Pr{oW; = i\/&} =pt.

A présent nous pouvons achever la preuve : soit w € €) et reprenons le mécanisme fondamental du
couverture exposé au paragraphe 4.2 dont nous reprenons ici les notations, et aboutissant a la formule
de couverture (4.9) et de valeur de option (4.10). Pour a € W;_s, posons

S = Si_st (w) = St—ét(a)

puisque o € Wi_gs. Si @ € w;& on a donc Si(a) = ST, et on a de méme St( ) =S5 sia€w,_g.
Nous avions posé II* = TI(t,S*) = II(t, S;_s (w)*) = II(t, S¢(a)) si @ € Ty 5,. En se souvenant que

II := I;_s1(w) = I_se(x) si @ € Wi_st, le mécanisme de couverture abouti au calcul élémentaire
suivant :
Ei—st(p(ST))(w) = Ei—5:(Ee(0(ST)))(w) par (5.10); notez I'introduction du conditionnement !

= E[E(p(ST) / Wi-st]
— e 3 Ee(S)(@)pra

Prigi—s QEW_st
1
= @ — II(¢
P > (¢, Si(a))pra

QAEWL— 5t
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1
= 7Prwt—6t Z II(¢, S¢(a))pra + Z II(t, S¢(a))pr «
aew

t—ot QW54

_ 1 + -
= Pros Z (¢, ST )pra + Z II(t, S™ )pra

acw; acw,

t—at t—ot

- ﬁ Z Ofpra+ Z I pra

aewt 5t acw, s,

1 _ _ _ __
= By | X predIT 3 pra | STUPHE ) TP T )
aEwt 5t acw, s,

= IOfpT 4+ p par (6.6),

= Il;_s par (4.10),

= s (w),
ce qui montre que (6.5) est vrai pour s =t — dt et acheve la preuve. O
Notations : On aura compris que la modélisation S de la dynamique du cours de l'action porte

uniquement sur le choix des trajectoires possibles de ce cours, déterminé par le choix de p et o. Le choix
de la probabilité p = p* n’est pas un choix de modélisation, mais introduit pour avoir la formule (6.5),
tres commode pour le calcul. Il est d’usage de poser

B} (¢(S1)) := Ee(o(S7)),
qui souligne que la probabilité pour laquelle on considére l'espérance (conditionnelle) est cette proba-

bilité de calcul déterminée par le choix de p*; la valeur II;(w) = TI(¢, S¢(w)) est alors une espérance
conditionnelle E; pour ce choix de la probabilité.

Corollaire 6.3 La valeur Iy du portefeuille de couverture d’une option européenne de pay-off ¢(S) est
donnée par

n

My =& (p(57) = 3 () plsuta) (67)

§=0
6.2 Application : le formule de Cox, Ross, et Rubinstein

Notations : On pose

S

Théoréme 6.4 (formule de Cox-Ross-Rubinstein)
Posons p* :=p4 = % — £Vt et ¢* =pruy = p*(1+ pdt+ a\/_ Soit

a:=Min{ jEN | Sou’ v}’ > K }.
On note Cy le prix Iy du portefeuille de couverture d’une option call européenne. On a

Co :=E(Sr — K)" = 5y®(a,n,q*) — K®(a,n, p"). (6.8)
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Preuve : Observons que, du fait de la relation de martingale (4.12)
S=p,ST+p. S =p,Su, +p_Su_,

onal=pyuy +p_u_,etdoncl—qg*=1—pyu; =p_u_. A présent, par (6.7), on a

n

Co = E(S;—K)" = Z (?)p*j(l — )" (Sl u T — K)*

=0
n n . n7 . ni.
= Z <J> " (Sowdu” T — K)
j=a
n n . . n n D n—i
= SOZ(‘)(UHUH](UP)" '-K () T
=\ =\
i n i *\n—7] - n *j *\n—7j
= SoZ(j)q](l—q) J—KZ(]. pI(1—p)
j=a j=a

= So®(a,n,q*) — K®(a,n,p*)

6.3 Vers la formule de Black et Scholes

Nous souhaitons a présent trouver une estimation de Cy lorsque n est grand. Voici un résultat qui
nous sera utile. Soulignons qu’il s’agit d’une égalité et non d’une approximation entre une somme finie
et une intégrale, d’ou le nom de “formule magique” que nous lui avons donné. Il s’agit d’une intégrale
eulerienne de premiere espece! (fonction Beta incomplete).

Proposition 6.5 (formule magique) On a

n

B(a,n,p) =Y <;l)pj(1 —p)ni = a<Z> /p =11 — 1"t (6.9)

j=a 0

Preuve : Posons ®(a) := a(7) [ t*~*(1—¢)"~*dt. On montre la proposition par récurrence descendante.
— Pour a =n, ona ®(n) =n(?) [y t"tdt = [t"]}_y = p = ®(n,n,p,1).

— Soit a < n et supposons la formule (6.9) vraie pour a 4 1. Notons que

a(”)”“‘: " m—a)=(at1) n! —(a+1)(”).

a) a al(n—a)! (a+1)!(n—(a+1)"! a+1

A présent, en intégrant par parties, on a

P
/ t* 1 — )" at

0

_ _ p
([t“(lt)”a]i;é’ St / t<a+l>1<1t>”<a“>dt>

a 0

P
pa(l 7p)n7a + (a + 1)< n 1) /0 t(a+1)71(1 _ t)nf(aJrl)dt

®(a)

I
IS
N
ST
~_

a+

n
= a(Z p*(1—p)" "+ Z <7,L>pj(1 — p)"~7 par hypothese de récurrence
Jj=a+1

= _n (?)pj(lp)"j- a

1Les intégrale euleriennes de seconde espeéce font intervenir la fonction exponentielle, et débouchent, elles, sur la fonction
gamma : I'(z) := [;F>°t*~le~tdt. Une intégration par partie montre facilement que zI'(z) = I'(z + 1), et I'(1) = 1, d’ot
TI'(n) = (n—1) !. Nous somme reconnaissant & Adri Olde-Daalhuis de 'université d’Edinbourg d’avoir attiré notre attention
sur le parti qui peut étre tiré des intégrale euleriennes de premiére espéce pour le calcul asymptotique.




Chapitre 7

La formule de Black et Scholes

Au chapitre précédent, nous avons vu, qu’étant donné une discrétisation de [0, 7] en n intervalles de
longueur égale dt, comment calculer la valeur H(()n) d’une option européenne. Dans le cas particulier d’une

option call, caractérisée par un pay-off ¢(St) = (St — K)T, cette valeur C’é”) est donnée par la formule
de Cox-Ross-Rubinstein (6.2)

n

CY =E(Sr—K)t =" <?>pip"j<souiu”j ~ K)* = S®(a,n,q") - K®(a,n,p"),  (7.1)

§=0
avec
_ _ wo\7
a:=Min{ jeN | Sovu”7 >K } =:[J]+1ou J est défini par Sy (—+) u” = K,
u_
uizlia\/ﬁ—i—uét
1 1 2 _ 2

p*i=pg ::5—%\/5 , q*:p_i_u_,’_:p*(l—l—/ust-i-d\/ﬁ):5—1—020”\/5—}—0(%-1-5—0_575\/5 ,

n

ot B(a,n,p) =Y <;‘>pf(1 —p)ni = a(Z) /Op =11 — t)nadt, (7.2)

j=a

compte tenu de la formule magique (6.9).

Il parait souvent raisonable de penser que le modele de Cox, Ross, et Rubinstein est plus pertinent
pour les grandes valeurs de n. Dans ce cas, une approzimation naturelle de C(()”) est donnée par la limite
Cg = lim, o0 C’én).

Théoréme 7.1 (Formule de Black-Scholes) On pose N (z) := \/% I e~ 38 dg,

ovT ’ ' oVT
(

La limite Cy = limy,_oo C’On) du priz du portefeuille de couverture d’une option call européenne est
donnée par la formule

In(So/K) + 02T /2 In(So/K) — 0*T/2
d, = WO/E) H T2 /) T2 T

Ci = SeN(dy) — KN(d-). (7.3)

Notons que C§ ne dépend pas de la valeur de p, ce qui fait dire aux financiers que ce qui se négocie
sur le marché des options, c’est de la volatilité! Ceci peut se comprendre en termes économiques par
la remarque que ce qui s’échange dans une option, c’est du risque, et que ce risque est mesuré par le
terme aléatoire +0v/0t, c’est-a-dire par o. Ceci n’explique toutefois pas entierement la disparition de f;
en effet, selon la formule de Black et Scholes, il n’y aurait aucun risque attaché a une erreur de modele
qui serait issue, pour les calculs, d'une mauvaise estimation de la valeur du parametre pu. En fait, cette
disparition est liée au fait que C§ est une approximation de C’(()n) obtenue par passage a la limite sur n.
Néanmoins, l'influence de la valeur de u est petite devant celle de o, et on peut voir la une explication
du succes du marché des produits financiers dérivés sur lequel la dynamique “hors risque” des entreprises
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cOtées, mesurée par p et difficile & déterminer, joue un role secondaire. Une question serait de savoir si la
présence du marché des dérivés a permi de mieux contréler la dynamique de o (supposée constante dans
la théorie Black-Cox-Ross-Rubinstein-Scholes abordée ici).

Observons que le modele CRR est fondé sur le choix us = 1+ o/t + pot =1+ % + % Donc,

quitte & remplacer o par oV/T et w par ', on peut, pour la preuve, supposer que T = 1.
Au vu des formule (7.1) et (7.2), on comprend que le calcul de la limite C(()n) peut se ramener a I’étude
de Pasymptotique de a := a(™), (Z) = ( o ), et de I(a,p) := I™ (a(™, p) = fop to=1(1 —t)"~2dt, pour

alm)
p = p ™ et ¢ := ¢*(™ & laquelle sera consacré Pessentiel de ce chapitre.

7.1 Rappels d’asymptotique infinitésimale

A noter que, lorsque n tend vers l'infini, @ = a(™ tend vers linfini, ainsi que (Z) = (aZfL)), alors que
I(a,p) = I (a(”),p(”)) tend vers 0. L’asymptotique ne se borne pas a calculer des limites, elle s’intéresse
a la maniere de s’approcher de cette limite, “comme” cn, cy/n, ¢/v/n, ou ¢/n par exemple. Classiquement,
ceci se fait en introduisant des fonctions o(n), o(v/n), o(1/y/n), ou o(1/n) pour résumer le terme d’erreur,
et ¢(n) pour représenter ce qui tend vers zéro.

Ici, nous allons utiliser les méthodes des 'analyse infinitésimale (formalisée), qui découlent de I’ Analyse
Non Standard (ANS), une théorie mathématique sophistiquée branche de la Logique Mathématique.
L’analyse infinitésimale cherche avant tout a tirer de ’ANS une notion primitive d’ordre de grandeur
sur les nombre, qui n’existe dans les mathématiques traditionnelles que par l'introduction, & la place
des nombres, de fonctions d’un ou plusieurs parametres, ici n. Elle atteint ce résultat par 'introducion
d’'un mot : standard'. L’application de I'analyse infinitésimale peut alors supposer standard tous les
parametre libres du probleme : ici Sy, K, pu, o, et T'. On fixe alors n a une valeur i-grande, ce qui fixe
également les valeurs de a, p*, etc ... d’ou l'allegement de ’écriture que nous avons adoptée. Comme
SoN (d+) — KN (d-) est standard (voyez-vous pourquoi ?), il convient de montrer que Cy — C est i-petit.

Bien des résultats de ’analyse infinitésimale se traduisent immédiatement en équivalent classique et
réciproquement ; nous les appelons des résultats d’analyse infinitésimale élémentaires. D’autres n’ont pas
d’équivalent classique, non que ceux-ci ne peuvent pas exister, mais ils perdent alors leur simplicité?.

Voici les résultats d’analyse infinitésimale élémentaire que nous allons utiliser. Rappelons qu’un
nombre réel peut étre i-petit (4), limité (£), ou i-grand. S’il est limité et non i-petit, il est dit appréciable
(@@)3. Tout réel standard est limité(2 + % montre que la réciproque est fausse) et 0 est le seul réel
standard i-petit ; les autres réels standard sont donc appréciable. On a

bré=¢ i pr=¢  Le=g

Si € est i-petit, alors

1

1—%:1—5(1—1—525) ; In(l+¢) =¢+é? (—%—i—gﬁ) =€(1—§+5¢> =¢e(1+9).

Si N est i-grand et « limité, alors
N
(1+5) =49
ez+¢ = eme¢ =e"(14+4) ;

N 1= NVe Ny27VN(1 +¢) (Formule de Stirling?)

Voici un résultat d’analyse infinitésimale non élémentaire :

1Essentiellement, une quantité sera standard des lors qu’elle est indépendante de toute valeur d’un parameétre caché,
comme Dest tout objet des mathématiques defini de maniére unique : 0, 1, N, R, +, %, exp sont standard, mais tout ensemble
infini contient nécessairement des éléments non-standard. Dans N ces éléments non-standard se regroupent : ils sont tous
plus grands que les éléments standard ; ceci permet de les choisir pour définir la notion d’infiniment grand (i-grand). Si n
est i-grand, 1/n est i-petit; 2 est standard car 2 = 1 + 1, mais 2 + % ne est pas, sinon n = 1/(2 + % — 2) le serait. De
fagon générale x est i-petit si et seulement si |z| < % pour tout entier m standard.

2mais ceci est bien-entendu une affaire de goiit.

3Les symboles ¢, £, et @Q du calcul de Van den Berg représentent, dans un calcul, les nombres dont on sait que seul leur
ordre de grandeur sera utile dans la suite du calcul. Deux occurences distinctes de chacun de ces symboles ne représentent
généralement pas le méme nombre. Ainsi généralement ¢ — ¢ # 0, puisque par exemple % - %(: %) # 0.

4si N n’est pas entier, remplacer N ! par I'(N — 1).
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Proposition 7.2 Soit Y_ i-grand négatif, b limité, et B ~ b standard. Supposons qu’il existe des fonctions
standard Fy et ¢, définies sur R, intégrables sur toute demi-droite | — 0o, 3], telles que

1. F(Y) = Fo(Y) pour tout Y limité du domaine de F,
2. |[F(Y)| < oY) pour tout Y i-grand du domaine de F.
Alors

/b F(Y)dY/B Fo(V)dY + 4 .

Y_ —o0

7.2 Calcul asymptotique
Dans cette section nous allons calculer une asymptotique des trois quantités a, (Z), et I(a,p) :=

Jo Pa=1( )"=adt dans trois lemmes.

7.2.1 Asymptotique de a
Lemme 7.3

In(So/K) + pn — %
20 '

azg—i—\/ﬁ(A—i—p’) avee A= — (7.4)

J
Preuve : Comme a = [J] 4+ 1, avec Sy (Z—f) u"™ = K,ona

J

0o/ (in(uy) ~ In(u))

(= Inu_)/(In(uy) —n(u))

avec | :=1In(K/Sp) = —In(Sp/K). Or

Inuy = In(1 j:o\/Eerst) =1In(1+ \/E(ia +M\/E))
= Vbt(+o + pVot) + 6t(xo + pV/ot)? <% + ¢)

2
+oVot + (u % +¢> ot
puisque p et o sont standard donc limités; d’ou

I S S L1 ) =

1
In(uy) —In(u) 206t + ¢t \/E <1 n ¢ \/—> \/_ 20 + 4.

\/EZU

Utilisons & présent que n5t=T:1;ona—nln(u_):—i—a\/_—(,u—";—l—gﬁ), d’ott
o? 1
J = (a\/&+l—u+7+¢)(\/§%+¢)
_on l—p o ¢ o?
= 20+\/E( o= +4+20+¢a+¢(l u+2+¢))

= g—i—\/ﬁM,avec

l—p o WS/K)tp-%
20 4 20 I

Donc, comme a = [J] +1 = J + «, avec a €]0, 1], et comme M = A + ¢,

M ~

a:J+a:§+\/EM+\/Ea:g+\/ﬁ(M+¢):g+\/ﬁ(A+¢).
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7.2.2 Asymptotique de (Z)

Lemme 7.4

n \/5 2mn _9A2
= —— 1 . 7.5
R (72
Preuve : Posonsn=2met a=m+L=m+vV2mM, c’est-a-dire L = v/2mM, avec M = A + ¢, avec
A défini dans le lemme 7.3. Par la formule de Stirling, et en remarquant que m =1+4¢,ona
(n) B (2m)?™me=2m\/2m\/2m (1+¢)
a)  (m+ L)mtle—(m+L)\/2x\/m + L(m — L)n—Le—(m=L)\/2x\/m — L

1 22m 2m m — L om
- G (e t) \/<m+L><mL>(”¢)

L
S CAC VA
Ve B\ E) B
et comme L = v2mM
Vmv2M
_o4m 1 1 U 1 1 11 4)
- = 2\Mm e
m(1— 2L 1+\/\/_%4 vm 2
VaM
1 o4m 1 e VIM(] 4 g) 1 (144
el berwd B
= Li +2M? —(2\/_M2)\/_M(1+¢
™ \/m
1 4m o \/5 on a2
puisque e~2M* = ¢=2(A+$)° — (24748 _ —24%(1 4 g) O
7.2.3 Asymptotique de I(a,p) := [t (1 —t)"*dt
Lemme 7.5 Pour p = % + V/5t(B + ¢) avec B standard, on a
D 9—n B )
I(a,p) = / Yy 1 —y)" "y = / 2" W HAY gy 4 4. (7.6)
0 \/ﬁ —oo

Preuve : Posons une nouvelle fois n = 2m et a = m + L; on a donc
L—-1=vV2m(A+¢) — vV2m/V2m = vV2m(A + ¢).

A présent

D y L-1 dy
o m+L—-11 _ . \m—L _ _ m
I(a,p) -—/O y (L—y)™ "dy /(y(l Y)) (1 y) —

La présence du terme (y(1—y))™ = e™"¥), ott h(y) := In(y(1—y)) présente un maximum au point yo = %
nous conduit a appliquer la méthode de Laplace, qui consiste a faire une loupe au tour du maximum de
h, et, plus précisément, a poser

y=yo+Y/V2m.
Onadoncy:%—i—Y/\/Zm;dy:dY/\/Zm;y(l—y)z(%—i—\/%—m)(%—%):2_2(1—%);
1 Y 2y
y _2tee 1toem 12
—y 1_ Y —q_ 2y ’ —y 12
L=y a-7m 1= Y 1-0m
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Enfin y =0 siet seulement si Y = f—vgm =:Y_ qui est i-grand négatif, et y = p = % +/6tb siet
seulement si Y = v/2m+/6tb = b puisque 2mdt = T = 1. Ainsi
v2m Jy_

i’ y
o = [ (2
0 -y
i)\/ﬁ(.ﬁﬁr@

H(Y)=mln <1ﬁ) , et G(Y)(Hﬂ

\/%(A+¢) 9—2m+1  rb
> dy = / HYIGQ(Y)dY |, avec

2Y 2Y_°
" 1= 1= 7
Nous observons que tant que Y est limité, on a In(1 — 2Y%/m) = —%(1 + 4),
1 eY(1+¢) 1
H(Y)=m(—(-2Y? = —2Y” t G(Y) = =e"(1
(Y) m(m( +¢)) +¢ e Y) e 2V(1+g)1+¢ e (1+4),

et lorsque Y est i-grand et contenu dans le domaine d’intégration, donc négatif, on a 0 < G(Y) <1
et, comme In(1+u) < u, 0 < H(Y) < —2Y2. Nous pouvons donc appliquer la proposition 7.2 avec
FY) = efMGY), Fy(Y) 1= e 24 ot (V) = ¢=2¥” et obtenons

I(a,p) = % (/_B 22 HY gy 4 gﬁ) .

7.3 Preuve de la formule de Black et Scholes

Pour prouver la formule de Black et Scholes, il suffit & présent d’appliquer les formules (7.4), (7.5), et
(7.6) :

Preuve : (de la formule de Black et Scholes (7.1)) Appliquons la formule magique (6.9) a la formule de
Cox-Ross-Rubinstein (6.8) ; on a, en remarquant que a = § + /n(A +¢) = 5(1 + ¢),

Cén) = SO(I)(a7n,q*) _Kq)(a/)n7p*)
9 _
_ a<n> {S()I<a,l+\/§<a ﬂ+¢>>KI<a,l+\/E<_u)>}
a 2 20 2 20
— E(l + ¢)£2_ne_2‘42(1 + ¢)2;n X avec A= —ln(SO/K) i 0_22
=3 NG NG B 20
< s / PLZ 2672Y2+4AYdY+¢ K </ pX 262Y2+4Ade+¢>

L g =
= ¢2—ﬂ+¢) So / Togetraav 24ty ) ( / g2V HAAY 242 gy, | ¢>
i P o

1 op_94 1 194
= S()E / p(y)dy — KE / py)dy +¢| (1+9¢)
2
avec e~ 2 HAAY =247 _ o—2(Y-A)” — =% —: o(y), ol y 1= 2(Y — A)

~ SN(dy) — KN(d_),

ln(So/K)-i-;t—é
20

In(So/K)+p—
20

=d-_
O

(72
puisque,pourT:l,"%“—QA:"2;“—1-2 Z =d;,et £ —-24==£42



