Chapitre 12

Tests du Chi-deux

Nous découvrons ici a la fois la notion de test et un exemple d’utilisation d’une loi tres utilisée en
statistique : la loi du Chi-deux. Rappelons la définition de la loi du Chi-deux.

Définition : Soit & > 1 un entier et (U;);=1., un k v.a. i.i.d. normales, centrées, réduites : U; ~ N (0, 1).

Lav.a. X :=U?+.. .+U,§ suit une loi appelée loi du Chi-deuz & k degrés de liberté, et on note X ~» xa(k).
On montre que fx(z) = L —a5~!
22T(%)

I
e 2.

12.1 Exemple : tests de conformité

On tire 100 fois & pile ou face (avec une méme piece) et on obtient face 61 fois. Dans quelle mesure
peut-on en déduire que la piece est truquée? Tel est le type de problemes statistiques auxquels tente de
répondre la théorie des tests. La réponse ici est, qu'avec un risque de se tromper inférieur & o = 5%,
on peut affirmer que la piéce n’a pas une probabilité p = 0.5 de donner face : on dit qu’on peut rejeter
au sewil o = 5% Uhypothése Hy = [la probabilté p de produire “face” est 0.5]. Voici comment on arrive &
cette conclusion :

lere étape : Formuler I’hypothese nulle et fixer le seuil a. Il s’agit souvent de I’hypothese qu’on souhaite
réfuter (ou rejeter). On appelle 'hypothese Hy ou hypothése nulle du test; on fera tous les calculs
sous cette hypothese. Elle porte sur la loi suivie par 1’échantillon qui sera considéré. Dans notre
exemple I'hypothese nulle est que la piece suit une loi B(1,0.5) (bien que nous soupgonnons que
la piece soit truquée : nous nous plagons dans un démarche de réfutation). Envisageons un cas un
peu plus général : les V; de notre échantillon sont a valeurs dans un ensemble a k + 1 valeurs :
V; € {vl,... 0t .. oFF ) On note p(i) := P({V; = v'}), la probabilité étant précisément celle
correspondant & I’hypothese nulle Hy.

2eme étape : Procéder a I’échantillonage : on note n la taille de I’échantillon. On compte et note o; U'effectif
(le nombre d’éléments) de ’ensemble des éléments de I’échantillons qui ont produit la valeur v*; on
Pappelle Veffectif observé ou empirique. On détermine la valeur t; = n - p(i) de Veffectif théorique.

3eme étape : Calcul de la statistique : calculer le nombre
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F1G. 12.1 — Densité de la lois du Chi-deux & 5 degrés de liberté x2(5).
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4éme étape Appliquer le théoreéme suivant :

Théoréme 12.1 Soit (V;);j=1., un échantillon de v.a. a valeurs dans {v',... vt ... vF*1} et soit
p(i) = P{V; = v'}). Soit O; = > =1 Ly, —viy le nombre d’occurences de v' dans 'échantillon ;

Ek+1 (0;—t;)2
t

soit t; :=np(i). Alors la loi de Xy, :=3 " , tend,lorsque n tend vers l'infini, vers une loi

du Chi-deux & k degrés de liberté x2(k).

A cette fin, on détermine & l'aide de la table des x2(k) la valeur x(k, «) telle que P({X > x(k,a)}) =
a (pour n’importe quel X ~ x2(k)). Si x* > x(k, @), on rejette Uhypothése Hy

i

[p =05], « = 5%, n =100, k =1, 0 = 61, 02 = 39,
9-50)*

Dans notre exemple on a Hy
_ (61=50)?

Exemple :

ty = te = 0.5-100 = 50, et donc x* = T (3 = — = 4.84. Par ailleurs, dans la table, on trouve que
x(1,0.05) = 3.83..; on a donc x* = 4.84 > 3.83.. = x(1,0.05), et on peut donc rejeter, au seuil o = 5%,
I’hypothese que la piece n’est pas truquée. Observez qu’on n’aurait pas abouti a la méme conclusion si le
nombre de faces, sur 100 tirages, avait été de 59, car dans ce cas on aurait eu la statistique x* = 3.24. En

_ (118-100)* + (92-100)% _ 6.48 > 3.84.

revanche, si on avait tiré 118 faces sur 200 tirages, on aurait eu x*

100 100

En fait, au seuil a = 5%, 115 faces sur 200 tirages suffisent a rejeter Hy.

12.2 Preuve du théoreme, pour £
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Fi1G. 12.2 — Lois du Chi-deux : Les lignes correspondent au nombre de degrés de liberté, entre 1 et 30.
Chaque colonne correspond a une méme probabilité d’étre supérieur a la valeur indiquée dans le tableau.




