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Probabilité
Fiche TD1
Algebre d’évenements et variables aléatoires

Notez vos réponses sur cette feuille qui sera ramassée en fin de séance.

Exercice 1 (Indicatrice) On rappelle qu'on appelle fonction indicatrice de A C € la fonction T4 :
Q) — {0,1} définie par I[4(w) =1siw € A, et [4(w) = 0 sinon.
1. Exprimer, en fonction de 4 et de Ig, les indicatrices Tgc, Ianp, Taup. Soit B C . Vérifier que
Iang =TaAIg et Taup =14 VIg ot 2z Ay :=Min{z,y} et zVy:= Max {z,y}. Indication : On
commencera par remplir le tableau

w € H T ‘ Ip ‘ Tae | Tanp ‘ Taup ‘ IoNIp ‘ I4VIip ‘ Ia-1p ‘ 1-14
A X X X X
A€ X X X

B X X X X X X
B¢ X X X X X
ANB
A—B:=ANB¢
B—A:=BnA°
(AU B)©

Donnez a présent vos réponses :

En observant les deux premieres lignes du tableau vous voyez que [ 4. =

En observant les quatre dernieres lignes du tableau vous observez que [4np =

Vous trouvez : [aup =

Indiquez comment vous trouvez cette derniere réponse :

En utilisant que AU B = ((AU B)¢)¢, montrez que I qup =1 — (1 —14)(1 —Ip).

2. Soit X : 2 — R (on peut aussi dire que X est une variable aléatoire (v.a.) sur (Q,P(Q2))). Ecrire
chacune des v.a. ci-dessous sous la forme [ 4, ou A est un nouvel ensemble défini au moyen de X,
comme par exemple A 1= {X <1} :={w e Q | X(w) <1} (on dit que A est un événement
a(X)-mesurable, et que I 4 est une v.a. a(X)-mesurable.)

Iixcoy Alix>—1y 5 Iix<oy VIxs—ny 5 Iixanlixesay

[ix<oy ANix>—1y =

[ix<oy VIgx>—1y =



Lix<iylixe>ay =

Lisez dans le chapitre 1 la définition d’une v.a. et d’une algebre sur ).

Exercice 2 On a defini en cours les v.a. Jq, Ja, .. avec Ji41 = J; + 3,41, avec 6J; € {0,1}, et 6J;(w) =1
si la i-ieme lettre du mot w € 2 est un “h” et 0 sinon. On definit les v.a. S;5; par Sp = so donné, puis
Sist = S(i—1)5tUist, avec Uisy = udlid' =07 §t=T /N, ot T > 0 et n sont donnés.

1. Verifier que U5 (w) € {u,d}.

2. Montrer par recurrence que S;5; = SO(%)Jf‘di = Sou’id =7 = g;(J;), avec g;(x) = sou®d' = ; on dit
que la v.a. S;s; est J;-mesurable (c’est-a-dire qu’elle ne depend que de la valeur de J;). La suite Ji,
Ja, .. s’appelle le processus (stochastique), ou marche, de Bernoulli, et la suite Ss¢, Sost, .. la marche
de Coz-Ross-Rubinstein.

Exercice 3 (Le chat & huit queues) Soit Q2 'ensemble des mots de trois lettres formés & Paide des
seules lettres h et b. Pour w € Q et k = 1..3 on pose §Ji(w) := 1 si la k-ieme lettre du mot w est un h et
0 sinon. On pose Jy := 0 puis par récurence J, = Jp_1 + 0Jp

1. Quelles sont les valeurs prises par les v.a. Jp, Ja, et J3 sur (2, P(Q2)) ? Pour chacune de ces valeurs
j donner un exemple de w € Q telle que J;(w) = j.

J1 = Jo = Jsz =

2. Pour k = 0..3, représenter dans un systéme de coordonnées (k,j) les points (k, Ji(w)) pour tous
les w € Q. Puis joindre par un segment tous les points (k — 1, Jy—1(w)) & (k, Jx(w)) pour k = 1..3
et tous les w € Q. Vous obtenez ainsi une représentation graphique de ’arbre binaire (couché!)
de hauteur 3 associé au processus du Bernoulli J3 := (Ji)r=0.3. (Indication : commencer par
déterminer les segments issus du point (1,1) vers un point d’abscisse 2 : dans de cas que vaut k?
que dire de w ? que dire de §Jx(w) ?)



