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Version abrégée

La partie principale de cette thése concerne ’analyse numérique d’une méthode intégrale
frontiére sans singularité. Nous considérons le probleme de Laplace a l'intérieur ou a l'ex-
térieur d’un domaine borné du plan. Notre méthode consiste a résoudre numériquement un
tel probléme, en inversant (sur un espace d’éléments finis) un opérateur intégral régulier qui
est une “perturbation géométrique” de 'opérateur de Steklov. Nous définissons précisement
comment doit-étre la relation entre la perturbation géométrique et la dimension de 1’espace
d’éléments finis, afin d’obtenir un schéma numérique stable et convergent. De plus le schéma
obtenu ne fait pas apparaitre d’intégrale singuliére.

Dans une deuxieme partie, nous nous intéressons a des processus de chauffage par induction
électromagnétique lorsqu’un champ magnétique sinusoidal est appliqué, dans le but de dé-
terminer le champ de température lorsque le courant circulant dans I'inducteur est connu.
Nous supposons que tous les conducteurs (inducteur et piece métallique a chauffer au moyen
des courants induits) sont cylindriques et infinis suivant une certaine direction. Ainsi, nous
étudions le probleme de chauffage dans un plan perpendiculaire a la direction d’invariance.
D’un point de vue mathématique, la modélisation d’un tel processus de chauffage donne lieu
a un couplage entre les équations de Maxwell et un probleme de diffusion thermique. Nous
obtenons un systeme d’équations aux dérivées partielles pour lequel nous montrons, a ’aide
d’une méthode de point fixe, I'existence, voire 1'unicité de la solution.

Dans une troisieme partie, nous montrons comment notre méthode intégrale peut étre utili-
sée pour résoudre le probleme de chauffage par induction que nous avons étudié. A cet effet,
nous construisons un schéma numérique couplant notre méthode intégrale avec une méthode
d’éléments finis. Les résultats numériques obtenus prouvent 'efficacité de cette approche.
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Abstract

The main object of this thesis is the numerical analysis of a regular boundary element
method. We consider the interior and exterior bidimensional Dirichlet problems for the La-
placian. To numerically solve this problem, our method consists in inverting (on a finite
element space) a regular integral operator which is a “geometrical perturbation” of the
Steklov operator. We precisely define the relation between the geometrical perturbation and
the dimension of the finite element space, in order to obtain a stable and convergent scheme.
Furthermore this numerical scheme does not give raise to any singular integral.

In the second part we are interested in induction processes in wich a sinusoidal electroma-
gnetic field is applied. The aim is to determine the temperature field when the inductor
current is known. We assume that all the conductors (the inductor and the workpiece to be
heated by eddy currents) are cylindrical and infinite in one direction. Thus, the induction
heating problem can be studied in a plane perpendicular to the invariance direction. From a
mathematical point of view, the modelling of such a heating process involves the coupling of
Maxwell’s equations with a thermal diffusion problem. We obtain a system of partial diffe-
rential equations. The mathematical study allows us to prove the existence and uniqueness
of th solution, using a fixed point method.

In the third part, we show how our integral method can be used for solving the induction
heating problem we have studied. Therefore, we construct a numerical scheme combining
our integral method together with a finite element method. The numerical results obtained
prove the efficiency of this approch.
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Chapitre 0

Introduction

Ce document rapporte mon travail de these. Travail qui a commencé en avril 96, a I’Ecole
Polytechnique Fédérale de Lausanne sous la direction du Professeur J. Rappaz. La majeur
partie des recherches effectuées dans le cadre de ce travail est présentée dans ce document.
L’ordre chronologique des recherches fut le suivant: nous nous sommes dans un premier
temps penchés sur un probléme bidimensionnel de chauffage par induction, pour lequel un
modele avait déja été réalisé. Apres avoir établi un résultat d’existence et d’unicité d’une
solution de ce probléme, nous avons commencé une étude numérique. Un premier survol
montrait que nous aurions intérét a utiliser une méthode intégrale frontiere. C’est sur ce
point précis que s’est alors concentré notre travail. En effet, au lieu d’utiliser une méthode
classique, nous avons pensé qu’il pouvait étre intéressant de prendre en considération une
méthode “annexe” que nous savions employée par certains ingénieurs. De prime abord, cette
méthode semblait offrir des avantages par rapport aux méthodes classiques, et, apres une
recherche bibliographique approfondie, nous avons remarqué que dans la littérature, il n’y
avait que peu d’études sérieuses a son sujet. Notre travail s’est donc efforcé de combler cette
lacune, et d’établir solidement D'efficacité de cette méthode, tout en soulignant ses aspects
délicats.

Enfin, apres cette étude d’intérét assez général qui a occupé une grande partie du temps
imparti pour la theése, nous sommes un peu revenu aux motivations initiales. A cet effet,
nous avons construit un schéma numérique utilisant la méthode intégrale “annexe” afin de
résoudre un probléme ayant trait au chauffage par induction.

Dans ce document, divisé en trois parties, nous n’avons pas respecté ’ordre chronologique.
En effet, la premiere partie est consacrée a I’étude de la méthode intégrale que nous venons
d’évoquer. La deuxiéme partie concerne le probleme de chauffage par induction qui a été a
l'origine de la these, et la troisieme partie traite d’un aspect de la résolution numérique de
ce probléme.

Bien que ces parties s’inscrivent dans un ensemble dont nous venons d’évoquer la cohérence,
elles peuvent aussi étre lues séparément. C’est la raison pour laquelle, on trouvera a chaque
fois une introduction et une bibliographie spécifiques.
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Chapitre 1

Une méthode intégrale sans
singularité

1.0 Introduction

L’étude des équations intégrales et de leur résolution numérique est un sujet qui connait
un grand succes depuis une trentaine d’années. La raison provient du fait que de telles
équations peuvent étre utilisées pour résoudre des problemes d’équations aux dérivées par-
tielles (EDP). En fait, seul un petit nombre de probléemes aux EDP peut étre reformulé en
équations intégrales, mais ce sont les problémes les plus importants pour les applications:
I’équation de Laplace, de Helmholtz, du bilaplacien, ...

La résolution numérique des équations intégrales présente des avantages et des inconvénients
par rapport a la résolution “directe” des EDP. Un aspect essentiel est que lorsque la fonction
inconnue qui intervient dans 'EDP est recherchée sur un domaine € de RN, la reformulation
du probleme en équation intégrale fait apparaitre une fonction inconnue qui est recherchée
sur le bord 02 du domaine.

On réduit ainsi la dimension de I'espace de un. De plus lorsque €2 est le complémentaire
d’un domaine borné O, on transforme un probléme posé sur un domaine non borné en un
probléme posé sur un domaine borné (qui est 00).

Cependant il existe des désavantages non négligeables : les méthodes de résolution des équa-
tions intégrales sont en général plus délicates & programmer car elles nécessitent 1’évaluation
d’intégrales ou l'intégrand est singulier. D’autre part, bien qu’apres discrétisation on soit
conduit a résoudre un systeme linéaire de dimension inférieure a celui que l'on a pour le
probleme d’EDP, le gain en temps ou en mémoire requise n’est pas assuré car on a affaire a
des systemes pleins.

En résumé, ’approche d’un probleme d’EDP en utilisant des équations intégrales frontieres
est avantageux dans certains cas (par exemple pour les problémes extérieurs), mais pas tou-
jours. Tres souvent pour résoudre de maniere optimale un systeme d’EDP, on est conduit a
coupler des méthodes intégrales frontieres avec des méthodes d’éléments finis.

Cela étant dit, un autre probleme intéressant consiste a déterminer la méthode intégrale la
plus avantageuse possible. L’idéal serait de minimiser les désavantages que nous avons cités
tout en ayant une convergence rapide de la solution approchée vers la solution exacte. Cette
question a motivé de nombreuses études et il existe maintenant un tres grand nombre de
méthodes intégrales devenues “classiques”.

Ces méthodes intégrales se basent souvent sur des équations intégrales singulieres que 'on
discrétise par des méthodes de Galerkin, de collocation, spectrales,... Pour une revue de ces
méthodes “classiques” on pourra consulter I'article [27], et pour une étude plus appronfondie
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il existe plusieurs livres de référence : [18],[1],[24] et [8].

En marge de ces méthodes qui ont fait leurs preuves, il en existe d’autres, un peu délaissées
des mathématiciens mais qui ont des adeptes parmi les ingénieurs. C’est la cas notamment
des méthodes connues sous le nom de RBEM (regular boundary element methods). Leur
intérét est qu’elles se basent sur des formulations intégrales qui ne font pas apparaitre d’in-
tégrand singulier et on peut donc s’attendre a ce qu’elles soient plus faciles a programmer.
C’est en partie vrai, mais on s’est rendu compte en pratique que les méthodes de ce type qui
sont stables font inévitablement apparaitre des intégrands qui tendent a devenir singuliers
lorsque la taille du probléme discret augmente. Ainsi le gain pratique peut exister mais il
reste limité et si 'on veut faire un calcul approché précis, il faut évaluer certaines intégrales
avec précaution.

Quelques articles traitent de 'application pratique de ces méthodes, on pourra consulter
par exemple [28] ou [31].

Citons aussi le succes que semble actuellement remporter chez les ingénieurs la methode
MFS (method of fundamental solution, aussi appelée method of charge simulation). On
pourra consulter des articles tres récents: [7] pages 103 a 176, ou [14]. Cette méthode est
assez similaire a la notre et nous avons recemment constaté qu’elle a été analysée mathéma-
tiquement : c.f [11], [12], [13], [15] et [16]. On constatera cependant d’une part que l'article
théorique le plus général ([13]) est tres compliqué malgré une portée assez limitée (ce qui
semble étre inhérent & la méthode) et d’autre part que la méthode comporte de nombreux
problémes qui ne sont que superficiellement résolus.

Nous reviendrons un peu sur cela dans la suite.

Le but de cet article est de faire une analyse rigoureuse d’'une de ces méthodes intégrales
régulieres appliquée a la résolution d’un probleme de laplacien (intérieur ou extérieur) en
dimension deux. Nous voulons montrer que pour obtenir la stabilité de la méthode, il faut
réaliser un compromis avec la régularité et que ceci étant fait, on obtient une méthode
efficace.

Le plan d’étude est le suivant :

e Dans la premiere section on présente brievement la méthode appliquée a un probleme
de Laplace.

e Dans la deuxiéme section on introduit les notions et résultats mathématiques de base
qui nous seront utiles pour ’analyse de la méthode.
On rappellera des résultats concernant les problemes de Laplace en dimension deux et les
potentiels de simple et de double couche. Nous présenterons aussi diverses formulations
intégrales qui peuvent étre utilisées pour résoudre le probleme du laplacien. Apres une rapide
discussion sur l'intérét de ces formulations nous en conserverons deux: une “classique” et
une “réguliere” sur laquelle est basée notre méthode.

e Dans la troisieme partie nous présentons une analyse complete de notre méthode dans
le cas ou le domaine €2 sur lequel est posé le probleme de Laplace est un disque.
Nous montrons comment rendre la méthode stable et que ceci étant fait, elle est convergente
et son ordre de convergence est le méme que celui de la méthode “classique” prise pour
référence.
Nous abordons ensuite la question de 'intégration numérique et nous donnons un schéma
d’intégration qui assure une convergence optimale.

e Dans la quatrieme partie, nous généralisons les résultats de stabilité et de convergence
au cas ou le domaine 2 est régulier mais de forme quelconque.

e Dans la cinquieme partie nous présentons quelques exemples numériques. On considere
des problemes de laplacien intérieur et extérieur avec divers domaines ) et diverses valeurs
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imposées sur le bord 0f2.

1.1 Présentation de la méthode

Nous présentons ici notre méthode pour résoudre un probleme de Dirichlet intérieur en
dimension deux.

Soit © € R? un domaine borné, dont la frontiere I' est réguliere (nous préciserons dans
quel sens plus loin). Etant donnée une fonction ug définie sur I', on cherche a déterminer
une fonction u définie sur 2 et vérifiant

{ Au =0 dans €, (1.1)

u=1ug surl.

Notre méthode repose sur une formulation intégrale de (1.1), qui est quelquefois appelée
“Kupradze functional equation” en référence au russe V.D. Kupradze qui I’a introduite (c.f
20)). -

Pour cela on considére une courbe fermée réguliere I' € R2\Q qui entoure T', et on cherche
q définie sur I" et telle que

[ awK s, = [ w)k,wods, . el (12)
T r

1 0
olt on a posé K(z,y) = —o_loglz — y|| et Kn,(2,y) = 5 —K(z,y).
Yy

Nous montrerons que cette équation intégrale admet toujours une unique solution (dans un
certain espace fonctionnel). On obtient ensuite la solution du probléme (1.1) par:

u(x) = /Fq(y)K(x,y)dsy —/Fuo(y)Kny(x,y)dsy , x el

Ainsi pour résoudre le probleme (1.1) nous nous interessons & la résolution de I’équation
intégrale (1.2).

C’est une équation réguliere car le noyau K(z,y) est régulier (et méme C*°) lorsque les
variables x et y sont prises dans deux domaines disjoints ( qui sont ici TetT ).

L’idée la plus simple pour résoudre ’équation (1.2) consiste a découper la courbe I' en n
arcs, puis a chercher une fonction ¢,, constante sur chacun de ces arcs et qui vérifie la relation
(1.2) en n points distincts choisis sur T.

Nous montrerons qu’une telle approche ne donne pas de bons résultats, sauf si la courbe
auxiliaire (qui est un parametre libre) est rapprochée de I' lorsque n augmente.

Plus précisément, il faut choisir une famille (fn)neN de courbes auxiliaires telle que
dist(I',T,,) = O(1/n), lorsque n tend vers l'infini (c.f Fig 1.1).

Nous supposerons que I' admet une paramétrisation réguliere,

iel'={z(t) eR?*, t €[0,1]}, avec 2'(t) #0 V¢ € [0,1] et 2(0) = z(1),(0) = z/(1).
Soit n € N, on découpe uniformément 'intervalle [0, 1] en n sous-intervalles [6;, 0;11],

0; =i.h,i =0,..,n — 1 de longueur h = 1/n.

Soit A € R un nombre positif a choisir, nous définissons la famille (fn)neN de courbes
auxiliaires par

I, = {xn(t) eER?:z,(t) = z(t) + %C(t), te o, 1]} Vn € N, (1.3)
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ou ((t) est la normale unité sur I" extérieure a Q en x(¢).
On considere ensuite les espaces V,,, W,, et les points z; définis par

S
Il
—

Vi p:I' =R, (p|$([9i79¢+1]) ePy Viel.n, /

o(z)dr = 0} , neN,
r

o: T, — R, Dlan((0:,0:01) €Po Vi €0..m, /~ o(r)dr = 0} , neN,

I'n

Fi1G. 1.1 — Courbes auxilliares.

Nous déterminons une suite d’approximations (g, )neny C Vi, de la fonction g solution de
I'équation (1.2) par un des deux schémas suivants:

On cherche g, € V,, tq

I (Ff K(m,mqn(y)q;(a:)dsy) ds, = | ( I Knyu,y)uo(y)q;(x)dsy) dsa, (14)

T

I

I
Vg, € W,

{ On cherche g, € V,, tq

fF K (zi,y)qn(y)dsy = fF Kn, (zi,y)uo(y)dsy, Vi=1,.,n. (1.5)

Pour n € N donné, si on choisit une base des espaces V,, et W), alors ces deux schémas
reviennent a construire, puis a résoudre un systeme linéaire pour déterminer q,,.

Le schéma (1.5) qui utilise la collocation, a ’avantage de ne faire apparaitre que des intégrales
simples et est donc plus facile a implanter sur ordinateur. Cependant nous étudierons le
schéma (1.4) dont l’analyse est un peu plus aisée. Remarquons cependant que le schéma
(1.5) peut-étre vu comme (1.4) avec une intégration numérique.

1.2 Résultats de base.

Dans cette partie nous introduisons des notions et résultats mathématiques de base
concernant les potentiels newtoniens de simple et de double couche et les formulations inté-
grales du probleme de Dirichlet pour le laplacien en dimension deux.
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Nous désignerons par €2, un ouvert borné de R?, simplement connexe et dont la frontiere
0 = T est réguliere. On supposera que l'origine est contenue dans {2 et on utilisera aussi
la notation ' = R2\Q).
On s’intéresse aux problémes de Dirichlet intérieur et extérieur pour le laplacien, ils s’énoncent
de la maniére suivante:

e Probléme de Dirichlet intérieur
Pour f donnée sur I', on cherche u dans € telle que

Au =0 dans {2,
u=f surl.

e Probléme de Dirichlet extérieur
Pour f donnée sur I', on cherche u dans Q' telle que

Au =0 dans ,
u=f surl, (1.7)

u(z) = 0O(1) lorsque ||z|| — oo.

Nous introduisons maintenant des espaces fonctionnels dans lesquels on cherchera les solu-
tions de ces problemes.

Pour s € R, on note H*(§2) I’espace de Sobolev muni de sa norme ||.||s o et de sa semi-norme
|-]s,0-

Soit n(z) le poids donné par n(z) = (1+ ||lz[|)~") (1 +log(2 + |z])~". On note W{(R?)
I’espace de Sobolev a poids défini par

Wy (R?) = {¢ : R* = R, mp € L*(R?), Vo € (L*(R?))*},

o 1z :
et équipé de la norme [[¢[|yy1 g2y = (||77¢||37R2 + ||V77Z)||37R2) , qui en fait un espace de
Banach.
On montre (c.f [23]) que la semi-norme |.|; g2 est une norme sur W (R?)/R, qui est équiva-
lente a la norme ||.|[yy1 (g2)-
Pour s € R on note H*(T'), 'espace de Sobolev muni de sa norme ||. | s (r)-
Précisons quelque peu la notion d’espace de Sobolev de fonctions définies sur une
courbe:
Soit s € R, s > 0, on définit ’espace de Sobolev H?®, comme la fermeture de I'espace des

fonctions C*°(R) et 1-périodiques, par rapport a la norme ||¢||s = (¢, 90);/2, ou

(0,9)s = Gotbo + > Grbel2mk|?, (1.8)

kezZ*

avec QP = fol o(t)e" 2kt gt

Nous utiliserons la notation vy (t) = €2kt Remarquons que la relation (1.8) implique que
le systeme {vg},c; est une base hilbertienne de H®. On remarque aussi que I'espace H*
peut étre interprété comme étant ’ensemble des fonctions 1-périodiques ¢ dont la suite de
Fourier S, converge vers ¢ en norme H®. En particulier, si s € N, toutes les fonctions
1-périodiques de classe C* sont dans H?*.

On définit ensuite H —® comme 'espace dual de H?®, et on montre que si F' € H™

1EI2s = feof® + D |2k 72 ex?,
keZ*

S alors
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ou ¢ = F(v_g).
On choisira L? = H° comme espace pivot, ce qui revient a dire que L? est identifié & son
dual. Ainsi, L? sera considéré comme un sous-espace de H ~*. En effet, si ¢ € L? on lui
associe la forme linéaire G € H ~* définie par G(p) = fol e(t)g(t)dt, Yo € H".
On montre alors (cf [18] th. 8.10) que le systeme {v }xez est dense dans H ~®. De plus, pour
u € H™%, on pose u = fol u(z)v_g(x)dz (au sens de la dualité), et on montre que le produit
(1.8) est aussi un produit scalaire sur H ~*. On vérifie aussi que la suite
wy(z) = Zzz’zn ugvg(z) converge vers u au sens de la norme ||.||_s.

Une propriété importante du produit scalaire (1.8) est qu’il peut étre étendu en un
produit de dualité entre HS™% et H*T, pour tout € R. Plus précisement, on définit
< .. >s—asta (cf [18] pages 108-115 ou [27] pages 298-299) par

< U,V >g_gsta= (U, V)s Yu€ H™% Yve HSte (1.9)
et on montre que
|< U, >s—astal < Julls—allvllsta Yu€ H™®, Yo e HT?, (1.10)
< >
[0llsa = sUp —il STty e prs—a (1.11)
weHs+a [wlls+a

Nous allons maintenant montrer que si I' est assez réguliere alors on peut définir H*(T")
par homéomorphie avec H?.
On suppose que I' est de classe C*, on appelera alors paramétrisation réguliere de I' toute
bijection = € C* (]0,1],T) telle que

2(0) = (1), Vr € [0..K], et ||2'(£)] # 0, Vt € [0,1]. (1.12)

Il est bien clair que pour toute courbe I' de classe C* donnée, il existe une infinité de para-
métrisations régulieres.

Dans la suite de notre travail, pour simplifier les énoncés nous considererons toujours des
courbes de classe C*°. Tout resterait cependant valable sous des hypotheses moins fortes, i.e
I' de classe C*, avec k € N a préciser a chaque fois.

Soit s > 0, nous définissons H*(I") par
H*T)={¢: T = C, pox € H}, (1.13)

et nous le munissons de la norme donnée par |||l sy = || o z||s. Cette norme dépend de
la paramétrisation x, mais si Z est une autre paramétrisation convenable, on obtient une
norme équivalente ( cf [18] pages 118 et 119).

Soit H*(I')* le dual de H*(T"), F' € H*(I")* signifie que I"application

v € H¥(T) —< F,v >€ R est linéaire et continue. Pour s = 0 on a H%(T') = L3(T) et
on identifie L?(T") & son dual avec le produit scalaire naturel [ uvdz. Ceci nous permet
d’introduire la notation H*(I") = H*(T")*, et d’affirmer que

H*(I') € L*(T) € H~*(T"), avec dualité < .,. > p—s(r) gs(r)-

Soit s =0, F € H~*(I'), remarquons que pour v € L?(T") nous avons :

1
< FLo > oy pio(ry= /F Fla)o(z)ds, /O Pla(®)o(z )|z () dt.

Ainsi, si on pose F'= F oz et & = v oz, on n'obtient pas
< Fyv >g-sr),msr)=< F,0 >0,0. Cependant on montre le résultat suivant: F' € H—#*(T) si



1.2. RESULTATS DE BASE. 9

et seulement si o = |co|*+ 3 ey [2k| 72 |cg|? < 00, ol ¢y =< F, e~ 2imka=1(.) > f—s(I),H*(T) -
Ceci signifie que o donne une norme équivalente sur H ~*(I"). Si s = 0 alors

1
Ck Z/F(Z)ewml(z)dsz =/ F(tyo-x(t)]2'(¢) |t
r 0

et on voit clairement que c; n’est pas le coeflicient de Fourier de F. Néanmoins on a
2 F112
>kez ekl ~ I F 5.
Nous refermons cette parenthese.
Pour alléger 1’écriture, on introduit les notations suivantes :

Hs={feH* <1,f>_,,=0},
Hs(T)={f e HT), <1,f>p-sr)mgsr)y=0}-

Concernant I'existence et I'unicité des solutions des problémes (1.6) et (1.7) on a le résultat
suivant :

Lemme 1.1 Soit f € H*(I'), avec s € R, alors le probléme (1.6) admet une unique so-
lution v € HTV2(Q). Si s > —3, alors le probléme (1.7) admet une unique solution

2
we HITV2 @),

loc

Nous ne donnerons pas de démonstration de ce résultat qui est bien connu (cf [3] pages 253-
254). Remarquons que pour le probleme (1.7), c’est le comportement a l'infini qui assure
I"unicité.

La définition suivante précise les notions de trace intérieure et extérieure et de saut
d’une fonction sur une courbe.

Définition 1.1 Soit u € C>®°(O U O’), une fonction réquliére définie dans un voisinnage
intérieur O et un voisinnage extérieur O’ de la courbe T.
On note ulb, ulé, [ulr ( ou plus simplement u®,u®, [u], s’il n’y a pas d’ambiguité ), les fonc-
tions appelées trace intérieure,trace extérieure et saut de u sur I'.
Elles sont définies par :
u'(z) = lim w(z+ h.n(z)), zeT,
h—0~

ué(z) = hli)m(r)l+ u(z +hn(z)), =ze€T,

[ur(2) = u'(2) —u’(z), z€T,

ot n(z) désigne la normale extérieure a 2, en z € T, et les limites sont entendues dans le
sens ponctuel.

Toutes les équations intégrales pour les problemes du laplacien sont construites grace a
I’existence d’'une solution élémentaire du laplacien:

Définition 1.2 La fonction K : R? x R? — R, définie par

1
K(z,y) = —5-108 lz =yl

est appelée solution élémentaire du laplacien en dimension deux.
Pour tout y € R?, on a —AK(z,y) = dy, ot Oy est la masse de Dirac en y.
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Avec la solution élémentaire du laplacien, on définit les potentiels de simple et de double
couche:

Définition 1.3 Pour f € C*(T'), on introduit les fonctions Vi(f),Va(f) : R2\I' — R,
définies par:

Vi(f)(a) = / FW)K (. y)ds,, (1.14)
Va(f)(a) = /F F(0) K, () ds, (1.15)

Vi(f) est appelée potentiel de simple couche avec une densité répartie sur T’
( ou plus simplement potentiel de simple couche) et Va(f) est appelée potentiel de double
couche.

Remarque 1.1 Quelquefois les potentiels sont définis avec le signe contraire, i.e ce n’est
pas K et K, qui interviennent sous le signe intégral, mais —K et —Kp,.

Lorsque la densité f est réguliere ( c.f définition 1.3), on montre avec des arguments
simples les propriétés ci-dessous :

Lemme 1.2 Soit f € C®(T), alors Vi(f),Va(f) € C*(QUQ). A travers T, les relations de
sauts sont les suivantes

V=0 | 2| =1 (1.16)
T

Va(f)lr = =1, (%‘é(f) =0. (1.17)
T

De plus V1(f) et Va(f) sont harmoniques dans QUQ et leur comportement asymptotique
a Uinfini est donné par

V() =~ loglal [ awids, +O(rr) lorsque il =0, (118)

||
Va(f)(z) = O(ﬁ) lorsque ||z|| — 0. (1.19)

Les potentiels de simple et de double couche peuvent étre définis par densité ( et de
maniére unique ) pour des fonctions f € H*(I'), s € R, et nous conserverons I’écriture V1 (f)
et Vo(f). La plupart des propriétés énoncées dans le lemme 1.2 restent vraies, dans un sens
que nous allons préciser.

Dans le livre [3] aux pages 223 a 252 , on trouvera montré les résultats suivants :

Lemme 1.3 Si f € H*(T') alors Vi(f) € H*TYT), VE(f) € HSTYT), et les relations énon-
cées en (1.16) restent vraies.

De méme on a Vi (f) € H5(T), VS (f) € H*(T), et les relations énoncées en (1.17) restent
vraies.

Les propriétés d’harmonicité de Vi(f) et de Va(f), s’interpretent de maniere variation-
nelle lorsque f est peu réguliere. Par exemple ( cf [22] ) on a
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Lemme 1.4
Pour tout ¢ € H=Y/2(T), il existe une unique fonction u € W¢H(R?) /R, solution du probléme
variationnel :

. VuVode =< q,v. > Vv € W (R?), (1.20)

et on a ||lullwymz) < Cllallg-12(ry-
De plus si ¢ € C®(I') N H-Y2(T) on vérifie que

1
u(w) = ~5- [ aw)logla ~ylds, +e, ceR.
T Jr
Nous avons ainsi défini V}(q) a une constante pres, pour des densités g € H1/? (T).

On suppose maintenant que 21 et 29 sont deux ouverts bornés, simplements connexes,
de frontieres I'y et 'y de classes C* et que Q1 C Qg (cf figure 1.2).

Iy
I

Oy

Fic. 1.2 — Courbes I'1 et I's.

On introduit les notations suivantes :

Définition 1.4 Soit g € L*(T), avec s € R, on définit Sr, r,(q),Qr, r,(q) : T2 — R par
Seora)@) = [ awK(a)ds,, @<y, (1.21)
1

Qr, 1, (q)(z) :/F q(y)Kny(x,y)dsy, z €. (1.22)

On définit aussi St,r, et Qr,r, en échangeant I'y et I's. Si les courbes I'y et I'y sont
disjointes, alors on vérifie que les noyaux K (.,.) et K, (.,.) sont dans H*(I'y x I'y) pour tout
s € R. Ainsi, en utilisant la relation (1.10) on constate que les définitions (1.21) et (1.22)
ont un sens pour tout ¢ € H*(I'1), quelquesoit s € R.

De plus on a Sr, r,, Qr, 1, € £ (H*(I'1),H*(I'2)), pour tous s,t € R.

Dans le cas particulier ott ¢ € H~Y/2(T';), le lemme 1.4 permet d’interpréter Sr, r,(¢) comme
étant (& une constante pres) la trace de u sur 'y, ot u € W} (R?)/R est la solution de (1.20).
On remarquera aussi que cette derniére interprétation a un sens méme dans le cas limite
I’y =Ty, bien que dans ce cas la définition (1.21) n’a plus de sens en dualité.

A partir de maintenant nous adopterons la convention suivante: lorsque l'on indice un
opérateur par deux courbes dont les symboles sont différents (ex: St, r,), cela signifie im-
plicitement que les courbes sont distinctes (et en plus qu’elles sont toutes deux régulieres,
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fermées et que 'une est & “I'intérieur de 'autre”). Dans le cas ou les courbes sont identiques,
on indicera 'opérateur avec deux symboles identiques (ex: St ). Ces opérateurs nous servi-
ront dans la suite pour I’écriture de certaines équations intégrales. Commencgons par énoncer
certaines de leurs propriétés.

Si X et Y sont des espaces de Banach, on note K (X,Y), le sous espace vectoriel fermé de
L (X,Y) qui est constitué des applications linéaires compactes de X dans Y.

Lemme 1.5 Soit s,t € R, on a
SFLFQ’ QF1,F2 ex (HS(Fl)v Ht(r2)) .
De plus Sry 1, : HY?(Ty) — HY2(Ty) est injectif.

Preuve.

e Nous avons déja fait remarquer que pour tout s,t € R on a

SFtha QF1,F2 €L (HS(Fl)v Ht(r2)) .
Ainsi, comme l'injection H*(I's) — H* !(I'y) est compacte, on a montré la premiére pro-

priété.

e Soit ¢ € H-'Y/?(T';). D’apres le lemme 1.4 on a Sp, r,(¢) = ¢ + up.,, ou ¢ € R et
u € Wi (R?) vérifie

. VuVode =< q,v. > Vo € Wy (R?). (1.23)
Ainsi, si on suppose que up, = —¢ alors u‘% = —c et avec le principe des zéros isolés on
déduit que ulg, = —c.
Ceci implique que u|p, = —c, car u est continue a travers I'y. Mais comme u est harmonique
dans Q;, on a aussi ulg, = —c.

Finalement ¢ = [g_Z]Fl = 0, ce qui prouve l'injectivité. B

Comme nous 'avons déja fait remarquer, dans le cas limite ou
Iy =Ty =T, siqge H/2T) la relation (1.14) n’a plus de sens en dualité.
Cependant on conserve quelquefois cette écriture.
L’opérateur St r est communément appelé opérateur de Steklov-Poincaré. Nous allons
brievement rappelé son intérét pour la résolution de (1.6) ou (1.7) par équation intégrale
de premiére espéce. Rappelons tout d’abord qu’une équation intégrale de premiere es-
pece, est une équation qui fait intervenir une inconnue qui n’apparait que sous l'intégrale.
Schématiquement elle s’écrit Au = f, ou u est 'inconnue, A est un opérateur intégral et f
est le second membre (qui est connu).
Parmis les premiers articles fondamentaux a ce sujet on a [22] et [29]. Par exemple en
utilisant [22], on a le résultat suivant

Lemme 1.6 L’opérateur Spr : H~'/?*(T') — HY?(I')/R, est un isomorphisme et il vérifie
la propriété de coercivité ( aussi appelé ellipticité forte) qui s’écrit

Jv>0 tq <q,SF,F((])>H_1/2(F)7H1/2(F) > "YHQH?q—l/%Fy Vg € f{*l/?(r)'

Ceci implique _que pour tout ug € HI/Q(F), il existe un unique couple
(¢,8) € H/2(T') x R tel que

Srr(a) + 8 = uo. (1.24)
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De plus la solution des problémes (1.6) et (resp. 1.7) avec f = ug est donnée par
u(z) =Vi(q)(x) + B, x € Q (x € Y resp.).

Remarque 1.2 La solution (q,3) € ﬁ*I/Q(F) x R de l’équation (1.24) est déterminée en
deux étapes :
q € H-Y2(D) est l’unique solution de

<SF,F(Q)7 qI>H1/2(F)7H—1/2(F) = <u07 qI>H1/2(F)’H—1/2(F) vq/ € H71/2(P)7 (125)
et B € R est ensuite donnée par
< B,1>=<wug—5Srr(g),l>. (1.26)

Ce résultat est important, en effet il donne une formulation intégrale permettant de
résoudre le probleme (1.6) ou (1.7). Mais surtout il montre que ’équation intégrale & résoudre
est un probleme bien posé. Sa formulation variationnelle fait apparaitre la forme bilinéaire

aF,F(q, q/) = <SF,F(q)7 qI>H1/2(F)7H71/2(F) ; (127)

qui est coercive sur H—Y/2(I') x H-/2().

En conséquence, on peut résoudre de maniere approchée I’équation (1.25) en utilisant la
méthode de Galerkin. Si on choisit une suite convenable d’espaces discrets alors le schéma
obtenu sera stable et convergent.

Actuellement le résultat présenté dans le lemme 1.6 peut-étre inclus dans une théorie tres
générale qui concerne les opérateurs pseudo-différentiels. Pour plus de détail, on pourra
consulter les livres [3] et [24] qui traitent de la resolution numérique des équations intégrales
sous 'angle de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels.

Remarque 1.3 Dans le cas ou I'y # T'y, lopérateur Sr, r, (ot Sr,r,) n’est pas un iso-
morphisme.

Cela s’interpréte de la maniéere swivante : si q appartient a ’espace Frl/2(r1), le potentiel
de simple couche u de densité q répartie sur I'1 est harmonique dans le complémentaire de
Q1 (= Q) en entier. Ainsi pour ug € HY/?(T'y) donnée, Iéquation intégrale

/ o(9)K (,y)ds, = uo(z), Va €Ty,
I

ne peut avoir de solution que dans le cas ot ug est la trace sur I's d’une fonction harmonique
dans un voisinage de I's.

e Formulations intégrales

Dans le lemme 1.6 nous avons montré une premiere formulation intégrale permettant de
résoudre les problemes (1.6) et (1.7).
Nous allons maintenant utiliser la formule de Green pour en construire d’autres. L’outil de
base pour cela est énoncé dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.1 Soit u une fonction définie sur R?, telle que u), € C*(Q) et u, € C2 (V).
On suppose de plus que u vérifie

Ay =0, dans QU Y,

1
u(z) =6+ O(W), quand ||z|| — oo.
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Alors, stz € QU Y,

u(m):ﬁ+/r

%_ i (y) K (z,y)ds, — /F [ulr (y) Ko, (2, y)dsy,

etsixz el

) [ ou
%(UI’F +ulp) = ﬂJr/F %] i (y) K (x,y)ds, — A[U]r(y)Kny(w,y)dsy-

Preuve. c.f [23] page 4 ou [1] page 318. B

Remarque 1.4 Dans larticle [6], on trouvera une généralisation du théoréme 1.1 dans le
cas ou  est un domaine lipschitzien, le laplacien est remplacé par une classe plus vaste
d’opérateurs différentiels et u est moins réqulicre.

A partir du théoréme 1.1, on construit des formulations mixtes qui sont basées sur
les potentiels de simple et de double couche.
Par exemple, considérons le probleme (1.6). Si la donnée aux limites
f=uye HY/? (T'), nous savons que le probléme admet une unique solution u € H!(2).
Si nous prolongeons cette fonction par 0 sur Q' alors u vérifie les hypotheéses du théoréme
1.1 (sauf pour la régularité mais cela ne pose pas de probleme: cf remarque 1.4 ).
On rappelle que T' désigne une courbe fermée et régulicre du plan, qui délimite un domaine
Q > Q. On déduit alors du théoréme 1.1 le lemme suivant :

Lemme 1.7 Soit ug € H/?(T) donné, on considére les équations suivantes :

. U
chercher q € H71/2(I’) tq Srr(q) = Qrr(uo) + 70,

(1.28)
chercher ¢ € H-Y2(T) tq Sr(a) = Qr p(uo). (1.29)

L’équation (1.28) admet une unique solution q € ﬁ*I/Q(F). De plus la solution du probléeme
(1.6) avec f = ug est donnée par

u(x) :/Fq(y)K(a;,y)dsy—/Fuo(y)Kny(x,y)dsy, x €.

L’équation (1.29) admet aussi une unique solution q € ﬂ'*lﬁ(f), qui est la méme que celle
de l’équation (1.28).

Preuve.
Soit u, 'unique solution de

Au =0, dans(,

u = wug, surl,

et v : R?2 — R la fonction définie par

u(zx), x €€,
v(z) = {0( )xGQ’.

On vérifie que
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Av =0 dans QU

ol = u =
r — uo, anr_an7
1

|

Pour simplifier la démonstration nous supposerons que v est assez réguliere pour nous per-
mettre d’utiliser le théoréme 1.1 (autrement il faudrait utiliser une généralisation du théo-
reme (cf remarque 1.4)).

v(z) = O(

) quand ||z|| — oo.

Omn a

1 ou

5”0(‘T) an( ) (:Ea y)dsy - uO(y)Kny (.CIT,y)dSy, T e Fa (130)
r

ou
0= [ GrWE s, ~ [ w)Ko s, s, (13

ou
u(x) = 071( y) K (z,y)dsy—/Fuo(y)Kny(m,y)dsy, z € Q. (1.32)
Les relations (1.30) a (1.32) nous montrent d’une part que la fonction ¢ = % est solution

des équations (1.28) et (1.29), et d’autre par que

u(z) :/Fq(y)K(:c,y)dsy—/Fuo(y)Kny(x,y)dsy, x €,

est la solution du probleme (1.6).
On déduit ensuite des lemmes 1.6 et 1.5 que ¢ =
(1.28) et de (1.29).

|

‘9” est nécessairement 'unique solution de

Remarque 1.5

e Le probleme (1.7) peut-étre reformulé de la méme maniére, mis a part quelques modifica-
tions : on utilise dans ce cas une courbe auziliaire T C Q, d’autre part il y a un changement
de signe et une constante 3 qui apparait.

Les équations (1.28) et (1.29) deviennent :

chercher q € HY2(T) tg — smq) 4B = ~Qrc(uo) + —2 (133)

chercher ¢ € H-Y2(T) tq — ri(@) + 8 =—Qp(uo). (1.34)

Les équations (1.33) et (1.34) admettent la méme solution ¢ € H~Y2(I'). La solution du
probléeme (1.7) avec f = ug est donnée par

=0- / (x,y)dsy + /uo(y)Kny (x,y)dsy, x€ Q.
T

e Il est important de noter que l'unique solution ¢ € H='/2(T) de I’équation (1.29) ( ou
de (1.84) ) est indépendante de la courbe auzxiliaire choisie.
Par exemple pour l’équation (1.29), la solution est donnée par q = anh‘, ot u € H' () est
la solution de (1.6).
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e Pour résoudre (1.6), on peut aussi s’intéresser a l’équation
chercher q € H*(T') tq S 1(q) = uo, (1.35)

car il est clair que si q est une solution de (1.35) alors

u(z) = /F (W)K (2, y)dsy, = €9,

est la solution de (1.6). Le probléeme ici est que, comme nous l’avons déja fait remarquer
(cf remarque 1.3), l’équation (1.35) n’a pas de solution en général. En fait on peut montrer
qu’une condition nécéssaire pour avoir une solution est que I' et ug soient analytiques (cf

[13]).

e Discussion sur les formulations présentées

Nous commencons par distinguer ces formulations suivant la terminologie employée dans
le domaine des équations intégrales.
Toutes les formulations (1.24),(1.35), (1.28),(1.29) sont des équations intégrales de pre-
miere espéce car elles font apparaitre une inconnue qui n’intervient que sous un intégrant.
Les équations intégrales de seconde espéce sont aussi trés importantes en pratique,
mais nous ne les envisagerons pas ici et on renvoie le lecteur aux livres [1], [18], [24], [8] pour
une étude théorique et numérique de telles équations.
Un autre terme distinctif employé est celui de méthodes directes par opposition aux mé-
thodes indirectes.
Les méthodes indirectes font intervenir des quantités (densité de potentiel de simple ou de
double couche) qui n’ont pas de signification directe dans le probleme aux EDP initial. Ainsi
les formulations (1.24) et (1.35) sont indirectes. En effet considerons ’équation (1.24), on
montre que l'inconnue ¢ représente le saut de % si on prolonge la fonction u* solution du
probléme (1.6) par la fonction u® solution du probleme (1.7) avec la méme condition au
bord f = wy.
Ceci étant dit, penchons nous maintenant sur 'intérét pratique de ces diverses formulations.
Nous avons vu qu’elles sont de la forme A(q) = f et que leur résolution permet ensuite de
déterminer la solution du probleme (1.6) (ou (1.7)).
Les aspects qui les différencient sont : existence et unicité d’une solution, singularité de ’opé-
rateur intégral A, continuité de A~1.
Les formulations (1.24) et (1.29) font intervenir un opérateur A qui est régulier, on parle
quelquefois de formulation réguliére.
On a montré que I'équation (1.35) n’admettait de solution que sous des conditions restric-
tives pour la donnée ug, nous préférerons donc retenir la formulation (1.29) sur laquelle nous
reviendrons plus tard.
Signalons tout de méme que ces deux formulations sont assez voisines car elles font intervenir
sensiblement le méme opérateur A. En pratique la formulation (1.35) est quelquefois utilisée
par des ingénieurs et les méthodes numériques correspondantes portent le nom de “regular
indirect boundary element methods”. On renvoie le lecteur a 'article [28] qui montre un
exemple d’utilisation et donne quelques références. D’autre part, la méthode MFS, dont
nous avons déja vaguement parlé est, elle aussi, basée sur la formulation (1.35) et semble
particulierement appréciée des ingénieurs, vu le nombre élevé d’articles a son sujet: [11],
[12], [13], [14],[15], [16] et [7] chap 4. Elle consiste a chercher une densité approchée ¢ dans
I’espace vectoriel engendré par les n masses de Dirac correspondant a n points choisis sur
I, puis & imposer que ’équation (1.35) avec la densité approchée soit vérifiée en n points
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choisis sur I'. Ainsi, il n’y a plus aucune intégrale a calculer. Cependant, en plus du probleme
relatif a l'existence d’une solution de '’équation (1.35), cette méthode en rencontre d’autres:
choix de la courbe auxiliaire, difficulté de I’analyse mathématique du fait de I'utilisation de
masses de Dirac, ... Nous restons quelque peu sceptiques devant cette méthode qui semble
exiger des précautions particulieres pour un bon fonctionnement.

Les équations (1.24) et (1.28) font intervenir le méme opérateur A qui est singulier et elles ne
different que par le second membre f. Ce sont des formulations sensiblement équivalentes
qui présentent un grand intérét et sont souvent utilisées en pratique. Comme 'opérateur
A est un isomorphisme (cf lemme 1.6), le probleme A(q) = f est bien posé et on peut le
résoudre de maniere approchée en utilisant une méthode de projection.

Cette méthode présente cependant l'inconvénient de nécessiter le calcul d’intégrales singu-
lieres, ce qui peut rendre assez délicate son implantation sur ordinateur (surtout en dimen-
sion 3).

Malgré cela, c’est une méthode couramment utilisée car elle converge rapidement et nous la
retiendrons comme étant la méthode de référence.

Regardons de plus pres la formulation (1.29): c’est une formulation réguliere et elle admet
une unique solution. Malheureusement, d’un autre coté c’est sa régularité qui pose probleme.
En effet 'opérateur A = S 1 : HY2(I') — H'Y2(I"), est compact donc non continiment in-
versible et il n’est donc paé possible d’appliquer directement une méthode de projection
pour obtenir un schéma numérique efficace.

De plus, si les courbes T’ et T' sont analytiques, alors le noyau de A est aussi analytique et
on peut montrer (cf [18] page 236) que le probléme est tres mal posé ( les valeurs singulieres
de A s’accumulent au moins exponentiellement vers 0).

Historiquement, cette formulation a été introduite par V.D. Kupradze (cf [20]). Plus tard
S.Christiansen a entrepris de I’analyser mathématiquement et numériquement (cf [4] et [5]).
Dans Darticle [4], il utilise une méthode de collocation pour résoudre (1.29) et obtient des
résultats encourageants mais il se place toujours dans le cas oli I'espace discret est de petite
dimension. Lorsque €2 est un disque, il établit une formule explicite qui donne la valeur du
conditionnement du systéme linéaire obtenu. Sa formule montre que si la courbe auxiliaire
est maintenue fixement, le conditionnement est une fonction exponentielle de la dimension
du systeme linéaire.

D’autres auteurs évoquent la possibilité d’utiliser la régularisation de Tikhonov pour ré-
soudre (1.29) ou (1.35) (cf [18] pages 270-288). Cependant cette méthode converge lente-
ment et elle n’a pas de véritable intérét pratique en dehors de certains domaines particuliers
comme par exemple les problemes inverses ou la frontiere n’est pas connue (cf [18] pages
279-288 et [17]).

En pratique les ingénieurs qui ont tenté de résoudre les équations (1.29) ou (1.35) se
sont rendus compte que plus on désirait les discrétiser finement, plus il était nécessaire de
rapprocher la courbe auxiliaire de la frontieére du domaine. Ainsi ils ont obtenu des méthodes
satisfaisantes, qui ont été utilisées pour divers probléemes aux EDP : thermique, mécanique
des fluides, élastostatique,... On pourra consulter par exemple I’article [28] mais on n’y trou-
vera qu’'une description d’une méthode et des exemples d’utilisation.

Il semble que jusqu’a aujourd’hui aucune étude sérieuse de 'erreur n’a été effectuée pour une
de ces méthodes “RBEM”, mis a part pour la méthode MF'S pour laquelle on peut consulter
[11], [12] et [13]. Notre but, dans cette thése est de combler au moins partiellement cette
lacune et de démontrer des résultats de convergence.

La méthode numérique que nous allons étudier a été présentée dans la premiere section.
Remarquons que le schéma numérique (1.4) est basé sur une suite de formulations, ou chaque
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formulation admet la méme solution mais fait intervenir un opérateur et un second membre
différents. Cette suite est indexée par n, qui désigne aussi la dimension de ’espace discret
dans lequel on cherche une solution approchée.

Remarquons aussi que la formulation tend a devenir singuliere lorsque n tend vers l'infini,
et donc que le gain en “régularité” est limité si I'on veut des résultats tres précis.

Nous montrerons que ce compromis est obligatoire car il assure la stabilité du schéma.

Avant de commencer I'’étude & proprement parler, nous redéfinissons les opérateurs
Srr, SF,fn’ Qrr, QF,fn’ comme des opérateurs qui agissent sur un espace de fonctions fixé
une fois pour toute (indépendamment de n). Nous transformons aussi I’écriture des schémas
numériques en faisant intervenir les nouveaux opérateurs.

e Schémas numériques

Une premiere approche du probléme (1.6), nous a conduits a nous intéresser aux équa-
tions intégrales (1.24) et (1.29).
On considere les courbes I' et I',,, n € N, données par des paramétrisations régulieres :

I'={z(t) eR? te[0,1]},
[, = {z,(t) eR? t€[0,1]},Vn € N.

Le changement de variable H*(I') — H*®, donné par
w(t) = q(z(t))||='(t)]|, t € [0,1], nous permet de transformer les opérateurs
Sr.r, Sp T, Qrr et Qr r, en des opérateurs “équivalents”

S, S, :H-'Y/? o g2,
Q.Qn :H'? — H'2.

Formellement on a:

(Srrq) ((s)) = | a(y)K(x(s),y dsyz——/ )y’ (1) og [l(s) — y(t)|ldt
T

= S(w e [0, 1], (1.36)
(Sr.5,2) (2als)) = —2i / Oy 1)) 1og l2a(s) — (0
Sn(w) €[0,1],n €N, (1.37)
(@r.ra) (2(5)) = —2i / D)l (0, o () — (o)
— Q(w) € [0,1], (1.38)
(@r5,4) (als)) = / D) 05 1o ) = w0
=Qn(w)(s) s€[0,1],n¢€ N (1.39)

Ainsi équation (1.29) revient a
chercher w € H™'/? tq Sp(w) = Qn(wo), (1.40)

ol wo(t) = up(z(t))||2'(t)]|, t €[0,1], est la donnée.
La solution du probleme (1.6) avec la condition au bord f = ug € HY?(I') s'obtient en
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posant
1
u(z) = / (wt)K (z,2(t)) — wo(t) Kn, (2, (1)) dt, z € Q.
0
De la méme maniere, ’équation (1.24) est équivalente a

chercher w € H™Y? tq < S(w),w’ >1/9,1/2=< wo, W >1/2_1/2, (1.41)
Vo' e H-V/2.

La solution du probléeme (1.6) avec la condition au bord f = ug € H'/?(T) s’obtient alors
en posant

) = [ WK o)+ 5,
avec 3 = // wo () K, (2(s), 2(t)) — w(t) K (z(s), z(t))) dids.

A partir des opérateurs S,, et S, on définit les formes bilinéaires a, (a, )nen par

a,an :H Y2 x H 1?2 SR,
a(u,v) =< v, Su >_1/21/2, (1.42)
an(u,v) =< v, Spu >_1/271/2, n € N. (143)

Soit n € N, remarquons que 'opérateur S,, agit de H~'/2 dans un sous-espace de
HY? = REP H'/2_ qui n’est pas nécéssairement inclus dans H'/2.

On montre alors qu’au lieu de considérer ’équation (1.40), on cherche

we H Y2 et B eR tels que

Sp(w) 4+ 8 = Qn(wp). (1.44)
Cette derniere équation admet une unique solution et est encore équivalente au systeme

< Sp(w),w' >1/9 1/ =< Qulwo),w" >1/9 172, Yu' € a2, (1.45)
B =< Qn(wo) - Sn(w), 1 >1/2’,1/2 . (146)

On obtient ensuite la solution de (1.6) en posant

1
u(z) =p +/0 (wt)K (z,2(t)) — wo(t) Kn, (2, (1)) dt, z € Q.

Remarquons enfin que si en pratique c’est bien I’équation (1.45) que l'on devra résoudre,
rien ne nous empéche pour la théorie de remplacer S,, et @Q,, dans (1.45) par S, et Q, qui
sont & moyenne nulle ( et qui coincident avec S, et (), & une constante pres ).
Dans la suite, il nous arrivera de faire implicitement cette modification sans changer de
notation (i.e on supposera que S, est a moyenne nulle).
En utilisant les définitions (1.42) et (1.43), nous écrivons maintenant les équations intégrales
(1.24) et (1.29) sous forme variationnelle :

Pour wg € HY/2, on cherche u € H /2 tq

Sy (1.47)
{ a(u,v) = (v,wo) 1910, YvEH /2,
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{ Pour wy € HY2, on cherche u € H™Y/2 tq (1.48)

an(u,v) = (U, Qnwo) 1919, YU E H-12,

Les schémas discrets s’obtiennent ensuite en utilisant une suite d’espace (V,)nen telle
que pour tout n € N on ait V;,, € H~Y/2 et dim(V},) = n. On obtient :

Pour wy € HY/2 et n € N, on cherche u,, €V, tq
(1.49)
a(up,v) = (0, W0) _1/91/9, V0 E Vn.
Pour wy € HY? et n € N, on cherche @, € V, tq
- (1.50)
an (Uin,v) = (v, Qnwo) 1912, YV E Vp.

Remarque 1.6 Dans l’équation intégrale (1.48) intervient le paramétre
n € N mais la solution est indépendante de ce parameétre. Ce n’est que pour le schéma discret
associé€ (1.50) que Uutilisation d’une famille de formes bilinéaires (an)nen est importante.

Nous savons (cf lemme 1.6) que le schéma (1.49) est stable et qu’avec un bon choix de
la suite d’espace (V;,)nen, il sera convergent. Malheureusement, le lemme en question n’est
d’aucun secours pour déterminer si le schéma (1.50) est lui aussi bien posé.

Intéressons nous donc & une autre maniere d’analyser le schéma (1.49). On considere (cf
[27]) la décomposition

S=D+K, (1.51)

avec

- __/ t)log ||lv(s) — v(t)||dt, (1.52)

=(s) = =(O)] (153

lv(s) = v

H

Kw)=— [ u(t)log

<

ou {v(t) = (ccos(2nt),csin(2nt)), t € [0,1]} est une paramétrisation réguliere du cercle
de rayon c, centré en 0.

On constate ensuite que pour tout k € Z, la fonction vy, est un vecteur propre de D associée
a la valeur propre A\; € R. Etant donné que le systéme {vj }rez est une base hilbertienne de
H? pour tout s € R, on obtient la représentation spectrale de D :

D:H™ Y2 HgY/? (1.54)
=Y wr(z) = (Du)(z) = Y updpop(@). (1.55)
keZ kez

Il est alors facile de montrer (cf [27] page 311) que la forme bilinéaire a(u, v) =< Du,v >1/9 _1/2
est coercive sur H~Y/2 x H~1/2

(et méme sur H- 12 x H-1/2 si ¢ # 1).

L’autre fait remarquable est que 'opérateur K réalise une “régularisation infinie”, en d’autres
termes on a K € K(H®, H'), Vs,t € R. Ceci se vérifie aisément car le noyau

k(s,t) = —%log% est de classe C* dans [0, 1] x [0,1]. En effet, lorsque s = ¢ la
[l='(s)]

singularité n’est qu’apparente et on a k(s, s) = —% log [ZHOIE
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Finalement S est une perturbation compacte d’'un opérateur positif.
Nous allons voir qu’en s’inspirant de cela nous pourrons analyser le schéma (1.50). On
considere cette fois-ci la décomposition

Sp = Dy + K, (1.56)

avec

Dy(u) = —— / ) log [[va(s) — v(t)||dt, (1.57)

K,(u)=— ; u(t) log wdt (1.58)

[vn(s) = v ()]

ou {v,(t) = (¢, cos(2mt), cp sin(2nt)), t € [0,1]}, n € N, est une paramétrisation réguliere
du cercle de rayon ¢, centré en 0.

Nous supposerons dans un premier temps que I' est un cercle de rayon ¢, ce qui revient a
dire que S,, = D,,. Dans le paragraphe 1.3, nous ferons l’analyse compléte du schéma (1.50)
dans ce cas particulier.

Dans le paragraphe 1.4, nous ferons I'analyse dans le cas général. On utilisera pour cela la
décomposition (1.56) et nous montrerons que les conclusions du paragraphe 1.3 concernant
Pefficacité du schéma (1.50) demeurent inchangées.

27r

1.3 Analyse sur le cas circulaire.

Dans cette section, nous considérons le cas ou le domaine €2 est un disque.
Sans perdre en généralité, on peut le supposer centré sur l'origine et de rayon c. Pour les
courbes auxiliaires T',,, on prend des cercles de méme centre que I et de rayon ¢, n € N.
Il est alors possible de déterminer explicitement les valeurs propres et vecteurs propres des
opérateurs S, S,, @, Q.
Ce résultat nous servira ensuite a montrer que la convergence du schéma (1.50) dépend du
comportement asymptotique de la suite (dy,)nen définie par d,, = |c¢ — ¢, |. Nous montrerons
que si d, = O(1) lorsque n tend vers infini, il n’y a en principe pas de convergence, le
schéma (1.50) étant mal posé. Par contre si

d, =0(1/n) lorsque n — oo, (1.59)

alors pour tout entier n, le scéma (1.50) admet une unique solution u,, € V;,. De plus, Uerreur
lu — wn||—1/2, ot u est 'unique solution de (1.48), est en O( 3/2) , c’est & dire du méme
ordre que pour la méthode (1.49) de référence.

Ainsi comme nous 'avions annoncé lors de la présentation de la méthode, nous choisirons
les rayons des cercles auxiliaires pour qu’ils vérifient la relation (1.59).

Ceci implique que, lorsque n devient grand, les opérateurs intégraux S, Q, présents dans
notre schéma deviennent de plus en plus “ressemblant” aux opérateurs S, ) qui sont singu-
liers. Pour remédier a cela, nous donnerons une regle d’intégration numérique qui permette
de conserver 'ordre de convergence de la méthode.

1.3.1 Valeurs propres et vecteurs propres des opérateurs

Nous utilisons I’écriture Complexe pour la paramétrisation des cercles I' et T,
I'={z(t) €C, 2(t) = c.e®™, t€0,1]}, (1.60)
T, = {za(t) € C, 2,(t) = cye®™, t€[0,1]}, n €N, (1.61)
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et on définit la suite de nombres réels (v, )nen par

cnfe siey >,
T ¢/e,  sinon.

Remarque 1.7 Cette définition de la suite (vn)nen permet d’analyser simultanément la
méthode pour le probléme (1.6) et pour le probleme (1.7). En effet dans le premier cas on a
cn > ¢ pour tout n et dans le deuxieme c, < ¢, mais on a toujours vy, > 1.

Remarquons aussi que comme I et T, sont donnés par les paramétrisations (1.60) et (1.61),
on a

_ 1 .
(Snq) (5) = 5 — <Sr7f‘nQ) (cn€®™), (1.62)
N 1 .
(@nq) (s) = 50 <annq) (cn€2™), (1.63)
oll on a posé G(t) = q (ce®™), te[0,1].
Nous voulons déterminer les couples (A, q) € R x H12 et (1, 0) € R x HY2 tels que
Snq = Aq,
Qnip = pp.

Il est possible de déterminer de tels couples en effectuant directement des calculs intégraux
a partir des expressions explicites des opérateurs S,, et Q.
Nous préférerons utiliser ’analyse complexe pour démontrer les lemmes suivants :

Lemme 1.8 Soit n € N donné. Alors les couples (A}, q}) ., définis par

n_ —% log(e) sic, <c, =1
0 —5-log(c,)  sicn >c, 0 ’
1 .
= g g = v 0t vg(s) = ¥™), ke 77,

forment un systeme de valeurs propres et vecteurs propres associés pour l’opérateur S,,.

Preuwve.
Soit ¢ une fonction réguliere définie sur I', on pose

o) = S, 0G) = [ awK (s, zeC. (1.64)
Cette fonction vérifie
[v]r =0, (1.65)
ov
| = 1.
Av =0, dans QU (1.67)
1 1
v(z) = <—— / q(y)dsy> log |z| + O(—), lorsque |z| — oo. (1.68)
21 Jr ]

e On considere la fonction ¢ = 1, définie pour z € I" et on lui associe la fonction 1-périodique
q(t) = q(c.e¥™) = 1.
Soit « et B deux réels, on pose

[ alog(c) silz| <e,
w(z) = { Blogl|z| silz| > ec.
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On remarque que cette fonction vérifie la relation (1.67). A l'intérieur et a lextérieur de la
courbe I', on a

o (c.e?) =0,
ow® 0 B
. (c.e¥) = =

On vérifie alors qu’en prenant oo = 3 = —c, les relations (1.65), (1.66) et (1.68) sont aussi
satisfaites par w.
Ainsi on a

v(z) = —clog(c) si|z| <e,
| —cloglz| silz| >e¢,

ce qui implique que
1

1 .
4 —5-log(c) sic, <c

_ 2iTs — 2 2 n ’
Sn(1)(s) = g—v(cn. ™) { —Llog(cn) sicy>ec.

Le premier point est ainsi démontré.

e On considére maintenant la fonction ¢(z) = z—:, ou k est un entier non nul.

On lui associe la fonction §(t) = q(c.e?™) = vy (t), et pour calculer S,,(§) on considére a
nouveau la fonction v définie par la relation (1.64).

Soit aq, aig, B1 et P quatre réels, on pose

BiRe(2F) +i.BoIm (%)) si|z| < e,
w(z) = M) 4 4 MY s
g Re(z7 N +i.aoIm(z7 ¥y si|z] > e

Cette fonction vérifie la relation (1.67) car z/*l est holomorphe dans € et z~I¥l est holomorphe
dans . La relation (1.68) est trivialement vérifiée et les conditions (1.65) et (1.66) sont
satisfaites si

are” M — gelFl = o,

ane ¥ 4 Byclkl — 0,

— |kl LI —
o 4 B = —,
||
—kl _ gkl — _, &
QaC ﬂQC = —€k ;
||
. . _ 1 sik>0
ou on a posé € = Sgn(k) = 1 sinon.
Ce systeme se résout facilement et on obtient
c c
— |%| - — |kl
o) = c = c
1 2‘]{:’ ) ﬁl 2‘]{:’ )
_ €LC \k| _ €LC 7\k|
Ceci implique que
1 Ikl :
. — vk(s) sic, <c,
Sn(vk)(s) _ U(Cn.€2ms) _ 47r1|k\771‘k| ( ) ' n
me T vp(s) sic, > e
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Lemme 1.9 Soit n € N donné. Alors les couples (ug,cpg)kez définis par

1 .
—5= Stcy<c
n n ? n
Ho = 0 27TC' Yo = 17
smnon,
IV LI
n ~Inc In 81 ¢y <G, n *
K = AT o =k, k€L
T In 81 Cp, > C,

forment un systéme de valeurs propres et vecteurs propres associés pour l’opérateur Q.

Preuve.
On procede comme dans la démonstration du lemme 1.8: pour ¢ réguliere définie sur I', on
pose

02) = Qri, (D) = [ o), ()dsy, 2 C. (1.69)
Cette fonction vérifie
[vlr = —¢, (1.70)
[%L _o, (1.71)
Av=0, dans QU (1.72)
o(z) = 0(%), lorsque |2| — oc. (1.73)

e On considere les fonctions ¢(z) =1 pour z € T et ¢(t) = ¢(c.e?™) = 1.
si |z] < ¢,

. est la solution du pro-
si |z| > ¢,

On vérifie que la fonction v donnée par v(z) = { 0 1

bleme (1.70) a (1.73), et donc que

1 . L §ie,<ec
1 - ) 2imsy 2me n ’
@n( )(8) 27ch(cn € ) { 0 sic,>c

e Soit k € Z*, on consideére la fonction définie sur I' par ¢(z) = ‘z—: et on lui associe la

fonction 1-périodique G(t) = p(c.e?™) = vy (t).
Nous cherchons une solution du probleme (1.70) a (1.73) de la forme

o(z) = o Re(z7*0) +i.aoIm(z7 ¥y si|z] > ¢,
Tl BiRe(ZF)y +iBoIm(2F) sifz] < e
Les équations (1.72) et (1.73) sont automatiquement vérifiées et les équations (1.70) et (1.71)
s’écrivent
are 4 gkl = o,
e Fl— gyelkl = o,

age” M 4 Byl = —¢;..

La résolution de ce systeme nous donne

—IkL k| ik
C (2
v(rei(’) 5 rlkl e sir <ec,
: - Bl k| LikO o
5T .€ s11r > c,
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ce qui montre que

1 % —wa‘ |.vk(s) si e, < c,
Qn(vk)(s) = 2—7_‘_07)(0”.6 z7rs) — { 47rci|7€‘ ' n

Nous allons maintenant préciser la suite d’espaces discrets (V},)nen que nous allons uti-
liser pour les schémas (1.49) et (1.50).
Nous montrerons ensuite le résultat central de notre étude, a savoir que si on choisit la suite
de rayon (cy,)nen telle que d,, = O(1/n) lorsque n tend vers 'infini, alors la famille de forme
bilinéaire (a,)nen vérifie la propriété de “coercivité discrete” de fagon uniforme:

3 v > 0 indépendante de n telle que
an(u,u) > ’yHuH%l/Q, Vu eV, VneN. (1.74)

1.3.2 Discrétisation de H /2 et base échantillonnée

e Discrétisation de H /2
Soit n un entier positif, on pose h = n+r17 rj=jh, j =0, ntletz; = (j—i—%)h, j=
0,..,n.

zg =10 T To Tn Tpt1 =1

T1/2 T3/2 Tnt1/2

On définit les espaces V,, ¢ H~Y2 et V,, ¢ H™'/2 par
V,, = Vect {X1) s Xn+1} 5 (1.75)
1
v, {f & [ flarto= o} | (1.76)
0

ou les fonctions x;, j = 1,..,n + 1 sont 1-périodiques, et leurs restrictions sur [—1, 1] sont
données par

X_] = ]ixi—l/27$j+l/2} j S 1..”, (1.77)
Xn+1 = Lz y1/9,1)U[0,21 /5]

Remarque 1.8 Nous avons choisi la base de V,, donnée par les relations (1.75) et (1.77)
car cela simplifie I’étude théorique qui va suivre. Cependant, il est bien clair qu’en pratique
ce choix n’est pas obligatoire, ni méme a conseiller. En fait il est préférable de choisir la
base

Bn — {771,"777n+1}7 (178)

ou les fonctions n;, j =1,..,n+ 1 sont 1-périodiques, et leurs restrictions sur [—1,1] sont
données par

n; = 1[11.71,%}. (179)

On obtient ensuite une base B, de V, par

ﬁn = {¢1, -wdjn}, ¢j =1 — Nj+1, Jj=1.,n (180)
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On introduit 'opérateur d’interpolation :

I, : H =V,
n+1

Mpu(z) = ) u(z;)x;(x).
1

+

<.
Il

e Base échantillonnée

On considere le développement en série de Fourier des fonctions x ;,
j=1.,n+1:

Xi(@) =) cirvp(), (1.81)

keZ
1
avec cjj, :/ Xj(@)v_g(z)dx.
0

Un rapide calcul donne

{ cjp = %v_k(%), jeln+1, keZ, (1.82)

CjQZh, j=1.,n+1

Nous introduisons maintenant un théoreme fondamental pour notre étude. Nous I’avons
appelé théoreme d’échantillonnage car il repose sur 1’idée que pour n € N fixé, la décompo-
sition de l'interpolé I1,v,, (m € 1..n + 1) dans la base {vy},c, est une série réduite sur des
indices de la forme de m + p(n + 1), p € Z. En quelque sorte, seule la fréquence fondamen-
tale et les fréquences fondamentales augmentées d’un multiple de n + 1 apparaissent, lors
de I’échantillonnage des fonctions I1,,v,, (m € 1.n + 1).

Théoréme 1.2 (échantillonnage )
Soit n € N, on a les égalités (au sens de la convergence quadratique) suivantes :

Myvpyr =1,
“+o0o
n+1 Uerp(nJrl)
1, v, = sin(mmh —-1)YpP——" m=1,.,n.
nUm p ( )pzoo( )m+p(n+1)

Preuve.
Soit 1 <m <n-+1,ona

n+1 .
L, v, (z) = va(mj) <h+ Z WU_k(mj)vk(mO

j=1 keZ*
s, sin(kmh) s,
= thm(xj) + Z Ba— va (z)v_k(z;)v(2). (1.83)
j=1 kezZ* j=1

On pose
1
37(7]1 = Z?ﬂ Um(Z;),

Sh(@) = Yoy T Sty (g vk () on (),
S2/(w) = Yoy TR S (2 ok ()0 ().

e On vérifie que

0 _ _
{ S, =0, VYm=1,.,n, (1.84)
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e Pour k£ > 1, on pose I, = zj h vm(x])v k(x;), et g = e2ilm=k)mh,

On distingue deux cas:
(1) on suppose qu'il existe un entier p tel que m — k = p(n + 1). On a alors nécessairement
p<0et g=1, ce qui implique que I,z =n + 1.
Remarquons aussi que sim =n+1 et m —k = p(n + 1) alors
k= (1-p)(n+1) et donc sin(kmwh) =
(2) on suppose qu’il n’existe aucun entier p tel que m — k = p(n + 1). Ceci implique que
q # 1 et donc
1— qn+1
Ik =q+ ¢ +..+¢""! ST, =0,
car "1 = 1.
Ainsi nous avons montré que S}Hrl =0etpourm=1,..,nona

S!(z) = Z sin ((m — p(n+ 1))7h)

(m —p(n+1))m (7 + 1) 0 p(nt1) ()

p<0
n+1 . (—=1)P
= sin(mmh) p;(] mvm+p(n+1)($)- (1.85)

e Pour calculer S2,(x), on procéde de la méme maniére.

Soit k > 1, on pose Jyr = Z?ﬂ O () Vg () et g = eXm+h)mh,

On distingue & nouveau deux cas:

(1) on suppose qu'il existe un entier p tel que m+k =p(n+1). Onaalorsp > 1let ¢ =1, ce
qui implique que J,,,; = n+ 1. Dans le cas particulier oum =n+1,onak = (p—1)(n+1)
et donc sin(kmh) =

(2) dans tous les cas restants on a ¢ # 1,¢" " =1 et Jx = 0.

Ainsi S? i1 =0et pourm=1,..,n on a

2 ) s ((pn+ 1) = m)h)
(@) ; (p(n+1—m))w
n _q)ptl
= +1 sin(mmh) Z mv(p(,”rl)m) (). (1.86)

s
p=1

(n + 1)v_(pns1)—m) (2)

Finalement, en rassemblant les relations (1.83) & (1.86) on termine la preuve. B
Le théoreme a un corollaire important :

Corollaire 1.1 Soit d : H Y2 x H Y2 — R, une forme bilinéaire continue telle que
d(vk,vk/) =0, Vk 75 kK € Z.
Alors pour tout m,m’ =1,..n+1 on a

AT v, v ) =0, sim #m/,

(TL + ]') d (Um-i-p(n-‘rl) ) Um—l—p(n—i—l)) .
v, nvm) = > =1,.,n.
d(ITy vy, Mpvp,) = sin?(mah) (m+ pn T 1)) , sim=1,..,n

PEZL
Preuve. Soit m,m' =1,..,n, on a
(n + 1)2 . . ’ p+p’ d (UM+p("+l)7Um’+p’("+l))
nUm, nUm ) = —1 .
d(IL,vm, L, v, ) 3 sin(mmh) sin(m’wh) Z (-1) Tt pin+ D) £+ 1))

p,p' €L
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Mais comme d(vg,vp) = 0 si k # k', les termes de la série précédente sont nuls, sauf si
m+pn+1)=m'+p'(n+1).

Cette derniére condition est équivalente a 'équation m —m’ = (p’ — p)(n + 1), qui ne peut-
étre vérifiée que pour p = p/, et ceci implique que m = m/.
Dans le cas ot m’ =n+1, on a

1 A(Vmtpnt1)s 1
d(IL, v, My ) = d(Ilvy,, 1) = nt sin(mmh) Z(—l)pw,
T v’ m+p(n+1)

mais pour m = 1,..,n, il n’est pas possible que m + p(n + 1) = n + 1 et on conclut que
d(I,vm, 1) = 0.

Ainsi le premier point du corollaire est démontré.

Le deuxieme point est alors évident. W

Remarque 1.9 Le produit scalaire sur H='/? défini par la relation (1.8) avec s = —1/2,
vérifie Uhypothése du corollaire 1.1.
Plus précisément on a

St
(Vg Vkr)—1/2 = _\zkiéf?p kK €Z, k#0, (1.87)
(vo,vk)—1/2 = bopr, K €L

Nous déduisons maintenant la
Proposition 1.1 Le systéeme An = {IT,,v1, .., v, 41} est une base orthogonale (au sens de
(.,.)0) de 'V, et le systéeme A,, = {Il, vy, .., 11, v,} est une base de V.

Preuve.

De maniere évidente, on a An C Vn et j:tAn = dimVn =n-+1.
Montrons que les vecteurs II,v1, .., II,v,41 sont linéairement indépendants.
On applique le corollaire 1.1 pour la forme bilinéaire d(.,.) = (.,.)_1/2 (c.f remarque 1.9),
on obtient

d(IL v, vy ) = MOy, Vm,m' € 1on,

1)2
avec A\, = (n2+ sin? (mmh) Z
PEZL

Im+pn+1)l3’

d(IL, vy, Ivp41) =0, VYm € 1..n,
d(annJrla annJrl) = d(UOa UO) =1

On vérifie sans peine que les coefficients A,,,, m € 1..n sont tous non nuls, et comme les
vecteurs IL,,v,,, m = 1..n + 1, sont orthogonaux deux a deux, on conclut que le systéme A,
est libre dans V,,. C’est-a-dire que c’est une base.

e Le deuxieme point est ensuite immédiat :

on vérifie que Il,v; € V,,, Vi € 1..n et comme §A,, = dimV,, = n, le systeme A,, est a la fois
libre et maximal dans V,,. B

La proposition suivante permet de résoudre un probleme aux valeurs propres généralisé
discret, a I'aide des solutions du probleme continu.

Proposition 1.2 Soit Iy et ls deux formes bilinéaires symétriques continues définies sur
H~Y2 x H-Y2. On suppose que ly est définie positive et que les conditions suivantes sont
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vérifiées :

(1) VkeZ, I\ € R tqly(vg,u) = Mplo(vg,w), Yue H V2
(2) )\k 7é )‘k’ st k 7é ik/,
(3) ll(?)k,’l),k) = lg(vk,?),k) =0, VkelZ.

SoitneNetm=1,..,n+1, on pose

ll (annm anm)
12 (annm anm) ’

fom =

et on a les résultats suivants :
i) Le probléme auzx valeurs propres généralisées :
trouver u € Vi, u# 0 et A € R tels que

li(u, 0) = Na(u, ), Vo € Vy,

admet pour solutions les couples <anm, S\m>, m=1,..,n+1.

i1) Le probléme aux valeurs propres généralisées :
trouver u € V,, u#0 et A € R tels que

li(u, ) = Aa(u, ), Ve € Vn,
admet pour solutions les couples <anm, S\m>, m=1,.,n.
Preuve. En utilisant les relations (1) et (2) et la symétrie de [ et I3, on montre que
Ii(vg, vpr) = lo(vg, v ) =0, Vk, k' € Z, k # £k
La relation (3) permet alors d’obtenir que
li(vg,vp) = la(vg,vp) =0, Vk K €Z, k#K.
Ainsi nous pouvons appliquer le corrollaire 1.1, on a
1 (T v, vy ) = o (v, o) =0, Ymym/ =1,..,n+1, m #m'.
Enfin, en utilisant la proposition 1.1, on montre que

Iy (TL W, @) = Amla (0, @), Vo € Vi,

ll(Hn'Umynn'Um)
l2(Hn’Um7Hn’Um)
Le point i) étant montré, le point ii) se déduit de la proposition 1.1. B

a condition de choisir A, = , ce qui a un sens car lo est définie positive.

1.3.3 Stabilité du schéma numérique.

Avec le théoreme d’échantillonnage et ses conséquences, nous avons presque tous les
outils pour démontrer la propriété (1.74). Cette propriété assure la stabilité du schéma
(1.49).

Nous comimencons par une remarque:
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Remarque 1.10 Dans le lemme 1.8, on peut passer a la limite pour n — oo. On montre
alors que le systéme (Mg, qr)kez donné par

1
Xo=—5-log(e), aoft) = 1,

1

A\ = ——
T Ak

qk(t) = vi(t), k€ Z7,

est un systéme de valeurs propres et vecteurs propres associés pour l'opérateur S.

On peut alors constater a l'aide de la remarque 1.9 que la forme bz;linéaireg(., .) coincide (a
un facteur multiplicatif prés ) avec le produit scalaire (.,.) _q o sur H-Y2xH-12, Ce résultat

est bien en accord avec le lemme 1.6, ot nous avons énoncé une propriété de coercivité pour
a(.,.) sur H=Y2 x g1/,

On énonce maintenant un lemme fondamental :

Lemme 1.10 Soit n un entier positif, le probleme aux valeurs propres généralisées qui
consiste a déterminer u € R et u € Vy,, u # 0 tels que

an(u,v) = pa(u,v) Yv eV, (1.88)

admet pour solution les couples (i, Um) donnés par

mel..n

A/—WL-H?("-H)I

n
2 pez [m+p(n+1)[3
Hm = , Um = anm7

1
ZPEZ Im—+p(n+1)[3

ot vp, > 1 est le rapport des rayons des cercles concentriques.

Preuve. On pose l1(.,.) = an(.,.) et la(.,.) = a(.,.).
En utilisant le lemme 1.8 et la remarque 1.10, on vérifie que les formes 1 et Iy satisfont
toutes les hypotheses de la proposition 1.2.
Ainsi les valeurs propres et vecteurs propres associés solutions de ’équation (1.88) sont
donnés par

&n (Um+p(n+1) Um+p(n+1) )

= (U U, 110 *) Ly (mtp(nt1))” . Uy =10, mEl.n.
G(Hn?}m, anm) Z a(vm+p(n+1)7vm+p(n+1))
PEZ (m+p(n+1))2

L’égalité (*) est obtenue grace au corollaire 1.1. Finalement on utilise & nouveau le lemme
1.8 et la remarque 1.10 pour terminer la preuve.

On pose p™ = mlenlf . {{tm}, une conséquence directe du lemme 1.10 est:

Lemme 1.11 Pour tout entier positif n, on a
an(u,w) > WOl , V€ Vi

Preuve. Se déduit du lemme 1.10, en utilisant le principe de Courant (cf [19] page 123)
et la remarque 1.10. B

Le lemme 1.11 nous montre qu’en choisissant une suite de cercles auxiliaires de telle
maniére que Pon ait lim p(™ = u® > 0, alors la propriété de coercivité discréte uniforme
n—oo
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(1.74) pour la famille de formes bilinéaires (a, )nen sera démontrée.
Un tel choix est donné dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.3 Soit w une constante strictement positive. Si la suite de rayon (¢n)nen des
cercles auiliaires vérifie n(c, —¢) < w, alors la relation (1.74) est vraie avec v = e~ (/)

v 1
oul—Qszuﬁ.

Preuve.
On suppose qu’il existe w > 0 tel qu’a partir d’un certain rang on ait ¢,, — ¢ < nil
Pour n € Net m =1,..,n, on pose

In 1
[0 - ) ﬁ s
"= L g s O T 2 gt O
e On a v, , ce qui donne
1 n+1 41
w n
,Y;(n-l-l) > > <€_ c(n+l)) = e_w/c_ (189)
1+ c(n+1)

e On note ¢ = e_w/c, et on cherche a minorer oy, , :

1 Z —(n+1)) Z (n+1))p+1
Am,n = Yo
(n+1)° >0 (p+777) p>o — o)’
—(n+1 —(n+1
_ 1 —mz 2y oy (rt1mm) $ (3 "))
(n+1)3 & o+ ) —~ (p+1-5)3
On a
(3 "y <n+1> A <n+1>
Lo U ) e U )
Z ( ;(n+1))p < n—l—l >3—|—Z qp ( n+1 )3
Sop+l—517)° " \nt+l-m S p+1)? T \n+l-

Ainsi nous avons

Qo > (nfl)?, <<n;1>3 + (%)j . (1.90)

e On cherche maintenant a majorer le dénominateur 3, y :

1 1 1
S Tyl DY e i DY ey

p>0 n+l p>0 n+l

1 n+1 3 n+1 3 1
< - 2 — 1. 1.91
~ (n+1)3 < m ) +<n—|—1—m> + Zp?’ ( )

p=>1
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e Onposel =23 -, ]% et ul', = g:::, neN, mel.n.
Les relations (1.90) et (1.91) donnent
+1)3 +1)°
(5" + (225

n 3 n o
( +1) ( 1+1 > I

T

Finalement, en utilisant le lemme 1.11, on montre que la relation (1.74) est satisfaite avec
y=e (Hw/o)

Remarque 1.11
e Pour le probleme de Dirichlet extérieur, le résultat est le méme: la relation (1.74) est
vraie st ¢ — ¢, < 375 a partir d’un certain rang.

o Si la suite (cp)nen est telle que limy,_, 'y;(nﬂ) =0 ( c’est ce qui se passe en prenant par

exemple ¢, = cste ) alors lim,, oo (™ = 0. Dans ce cas la relation (1.74) est fausse et le
schéma (1.50) est instable.

Afin d’illustrer numériquement le théoreme 1.3 et la remarque 1.11, on a procédé comme
suit :
On considere la valeur ¢ pour le rayon du cercle fixe, ainsi que la suite ¢, pour les rayons des
cercles concentriques. Pour différentes valeurs de n, nous évaluons avec Lapack, les valeurs
propres généralisées v € R, solutions de

Au = vBu, (1.92)

ou u € R™ est un vecteur non nul et A, B sont deux matrices que nous devons préalablement
calculer :

A=(a;j)ij=1,.n ij=an(Vj, i), (1.93)
B = (bij)ij=1,..ns bij = (Vi;¥5)_1/2, (1.94)

ot {91, ..,¢¥n} est la base de V;, donnée en (1.80). L’évaluation de A va de soit. Pour évaluer
B, nous avons utilisé le fait que la famille de fonctions (wg)ren+, avec wg(z) = sin(knz)
forme une base de H~ /2. De plus, on vérifie que (wk,w;),l/z = %5&1«-

On utilise ensuite les décompositions 7;(z) = > 5o, ¢ pwi(x), ¢ = 1,..,n. Un rapide calcul

n+1 n+1
Ainsi on obtient b@j = d@j — di+17j — di7j+1 + di+17j+1, i,j = 1, .., N, avec

4N 1 kmi km(i—1) kmj kr(i—1)
dij =52k 5 <COS a1 — €08 gt )\ gt TS g )

Revenons au probleme de la résolution de (1.92). Nous avons considéré un premier cas avec
c =1 et ¢, = 2 constant. Pour différentes valeurs entieres de n, nous avons vérifié que toutes
les n valeurs propres solution de (1.92) étaient positives. Soit fi,i, la plus petite, dans la
figure 1.3, nous avons représenté la courbe —log(imin) en fonction de n. On obtient une
droite, ce qui montre bien que i, tend exponentiellement vers 0 avec n et que la propriété
de coercivité discrete uniforme (1.74) n’est pas vérifie.

montre que les coefficients ¢; j, sont donnés par ¢; j, = —% (COS ki oo M) .

Nous avons considéré un deuxieme exemple avec ¢ = 1 et ¢,, = ¢+ %, la courbe (cf
figure 1.4) donnant fi,;, en fonction de n montre bien que cette fois-ci la propriété (1.74)
est vérifiée.
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12
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'1Og(umin) 6 T
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Fia. 1.3 — Cercles auzxillaires fixes.

Hmin

Fia. 1.4 — Cercles auxillaires adaptés.

Suite au théoreme 1.3 et aux diverses remarques et illustrations, nous choisissons la suite
(cn)nen telle que ¢, — ¢ = O(1/n) lorsque n tend vers l'infini.
Ce choix assure que pour tout n € N il existe une unique solution a,, € V,, vérifiant (1.50).

e Diagonalisation et conditionnement du systéme linéaire.

Nous insistons ici sur le fait que pour le cas circulaire que nous considerons dans ce
chapitre, notre méthode n’a pas de véritable intérét pratique. Cependant cette étude est
instructive car elle révelle que la méthode se comporte bien a tout point de vue dans ce cas
simple. D’autre part, comme nous 'avons déja annoncé, pour ’étude du cas général nous
aurons besoin des résultats relatifs au cas circulaire.

Nous allons montrer ici, que la matrice du systéme (1.50) peut-étre diagonalisée explicite-
ment. Cela nous permettra aussi d’estimer le conditionnement du systeme.

Remarquons que cette diagonalisation explicite n’a rien d’extraordinaire en soit. En effet,
on pourrait en faire de méme pour la méthode (1.49). Pour les méthodes spectrales (voir
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par exemple [1] page 350), le systéme est méme trivialement diagonal dans le cas circulaire.
La proposition 1.1, nous assure que le systeme A, = {Il,v1,..,II,v,,1} est une base de
V,,. Une conséquence directe de la proposition 1.1, est que dans cette base la matrice du
systeme (1.50) (ceci est aussi vrai pour le systeme (1.49)) est diagonale. En effet, pour
m,m'=1,..n+1,on a

Qn (annm anm/) = )\mém,mH

avec

Ay = (TL + 1)2 Sil’l2( mm )Z Qn (Um+p(n+1)avm+p(n+1))

2 2
™ n+1 = (m+p(n+1))
(n+1)2  , mnr %;\erp(nH)l
= ———~—38In s our m = 1,..,n, 195
A3 (n—{—l)%hn—kp(n—l—l)‘?’ p ( )
1
A+l = ~5 log(max(c, ¢y,)). (1.96)

Ainsi, on vérifie que la plus petite valeur propre est en O(%), lorsque n tend vers 'infini,
alors que la plus grande est en O(1).

Ceci implique encore que le conditionnement de notre méthode est en O(n) lorsque n tend
vers l'infini. Ce résultat est satisfaisant car il indique que notre schéma est peu sensible aux
troncatures numériques produites par le calcul informatique. On peut aussi vérifier que si les
cercles auxiliaires sont fixes (¢, = cste), on retrouve le méme résultat que pour la méthode
similaire présentée dans [5], & savoir un conditionnenment en O(e™).

Remarquons, a titre de parenthese, que la matrice de changement de base est facile a dé-
terminer. Considérons par exemple la base {x1,.., Xn+1} ou les fonctions x;, i =1,..,n+ 1
sont données par la relation (1.77).

On considere la décomposition (1.81): xj(x) = > pcz- cjrvr(x), j=1,..,n 4 1, ol les coef-
ficients c;j;, sont donnés en (1.82).

D’autre part, d’apres le théoreme 1.2, on a

n+l ;o ( mxw _ pvm+p(n+1)($) _
Ly om () = L sm(—nJrl) ZPGZ( 1) ipne1)  bourm = 1,..,n,
1 pourm=mn+1.
_ 2w
Ainsi, pour k=1,..,n+ 1, 0on a x = Zl"ill ag I, v, avec ag; = %_He 1kl

Si on pose P = (ag)k,i=1,.n+1, o0 vérifie que P l=(n+1)P.

Nous allons maintenant montrer quelques propriétés supplémentaires qui nous seront
utiles au paragraphe suivant. En particulier nous allons montrer que la suite d’opérateur
(S, )nen converge ponctuellement vers S € L(H /2 H'Y/?).

e Convergence ponctuelle de la suite 5,

Nous avons le

Lemme 1.12 Pour tout u € ]:1_1/2, on a

lim [|Sy(u) — S(u)1/2 = 0. (1.97)
n—od
Preuve. -
e Soit u € H1/2, comme le systéme {vk} ez~ est une base hilbertienne de H1/2 on peut
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écrire

= Z upvg ()

kezZ*
1 u?
avec HuH%l/z =5 Z ﬁ < 0. (1.98)
kez*
Ainsi (cf lemme 1.8 et remarque 1.10) on a
1 _
(Su = S)()@) = 3 O = Duson(e),

keZ*

il en résulte que

1(Sn = S)(W)3 ), = Zw Y H =12

keZ*
< i DR ICUILRE S
i |k|<K k| \k| >K | |

ou K est un réel strictement positif.
Ainsi on obtient

1Sk = S) (Wi )2 < 4( Yo = D [ullyp + Z I | (1.99)

Ik\ >K

Soit € > 0 donné. En utilisant la relation (1.98) on montre que 'on peut choisir K > 0
tel que le deuxiéme terme du membre de droite dans l'inégalité (1.99) soit majoré par 5.
Puis K étant fixé, on peut choisir ng € N tel que pour n > ng, le premier terme du membre
de droite dans (1.98) soit aussi majoré par 5.

Ceci montre bien que
lim [|S,(u) — S(u)llyp =0, VYue H 2

Remarque 1.12 Il résulte du lemme 1.12 et du théoréme de Banach Steinhaus que la suite
(Sn)nen C E(H_l/Q,Hl/Q) est équicontinue.

Une autre propriété des opérateurs S et S,, n € N que 'on déduit de la décomposition
spectrale est qu’ils sont autoadjoints dans le sens suivant :

< Su,v >1/2,-1/2 =< U, Sv >_1/2,1/2 Yu € H_l/Q,U S H1/2, (1100)
< Spu, v >1/2,—1/2 =< U, Shv >_1/2,1/2 Yu € H71/2,’U S H1/2,Tl eN. (1.101)

Nous voulons maintenant montrer la convergence du schéma (1.50).
Dans un premier temps nous allons supposer que toutes les intégrales présentes dans le
schéma (1.50) sont calculées exactement.

¢ Estimation de ’erreur avec intégration exacte
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Soit wy € H'/? donné et (uy)nen la suite déterminée par le schéma (1.50), i.e

{ Pour n € N, u, €V, est tq
an(tn,v) = (v, @nwo) 179172, YV E Vn.

Nous voulons estimer la quantité e, = [[u—uy||_1/2, ot u € H~1/2 est 1a solution du probléme

(1.47) ou de (1.48) (indépendamment de n). En effet, on rappelle que u(s) = g—‘ﬁ(x(s))Hx'(s)H,

ou ¢ est la solution du probleme (1.6) pour la donnée ug sur le bord:

Ap =0 dans Q,
p=mwug surl,

et z(.) € C*([0,1],I") est une paramétrisation réguliere de I
On considere les résultats suivants (cf [22]):

Lemme 1.13 (inégalités inverses)

C
”wn”s < FHU)NHU Vwp, € Vp, =1 <t <s<0.

Lemme 1.14 Soit P,, lopérateur de projection orthogonale de H® sur Vn, on a
C
La convergence du schéma est donnée par le théoreme suivant

Théoréme 1.4 Supposons que la solution w € V de (1.47) est dans H*.
1l existe alors une constante C' telle que

lun = ull1y2 < 7 llull,

ot pour tout n € N, u, € V,, est la solution de (1.50).
Preuve. Pour tout n € N et tout v € V,,, on a a,(u,,v) = ay(u,v). Ceci implique que
ap, (Up — Ppu,v) = ap (u — Ppu,v)  Yv € Vp,
et en utilisant la remarque 1.12 et le théoreme 1.3 on en déduit 'inégalité suivante :
Cy [Jup — 7)nuHQ—l/Q < apn (u — Ppu, up — Ppu) < Cofju — PnUH_1/2 l|tn, — Pnu”—l/Z )

ou C7 et Cy sont deux constantes.
Finalement on obtient

C
[un = ull 12 < [Jun — Pnqul/z + [Ju — 7Dnqul/z < (52 + 1> l|u— PnuH71/2
C
< W”“Hl-
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1.3.4 Estimation de ’erreur avec prise en compte de l'intégration numé-
rique.

Le théoreme 1.4 nous montre que si on utilise le schéma (1.50) on peut espérer une
convergence en O( - /2) lorsque n tend vers l'infini.
Cependant nous avons aussi remarqué que lorsque n tend vers I'infini, certaines intégrales
du schéma deviennent de plus en plus “ressemblantes” a des intégrales singulieres. L’emploi
de l'intégration numérique doit donc étre fait avec précaution.
Nous allons présenter une regle d’intégration numérique qui tient compte du probleme que
nous venons d’évoquer et qui permet de conserver une convergence optimale.
L’utilisation de l'intégration numérique revient a faire une nouvelle approximation. Au lieu
de considérer le schéma (1.50), nous nous intéressons a une perturbation de ce schéma qui
s’énonce de la maniere suivante :

Pour u0€H1/2 et n € N, on cherche u, € V,, tq (1.102)
(U, v) = by (v) Vv €V, '
ol dp : H Y2 x HY/2 = R (resp. b, : H /2 — R) est une perturbation de la forme
bilinéaire a,,
(vesp. de la forme linéaire b, (v) = (v, Q@nuo)_1/21/2)-

e Intégration numérique

Schématiquement, nous sommes confrontés au probléme d’intégration suivant :

évaluer I,(fn) —/ / fn(x,y)dxdy, (1.103)

ou [0;—1,0;] est une suite d’intervalles définie pour n € N, avec
0 =7, 0<i<net(fn)nen CC>[0,1] x [0,1] est une suite de fonctions non uniformément

bornées, i.e

at
li _Z
00 (, y)e[o 1] x[0,1] | Ozt dyI
i+j=t

f(,y)'zoo, s 1.

Pour résoudre ce probleme d’intégration nous pouvons utiliser une formule d’intégration
composite avec un sous raffinement des intervalles [0;_1,6;] (qui sont de longueur 5) Ce
sous raffinement doit étre en relation avec le comportement asymptotique (lorsque n tend
vers U'infini) de la suite (f,)nen (et de ses dérivées). En attendant de préciser ceci, nous
présentons le principe de la méthode:

On découpe les intervalles [0;_1, 6;] en m sous-intervalles de longueur

A= ——.0nposel; =0;+\k, k€ 0.metpour k € 1..m, on considere la paramétrisation
%,k—l du segment [9,7k_1, 0; k] qui est donnée par:

ik—1 :[—1,1] = [0 k-1, 0 k]
A . 0 k—1+ Hi,k.

%’,k—l(s) = 55 5

Nous définissons la formule d’intégration numérique J,,(fn,) =~ I,(fy) par

)\2m roor

In(fn) = T Z Z prwqfn (Pic1k-1(&p), vj—11-1(&)) (1.104)

k=1 1=1 p=1 g=1
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ou (wp, fp) _, est la donnée des poids et des points d'une formule de quadrature sur [—1,1].
Cette methode utilise plusieurs parametres, nous précisons maintenant leurs roles pour le
probléeme qui nous intéresse :

Lemme 1.15 Soit (ag)qen une suite de nombres positifs et

(fn)nen C C*°[0,1] x [0,1] une suite de fonctions vérifiant
91

oxt oyl

<Cn%, VYqeN,VneN. 1.105

s S ) < (€N, (1.105
i+j=q

Soit encore B > 1 un réel et p un entier positif. On considére la formule d’intégration donnée

par la relation (1.104), avec m = nP1 et (wi, &)i_y une formule de quadrature exacte sur

P,. On a lestimation

L (fn) — Jn(fn)] = O (n_ﬁ(p+1)+%“_2> lorsque n — oo. (1.106)
Preuve. Le segment [0;_1, 6;] est découpé en m intervalles de longueur A = % =nb.
i1 0;
01k

k,l .
On pose gn" (s,t) = fn (Pi—1,k-1(5),¢j—1,1-1(t)), et on obtient
m.om i1,k i1, A2 m’ m
I,(fn) :ZZ/ / acyd:z:dy— / / stdsdt
k=1 1=1 7 0i-1,k—1 J0j—1,-1 k 11=1

Comme (wj,&;)i_, est une formule de quadrature exacte sur P, en effectuant un dévelop-

pement limité de gp''(s, t) autour de (0,0), on montre que

/ / ”det—Zszwmn (&, &)| <

=1 j=1

1 1,k j 1,0
C APl max
utv=p+l1 Oi 1,101,111

ce qui implique que

ap+1

f (1’7 Z/)‘ dxdy S C_n_ﬁ(p+1)+()ép+17
OzvQyY

[ In(fn) = Jn(fn) = O <n_ﬁ(p+1)+%“_2) lorsque n — oo.
|

Définition 1.5 Soit (fy,)nen C C*[0,1] X [0, 1] une suite de fonctions qui vérifie la relation
(1.105) pour une certaine suite entiére (og)gen. Soit encore 3 > 1 un réel et r un entier
positif.

On notera Jy,'" (fn) la formule d’intégration donnée par la relation (1.104), ot on a choisi
un sous raffinement caractérisé par m = n~1 et une formule de quadrature de Gauss ¢ r

points (w;, &)y

Dans la suite, nous utiliserons uniquement des formules d’intégrations du type Jg "(fn)
que nous venons d’introduire dans la définition 1.5.
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Remarquons qu'une formule de Gauss a r points est exacte sur Po,._1. Ainsi la formule
d’erreur (1.106) devient :

L (fn) — J2" (f) = O (n726r+a2”"72> lorsque n — oo. (1.107)

Pour illustrer le lemme 1.15 et plus particulierement ’estimation (1.107), considérons
I’exemple suivant :
soit (fn)nen C C*°[0,1] la suite de fonction donnée par f,(x) = log(x + 1/n).
On désire évaluer numériquement la grandeur I,,(f,) = foh fn(z)dz avec h = 1/n, grandeur
qui par ailleurs peut-étre calculée explicitement.
Nous appliquons la formule Jﬁ’ﬁ (fn) = I,(fn), pour diverses valeurs de r et de [3, et en
tenant compte du fait qu’on n’intégre ici que dans une dimension d’espace. En particilier,
on vérifie que pour une intégration simple la formule (1.107) devient

| In(fn) — Jf’"(fn)! =0 (H_Qﬁﬂrah_l) lorsque n — 0. (1.108)

Pour cet exemple, nous avons «, = ¢. Ainsi, nous voulons vérifier numériquement la
relation

1Tn(fn) = T2 (fa)l = O (™) lorsque n — oo, (1.109)

avec vy =2r(f—1) + 1.
Dans les figures 1.5 et 1.6, on a reporté — log ‘In(fn) - J,Z’B(fn)‘ en fonction de —log(h).

Dans la figure 1.5, ot on a choisit (r, ) = (1,2) et (2,1.5), on constate bien que l'erreur est
d’ordre 3 (v = 3). Dans la figure 1.6, ou on a choisit (r,5) = (2,2) et (3,1.67), on obtient
effectivement une erreur d’ordre 5.

30 T T T

28 - r=1 (=2 <—
o6 | =15 + - |
24 + —
22 +

-log(erreur) 20 -
18
16
14 +
12 -
10

Fi1G. 1.5 — Formules d’ordre 3.
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45

40 -
35 -
-log(erreur) 30 -

25 -

20 -

15 | | | | | | | | |
2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7
-log(h)

F1G. 1.6 — Formules d’ordre 5.

e Estimation de I’erreur pour le schéma perturbé (1.102)

Nous commencons par mesurer les perturbations entre les formes a,, et a, et entre b,, et

by
On choisit ici (cf remarque 1.8) la base By = {M, .-y Mn+1} pour lespace Vi, olt les fonctions

nj, j =1,..,n+ 1 sont 1-périodiques, et leurs restrictions sur [—1,1] sont données par

nj =1Llig;_10,, bi=

Une base de 3, de V,, est alors obtenue par

Bn = {X1s - Xn}, aVec Xi = 0 — Nit1.
Soit gpn, pn € Vp, on a

n+1 n+1 n+1

n
G =D AiXi =D Aiiy Pn= D piXi = Y fiiTli
=1 i=1 =1 i=1

Les réels j\i,,dl-, 1=1,..,n+ 1 vérifient

~

Ai = Qn(ai_%)v fi = pn(ei_%)a

N . i—1/2
olton a posé 6, 1 = T
2

Ainsi on obtient a,(pn,qn) = .

n+1 ):

am s .
i.j=1 AiljCij, ol on a posé

1 0; 0;
;=< Spnj, i >= 1 / / log (02 +¢2 — 2c.c,, cos(2m(s — t))) dids. (1.110)
0i—1J0;1

Nous supposerons ici que la donnée wy est réguliere. Nous avons
n+1 ~ N ’
bn(qn) =< qn, Qnwo >_1/2.1/2= Y_i—; fidy, ol on a posé

1%t ¢ —cpcos(2m(t — s))
dl =< n;, >_ = — E t)dtds. (1.111
‘ i Qntto > 172,172 27 /gi_l /0 c? —2c.cpcos(2m(t — 8)) + ¢ wo(t)dtds. )

n
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On décompose encore 'expression (1.111) en posant d} = Z?ill d;'; avec

1 % % - 2 (t —
P _/ / ¢ cnoosmlt =8) g, (1.112)
72w Jo, o, Jo,_, € — 2c.cpcos(2m(t —s)) +cf

Posons maintenant

fn(s,t) = —% log (02 +¢2 — 2c.¢,, cos(2m(s — t)), (1.113)

1 ¢ —cpcos(2m(t — s))
212 — 2c.c, cos(2nm(t — 5)) + 2

gn(s,t) wo(t). (1.114)

En conservant la notation introduite en (1.103), nous voyons que nous sommes amené a
évaluer les grandeurs ci; = In(fy) et df'; = I,(gn). Nous allons maintenant montrer en
2 2

lusieurs étapes, que si nous remplacons les coefficients ¢ et d%. par leurs approximations
) 1,] (2%
9. 9.

571

~n ’ .
i et di,j définis par

Gy =J (), 281 —2r =2, (1.115)
4t = J2"2(g,),  2Bars — 2 = 3, (1.116)

alors le schéma perturbé (1.102) est bien posé et est aussi efficace que le schéma (1.50)
ou les intégrales sont supposées étre calculées exactement.
Précisons aussi que nous supposons ici que les courbes auxiliaires sont obtenues avec la
formule (1.3). Ceci assure bien que l'on obtient des cercles concentriques et en plus on a
¢n — ¢ = 0(1/n), dans le sens ou il existe deux réels strictement positifs w; et we, tels que

YCen—e < 22, (1.117)
n n

Théoreme 1.5
En utilisant les formules (1.115) et (1.116) pour le calcul des termes intégrauz, on a

i) )
{c" éz}j{ = O(—4) et

1
i~ - = O(F) lorsque n — 0.

n m
dij — di

i1) Il existe une constante C telle que pour tout n € N et tout pn,qy, € V,, on ait

5 C
’an(pm%z) - an(men)‘ < EHQnHLQHPn”LQa

~ C
bn(pn) - bn(pn) < ﬁ”anLQ-

Preuve.
On vérifie que les suites
(fn)nen C C®[0,1]? et (gn)neny C C*[0,1]2, données par les relations (1.113) et (1.114)
satisfont

o4
~ =~ Jn 5 < C q, v N,V N,
(w,y)erﬁ)?l}]{x[o,u axzayjf ( y)‘ = L.n qc n e
i+j=q
max l (x ) <qu+1 Vo € N.Vn € N
(z,)€[0,1]x[0,1] | Ox?OyI T, Y)| = ©- ) q , ,

i+j=q
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ou C est une constante.
On peut appliquer la formule (1.106), et on montre le premier résultat annoncé, a savoir

= ] = 02772 = 0(2), lorsaque n — oc,

O(n2T2+172.ﬁ27‘272)

n m |
dij —dij| =

= O(ﬁ) lorsque n — oo.

e Soit n € Net pn,qn € Vy,, on a

n+1 n+1
an(Pn> qn) = Z Qn(wi)z?n(wj)a?,j, et dn(pn,qn) = Z Qn(ai—1/2)Pn(9j—1/2)5Zj-
i,j=1 b,j=1

Ceci permet d’obtenir la majoration

n+1
|an (P @n) — @n(Pn, qn)| < Z "Jn(9¢71/2)19n(9j71/2)HCZ]' - 52]' )
i7j
et en utilisant le premier point du théoreme on obtient

C n+1 n+1 n+1
|lan(Pn,> @n) — @n(Prs @n)| S Z |qn (0;— 1/2)pn(9j 1/2 4Z|Qn i— 1/2 |Z|pn - 1/2

5,j=1

IN

C
ﬁ”anL2HanL25

d’ou le résultat annoncé.
De la méme maniere on montre que

n+1

bn(Qn)_ Z|Qn i— 1/2 Z d? _dn

2 anHL2

Remarque 1.13

o (e théoréeme s’adapte facilement au cas plus général ou I' est une courbe suffisamment
réguliere et (I'y)nen est une suite de courbes (aussi suffisamment réguliéres) et telle que
d(T,T,) = O(2) lorsque n tend vers Uinfini (dans le sens ici ot n.d(I',T',) est majorée et
minorée).

e Les paramétres d’intégration (1,711, 32,12, ne sont pas univoquement déterminés par les
relations (1.115) et (1.116). On aura intérét a choisir B1 et Po assez petits, en effet on

vérifie par exemple que le calcul d’un terme @i ; avec la formule Jﬂl’ , nécessite un total de

»J
G 1).7"1 opérations.

o [l est clair que la formule d’intégration doit-étre affinée car si la quantité |i — j| est
suffisamment grande alors les termes ci' i; ne deviennent jamais singuliers (dans le sens o1,

lorsque n tend vers linfini, les intégrands tendent vers des fonctions réguliéres).

Une conséquence du théoréme 1.5 est que la famille de formes bilinéaires (ay, )nen vérifie
la propriété de coercivité discrete (1.74), au moins a partir d’un certain rang:

Lemme 1.16 Le probléeme approché (1.102) est coercif dans Uespace V;, sin est assez grand.
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Preuve. Soit n € N et p,, € V,,, on déduit du théoréme 1.5 et du lemme 1.13 que
2 2
st [

N C. c
(P> Pn) 2 an(PnsPn) = —5lPalliz 2 VIPallZ1 2 = —5lPallZ1 2

ol v est une constante donnée par le théoreme 1.3.
Ainsi | il existe § > 0 et ng € N tels que

a~n(pnapn) > 5Hpn”2,1/27 Vn > ng.

Finalement nous pouvons énoncer le résultat de convergence :

Théoréme 1.6 Il existe un entier ng tel que pour tout n > ng, le probléme (1.102) admet
une unique solution u, € V,.
D’autre part soit uw € H™1/?
a estimation

l'unique solution du probléeme (1.48), si elle vérifie u € H', on

- C
lu = tinll-1/2 < —575llull, ¥ = no.

Preuve.
e Pour n assez grand, l'existence et I'unicité d’une solution au probléme (1.102) est une
conséquence du lemme 1.16.
e Pour n assez grand, nous avons

i (Up, — Vpyy Uy, — V) > 0|2y, — vnH2_1/2, Yo, € V,, (1.118)

ol § est une constante strictement positive donnée par le lemme 1.16.
Soit v, € V,,, un calcul simple donne
dn(l[n — Upy Uy, — Un) = dn(l[na Up — vn) - an(ua Up — Un) + an(u — Uy U — vn) +
an(vn, Uy, — Un) - dn(vna Uy, — Un)
= bn(an - vn) - bn(dn - Un) +

an(u - Un7u~n - Un) + an(vnaujn - Un) - CLNn(’Un,UNn - Un)-

En utilisant la relation (1.118), le théoréme 1.5 et le lemme 1.13, on montre que

S|l — Un||31/2 < EHU}L — p|lp2 + C1llu — UnH71/2HU~n - Un||71/2 +
C

ﬁ”vn”LQHUNn — Ul 2

IN

C - .
32 (lonllz2 + 1) llun — UnH—l/Q + Cilju — Un||—1/2||un - UnH—l/Q-

Ainsi nous avons

!/

. C
[tin, — vnll—1/2 < peYe] (lvnllpz +1) + Cillu — vall—1 /2, ¥n > ng, Yo, € Vo (1.119)

En prenant v, = P,u, la relation (1.119) devient

. C’
[tin — vnll—1/2 < peYe] (IPnull 2 + 1) + Cillu — Prul|—1 2
C// C{/
< N0 (lullg2 +1) + WHUHM
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la derniere inégalité résultant du lemme 1.14.
Finalement on obtient

[tin — ul|—1/2 < [Jtin = Poull—1/2 + [Pru — ul[—1/2 < lullpz + 1+ [lull1),

a7

ou K est une constante indépendante de u et de n. W

1.4 Généralisation aux domaines avec frontieres régulieres.

Dans le paragraphe précédent, nous avons considéré des domaines €2 qui étaient des
disques. Dans ce cas particulier, nous avons pu analyser le schéma (1.50) grace a une décom-
position spectrale de l'opérateur S,, n € N. Dans le cas général, on ne sait pas déterminer
la décomposition spectrale. Et méme si on le savait I’étude ne serait pas aussi simple que
dans le cas circulaire, car les vecteurs propres ne sont plus les fonctions trigonométriques
vk, k € Z. Cependant, nous allons remarquer que dans le cas général l'opérateur S,, est
une perturbation “réguliere” de 'opérateur S,, correspondant au cas circulaire. A partir de
maintenant nous noterons par D,, et D, les opérateurs S,, et S décrits dans le cas circulaire.
On rappel les décompositions (1.51) et (1.56):

S=D+K, (1.120)
Sp = Dy + Ky, (1.121)
1 !
D(u) = o /) u(t)log ||v(s) — v(t)| dt, (1.122)
1
Dy (u) = —% ; u(t) log ||vn(s) — v(t)||dt, (1.123)
! z(s) —x
K(u) = —% ; u(t) log ;;ygsi — yg;” dt, (1.124)
! Tp(s) —x
K, (u) = —% ; u(t) log Mdt, (1.125)
v(t) = (ccos(2nt), csin(2nt)), t € [0,1], (1.126)
Un(t) = (¢ cos(2mt), cp sin(2wt)), t€[0,1], n € N. (1.127)

Nous rappelons aussi que = est une paramétrisation réguliere de I' = 9 qui est de classe
C*. De méme z,, est une paramétrisation réguliere de la courbe auxillaire In, n e N. Ces
courbes auxiliaires sont construites a partir de I' par la relation (1.3). Ceci assure que 1'on
ait dist(I',T,,) = O(1/n) lorsque n tend vers P'infini. On remarquera que lorsque I' est un
cercle de rayon ¢ centré en 0 (c.f (1.126) ), alors les courbes auxilliares I',,, n € N construites
avec la relation (1.3) sont des cercles centrés en 0 et de rayon ¢, (c.f (1.127) ).

Nous avons montré (cf lemme 1.12) que la suite (D, )neny C L(H ™2, H'/?)) converge ponc-
tuellement vers D € L(H /2 HY/?)) .

La perturbation “réguliere” dont nous parlions se traduit elle par le fait que la suite d’opé-
rateurs (K, )neny C K(H Y2, HY?) converge (au sens de la norme [l zerr-172,11/2y) vers
Popérateur K € K(H /2, H'/?).
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1.4.1 Convergence de K,, vers K dans £(H~/2 H'/?)

En fait, pour simplifier une démonstration nous ne construirons pas les courbes auxiliaires
avec la relation (1.3) mais avec la relation suivante

I, = {xn(t) eR?:x,(t) = z(t) + Hx'(t)”%((t), t €0, 1]} Vn € N, (1.128)

ou ((t) est la normale extérieur a I', au point x(t).

Cette modification ne change en rien la distance asymptotique entre T' et T, et elle trans-
forme aussi le cercle donné par la paramétrisation x = v (cf (1.126)) en cercles concentriques
donnés par z,, = v, (cf (1.127)). En pratique, il n’y a aussi aucun désavantage a utiliser la
relation (1.128) qui est aussi simple que (1.3).

Le parametre A > 0 qui intervient dans les deux formules (1.3) et (1.128) peut avoir un
intérét en pratique mais il n’est d’aucune importance pour ’étude théorique et nous suppo-
serons A = 1 pour simplifier.

On note par k et k, les noyaux des opérateurs K et K, :

k, Ky ¢ [0,1] x [0,1] = R, (1.129)
k(s,t) = —%bg H (1.130)
kn(s, 1) = —%bg % (1.131)

Ces noyaux sont de classe C*°. Cette constatation est évidente pour

kn, n € N. Pour k et ses dérivées il suffit de vérifier seulement pour la variable s € [0, 1] que
les points (s, s) ne sont que des singularités apparentes.

On a la propriété de convergence suivante :

Lemme 1.17 La suite (ky)nen définie en (1.151) converge au sens de la norme ||.|| grijo,12
vers la fonction k définie en (1.130),

i.e 1im [[ky — k||z10.152 = 0. (1.132)
Preuve. On pose

On(s,t) = |kn(s,t) — k(s,t)|%, (1.133)

Oky, ok 2
= | =2 - 1.134
nlont) = | 5250 - G50 (1.134)

Oky, ok 2

= - 1.1

O (s,1) ' Y (s,t) 5 (s,t)| (1.135)

et on vérifie sans peine que ces trois fonctions convergent ponctuellement vers 0 partout
sauf éventuellement sur I’ensemble

N = {(5, t)€[0,1]2, s=t, ou|s—t| = 1}. De plus cet ensemble est négligeable par rapport
a [0,1]? pour la mesure dsdt.

Un calcul immédiat donne

Ok (@ (5), n(s) = x(t)) _ (v(s),vn(s) = v(t))

B e Py % B TR VA o g 51 (1.156)
Ok (@ Om(s) —a) | (A (0.r() — v(D)
25t ) = T ) 2@ on(s) — v (1.157)
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Nous voulons montrer que les suites de fonctions (%)n e €t (%)n N

bornées en n. C’est a dire qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de n, telle que

ok,

sont uniforméments

. (s,t)‘ <C, V(s t)€0,1]? (1.138)
%(s,t)‘ <C, VY(st) €01 (1.139)

Soit 0 < e < %, on définit Pensemble I. C [0, 1]2 par
I ={(s,t)€[0,1* e<|s—t|<1—¢}.

11 suffit alors d’utiliser des majorations grossiéres pour montrer que pour n > ng(e) on a

ok

‘8—:(5,7:)‘ < M., V(s t)e€l, (1.140)
Ok,

E(s,t) § Mg, V(S,t) S IEa (1141)
ou M. < o0, Ve €0, %] mais ou la limite de M. quand ¢ tend vers 0, n’est pas nécessairement
bornée. Ceci signifie que les relations (1.138) et (1.139) sont vraies, a condition de montrer
qu’il existe une constante C7 > 0 telle que

Ok,
k3
Ok,
%

(8n,tn)| < Ch, (1.142)

(snatn) S Cl, (1.143)

pour toute suite (s, )neny C [0, 1]? vérifiant

lim |s, —t,| =0, (1.144)
n—oo

ou
lim |s, —t,| = 1. (1.145)

n—oo

En fait, il suffit de considérer le cas (1.144) qui est le plus délicat.

e Montrons que la relation (1.142) est vraie.
Soit (sp,tn)nen C [0,1]? une suite vérifiant (1.144). On note par (;(t), la normale a I’ au
point x(t) et par (2(t), la normale au cercle au point v(t).
On a par définition =, (sy) = x(sp) + WQ(%), il s’en suit que

(sn)l

Tn(sn) = 2(tn) = =2 (sn)(5n — tn) + ”x/n

1 <(w’(sn)7x”(sn))

C1(sn) + O(sn — tn)Qa

Calsn) + ||x/<sn>||<1<sn>> ,

x;(sn) = x/(sn) +

el
Jn(on) = 2t = o/ ()l — 1) + LECRIE Olon Ztal” o, g0
= ()] (<sn Pt ni) (1 + 20 Lo, - m) ,

O(1) N O(sp — tn).

n? n

(xln(sn)’xn(sn) - m(75n)) = _Hx/(sn)n(sn —tn) + O(sn — tn)2 +
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On a les mémes estimations en considérant v a la place de z, et donc

1+$+O(Sn_
(sn—tn)Q—i-#

ok,
-2 natn =
T P (s )

n)(_(sn_tn)+(5n_tn)+

2 —t.)2 -
n20(sn — tn) +Ot(1)+no(s" ) < 0y < 0.

n?(sp —tn)? +1

e De la méme maniere, on montre que la relation (1.143) est vraie.
Avec les mémes notations on a:

_ 77% s _ _ (x/(tn),a:n(sn) — x(tn)) (Vl(tn)a Vn(sn) — V(tn))
2t i) = T G — 2 IE T om(en) — (G P
n20(sy — tp)? +nO(s, — ty)

= <C .
n2(sp, —tn)? +1 strsee

Finalement, nous avons montré que les relations (1.138) et (1.139) sont vraies. Posons main-

t(él’lan(
k;( ? !) i
a

on constate ainsi que la constante (C' 4 C3)? est une fonction qui majore les suites de
fonctions 1, et 0,, définies en (1.134) et (1.135). Il en résulte par le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue que

Cy = max{ max
(s,t)€[0,1]2

t
555 )‘ o e

lim Yn(s,t)dsdt = lim O (s,t)dsdt = 0. (1.146)

oo Jo)? o0 J10,1]2

Remarquons enfin que la suite de fonction (@, )nen définie en (1.133) converge partout vers
la fonction 0. En effet, si s € [0,1], on a

L)z
kn(s,s):—ilog ()

|1 el
o S L(s)| 27 28 )]

= k(s, s).

Comme les majorations (1.138) et (1.138) impliquent que (ky)nen est équicontinue, on
conclut que (¢, )nen converge uniformément vers 0 sur [0,1]2. Cela implique en particu-
lier que

lim on(s,t)dsdt = 0. (1.147)

e J0,1)2
Finalement les relations (1.146) et (1.147) traduisent exactement la propriété (1.132). B

La convergence en norme des noyaux entraine la convergence en norme des opérateurs, on
ale

Théoréme 1.7 La suite d’opérateurs (K, )nen C K(H Y2 HY?) converge vers 'opérateur
K dans L(H™'/2, H'/?),

7;.6 nh_)ngo ||Kn — K||£(H—1/27H1/2) - 0 (1148)
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Preuve. On pose

an = | Kp — K| £(-1, 10y (1.149)
Bn = [[Kn — K|l gm0, m1)- (1.150)

On a alors
1K = Kl g (r-1/2 gr1/2) < /B (1.151)

Cette inégalité étant une conséquence des inégalités d’interpolation entre les espaces de
Sobolev H® ( c.f [18] pages 115-117). Nous remarquons donc que pour vérifier que la relation
(1.148) est vraie, il suffit de montrer que I'on a

lim a,, = lim G, =0. (1.152)
n—oo n—oo
On rappelle la propriété (1.10):
|<u,v>_g4] < lul|—¢llv]le Yue€ HY, Voe H. (1.153)

Ainsisiu e H™!, on a

1
00 = Kyuta) < ol ([ ) = by +

1 2
ok ok
—(z,y) — —(x, dy), Vze]|0,1],
| B - Goen| di). vaelo
et par conséquent
OZ%L < Hkn - kj”?{l[oJ]Q- (1.154)

e Considérons maintenant u € H”, en utilisant & nouveau 'inégalité (1.153) on montre que

1
(K — K)u@)]® < [lul? /0 ka2, y) — k(a,y) Py, Vo € [0,1],
2

d ok ok ?
= (o] =| (G - G ).
< |2 - = ‘
<l | | Fe) = )| dy. Vae 1)
Il en résulte que
BTQL < Hkn - k”%{l[oJ]Q- (1.155)

Enfin grace au lemme 1.17, on vérifie que les relations (1.154) et (1.155) impliquent que
(1.152) est vraie. Ce qui termine la preuve. Bl

Un conséquence immédiate est donnée ci-dessous :

Corollaire 1.2
La suite d’opérateurs (Sp)nen converge ponctuellement vers S dans L(H Y% H/?),
i.e lim ||Sy(u) — S(u)ll1jp =0, YueH Y2
n—oo

Preuve. On considere les décompositions (1.120) et (1.121), et on utilise le théoréme 1.7 et
le lemme 1.12. W

Dans le paragraphe qui suit, nous allons rappeler brievement quel est le schéma numé-
rique que nous étudions ici.
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1.4.2 Schéma numérique

Dans le paragraphe 1.3.2 nous avons défini une suite emboitée
(Vi)nen C H~1/2 d’espaces discrets de dimension n + 1. On rappelle que

Vo= {ueH uly, . €Po, i €0.n},

i
gy )
Ensuite nous avions défini la suite (Vj,)peny € H~ 2, dim(V},) = n, par

Vi = {u €V, /Olv(a:)da: :0}.

Dans le lemme 1.14, nous avons introduit 'opérateur P,, qui est le projecteur orthogonal de
HY sur V,,. Il peut-étre défini explicitement par
(Puo)] = —L_ ["*y(z)dz, i €0,..,n.

xi7mi+1} Ti41—T; JT;

avec r; =

On constate par conséquent que P, restreint & H° est un projecteur orthogonal sur V,.
Ce type de projecteurs correspond a un cas particulier de ceux considérés par exemple dans
[30] ou [22]. On rappelle les lemmes 1.13 et 1.14, a savoir qu'il existe une constante C
strictement positive, telle que

C
lu — Prulls < nS—t”uHSa —1<t<0<s<1, (1.156)
C ~
fulle < e, Vue Vi ~1<t<s<0. (1.157)

Remarquons que pour tout uw € H~ Y2 on a

lim min |lu —v||_1/p = 0. (1.158)
n—o0veV,
En effet, soit € > 0. L’injection L? ¢ H71/2 étant dense, il existe w € L? tel que l|lu —
wl||_1/2 < e. On pose x5, = Pp(w). On a alors x, € V,, et en utilisant 'estimation (1.156),
on vérifie que
in [lu—vl[_1/2 < 172 + || lyjs €2+~
min |ju — v||_ u—wl|_ w — Xn|l— e+ —|lwllo.
e 1/2 = 1/2 Xnll-1/2 = NG 0
On conclut que limy, o minyey, [[u —v[|_1/2 < e. Mais ¢ > 0 étant arbitraire, on a prouvé
que la relation (1.158) est vraie.

Nous considérons ici le schéma (1.50), dont nous rappelons la formulation :

def (1.159)

Pour ug € H'/? et n € N, on cherche u,, € Vj, tq
an (Un,v) = <Snun7v>1/2,—1/2 = <Qnu07v>1/2,—1/27 Vv € V.

Remarquons que toutes les grandeurs u,,v, Spun, Qnug intervenant dans la formulation
(1.159) appartiennent & L2. Ainsi les crochets de dualité
< .,. >1/2,-1/2 correspondent ici exactement au produit scalaire (.,.)o de L2

Nous voulons maintenant montrer que pour tout n € N, il existe un unique u, € V,,
solution de (1.159). De plus nous voulons estimer 'erreur, entre u, et la solution exacte
uw e H™/? (indépendante de n) et qui vérifie:

an (1, 0) = (Quuuo,v)yjg /9, Vo€ H V2 (1.160)
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1.4.3 Existence et unicité de la solution numérique. Estimation de ’er-
reur.

Nous commencons par rappeler la définition et quelques propriétés de la convergence
faible. Pour plus de détail, le lecteur pourra consulter [2] chap. III.

Définition 1.6 Soit s € R et (up)neny C H®. On dit que u,, converge faiblement versu € H*®
et on note u, — u, st pour tout v € H=° on a

lim < up,v >, =< u,v >, ;.
n—oo

Dans le lemme qui suit, on donne sans les démontrer quelques propriétés utiles :

Lemme 1.18
Soit s € R, (up)neny C H® et u € H®

i) On a léquivalence suivante :

Uy, = u et ||uplls = [|ulls © un — u.
i) tn = u = suppey [[unlls < oo et flulls < Lm pool|unls.
W01) Up — U = My oo < Up, Uy > _s=< U,V > g,
pour toute suite (vy)neny C H ™5 telle que v, — v € H™®.
iv) Soitr e R etT € L(H®,H"), alors
Up = u = T(uy) = T(u) € H".
De plus si T est compact (T € K(H*,H") ) alors T(u,) — T(u) dans H".

A Paide de la décomposition (1.121) et des propriétés de convergence de la suite (D, )nen
(cf lemme 1.12) et de la suite (K, )nen (cf théoreme 1.7), nous allons montrer la stabilité du
schéma (1.159). Avant cela, nous établissons quelques lemmes.

Lemme 1.19

i) Pour tout entier n, on a
[Dnullije > llull—12 Yu € Vy, (1.161)
1D w1 < luwllys Voo € DaVa), (1.162)
ot v > 0 est la constante donnée par le théoréme 1.3.
i1) 1l existe une constante ¢ >0 et N € N telles que Yn > N on ait

[Snulli/2 = cllull-1/2 Vu € Vy, (1.163)

_ 1
Preuve.

i) Yu € V,,, on a 7”“”2,1/2 < (Dpu,u)o < ||Dpullyjallull—1/2, ot v > 0 est la constante
donnée par le théoréme 1.3. Ceci montre que la relation (1.161) a bien lieu.
Soit w = Dy (v), avec v € V,,. On a D, !(w) = v, et donc, en utilisant la relation (1.161)
on montre que:
lwllij2 = 1Dn Dy wll1jo = YDy wll -1 jo- Ce qui prouve (1.162).
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ii) Nous venons de montrer que la relation (1.162) est une conséquence de (1.161). De la
méme maniere, si la relation (1.163) est vraie alors (1.162) est aussi vraie. Il nous suffit
donc de montrer que la relation (1.163) a bien lieu.

On procede par 'absurde en supposant qu’il existe une suite
(Un )nen C H1/2 telle que u, € V,, ¥n €N,

lim HSnunHl/Q =0, (1.165)
n—oo
|unll—1/2 =1, VneN, (1.166)
Up — U, (1.167)
oll u est un certain élément de H /2.

On vérifie alors que
Dy, — Du. (1.168)

En effet, soit y € H~/2 on a:

limy, oo < Dptin,y >=limy, o0 < Un, Dpy >=< u, Dy >=< Du,y >.

La premiére égalité utilise le caracteére autoadjoint de D,, (cf (1.101)), la deuxiéme utilise
la propriété de convergence ponctuelle de D,, vers D (cf lemme 1.12). La troisieéme est
une conséquence de la relation (1.100).

D’autre part, en utilisant le théoreme 1.7, on montre que

lim ||Kpu, — Kully/2 = 0. (1.169)
n—oo
Ainsi, en regroupant les relations (1.168) et (1.169), on déduit que
Spty, — Su. (1.170)

Puis, en utilisant le point ii) du lemme 1.18, on constate que les relations (1.165) et
(1.170) impliquent que Su = 0. Mais S étant injectif, on en déduit que v = 0. En

conséquence, puisque Dyu, = Spu, — K,u,, les relations (1.165) et (1.169) impliquent
lim ||Dnun\|1/2 = 0. (1.171)
n—oo

Or, en utilisant la relation (1.161), nous vérifions que

”DnunH1/2 > 'YHun”fl/} (1.172)

On termine la preuve en constatant que les relations (1.172), (1.171) et (1.166) sont
incompatibles.

Nous introduisont maintenant une famille (R, )neny C £(H~Y2,V},) de projecteurs définis
univoquement par la relation
< Dpv, Rpu >1/2,—-1/2=< Dyv,u >1/2,—1/2 Yu € g_l/Q, Yv eV, neN. (1173)

En effet, on peut remarquer que D,, étant autoadjoint, si u € H1/2 alors R,u € V,, est
I'unique solution du probleme (1.50), ot on a posé Qp(ug) = Dp(u).
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De plus, on vérifie que si n € N et u € V,, alors R,u = u, ce qui signifie que R, est un
projecteur sur V.
Nous avons le

Lemme 1.20 ~
Pour tout entier n, opérateur R, est un projecteur linéaire et continu de H=Y? sur Vj,,
qui satisfait :
1Ralleqz-rs rmy < (1174
l[u = Rnull—1/2 < (1+C)min |lu—v|[_;p Yu€ H™Y?, (1.175)
veEV

ou C' > 0 est une constante indépendante de n.

Preuwve.
Soit uw € H /2 et n € N. On pose u,, = R,u, et on vérifie que

7“un|’31/2 < (Dnn, un)o = (Dnug, u)o < HDn”ﬁ(H—l/Q,Hl/?)HUH—l/ZHUnH—l/Z-

Ainsi la relation (1.174) est prouvée avec
1
0 <C = —sup|[Dullgg-1/2,p1/2) < 0. (1.176)
7Y neN ’

En effet, le nombre v > 0 est donné par le théoreme 1.3 et
SUPpen || Dnll gzr-1/2, 172y < 00 ( cf remarque 1.12).
Soit maintenant w € V,, satisfaisant

—w|_1/90 = min ||lu —v||_q/9. 1.177
lu —wl| 1/2 ue%/n lu — v 1/2 ( )
On a alors

Y — wH%l/Q <A Dy (un — w), up, — w>1/2,71/2 = (Dn(un — w),u — w>1/2»*1/2

< S‘lg ”Dn”z:(H—1/2,H1/2)”Un —wll—1y2llu — wl|-1/2, (1.178)
ne

ou la deuxieme étape est due au fait que nous avons posé u, = Ryu, et donc

< Dp(v),un >1/2,-1/2=< Dn(v),u >1/5 _1/2 Yv € Vy, par définition de R.,,.

En combinant (1.178) avec (1.177), nous obtenons bien la relation (1.175) avec C' donné par
la formule (1.176). W

Comme conséquence de la relation (1.175), nous déduisons grace a la propriété (1.158)
que R,, converge ponctuellement vers I'identitée, i.e

Yue H 2 lim |lu—Ryull_y/s = 0. (1.179)
n—oo

Lemme 1.21
Soit N Uentier donné par le lemme 1.19. Il existe une constante 3 > 0, telle que si n est un
entier supérieur & N, alors pour tout u € V,,, il existe w, € HY/? tel que [wull—1/2 =1 et
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Preuve.
Soit n > N et u € V,, on a que

lull—1/2 = 1185 Snll-1/2

IN

1 1
E”S"uul/Q =< - wer%aim < Spu,w >1/9 172 - (1.181)
lwl| =1 /2=1

La constante ¢ > 0 indépendante de n étant donnée par le lemme 1.19. D’autre part il existe
wy € H Y2 tel que [Snulli/2 =< Spu,wy >1/9,-1/2 et |w[]|—12 = 1. On conclut donc en
prenant 5 =c. B

Nous montrons maintenant que 'opérateur S, vérifie une propriété de type “inf-sup” sur

V.

Théoréeme 1.8
1l existe un entier ng et une constante By > 0 tels que Yn > ng, si v € V,, on peut trouver
Wy, € Vi, satisfaisant vau_m —1 et

< Sn’l},"UA)U >> ﬁOHUH_l/Q. (1182)

Preuve.
Soit N € N comme dans le lemme 1.21. Soit encore n un entier quelconque plus grand que
N et v € V,,. On pose W, = Rpwy, ol w, € H /2, lwy||—1/2 = 1, est I'élément associé a v
comme nous ’avons défini dans le lemme 1.21. On a
< Spv, Wy >1/9, 172 =< SpU, Wy >172, 172 + < SpU, Wy — Wy >1/2,1/2
=< Spv, wy >1/2,—1/2 + < Kpv, Wy — wy >1/2,—-1/2> (1183)
o, nous avons utilisé l'identité < Dpv,w, — wy >1/2 _1/2= 0 qui a lieu par définition de
R,,.. On poursuit en remarquant que
< Kpv, Wy — wy >1/2, 172 =< (Kn — K)v, Wy — wy >1/2 _1/2
+ < KU,'IIJU — Wy >1/27,1/2, (1184)

puis que

< Kv, Wy — wy >1/2,_1/2 =< Dn D™ Kv, by — wy >1/5,_1)2
+ < (I = DpD™YKv, iy — wy >1/9,-1/2 - (1.185)

On note encore que par définition de R,,, on a pour tout 2 :
< DpRpth, Wy — wy >1/3 _172=< DpRn®, Rpwy — wy >1/9, 1/2= 0, et par suite

< DnDilKU,ﬁ)v — Wy >1/2,-1/2 =< Dn(DilKU — RnDilKl}),U}v — Wy >1/2,-1/2
=< Dy(I = Rp)D ' Kv, iy — wy >19 152 . (1.186)

En regroupant les relations (1.183) & (1.186), on obtient

< Spv, Wy >1/2 1/2= < Spv,wy >179, 172 + < (Kp — K)v, 0y — wy >1/3 _1/2
+ < (I = D,D"YKv,w, —w, >1/2,-1/2
+ < Dn(I — Rn)D_lKU,’UN}U — Wy >1/27_1/2 .
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Ainsi,

< Snv,ly >172, 1722 Blvl—1/2 = Onllwe — wyll—1 /2] =12, (1.187)
avec  On = [|[Kp — KHL(H—I/?,HU?) + (1 - DnD_l)KHE(H—l/Q,Hl/Q)
+ 1 Dull ggrr-1/2 eyl = Ra) D™ K| o172 gr-1/2),- (1.188)

Le théoréme 1.7 montre que le premier terme du membre de droite dans (1.188) tend vers 0
quand n tend vers 'infini. Il en est de méme pour le deuxieme terme du membre de droite.
En effet, comme D,, converge ponctuellement vers D (cf lemme 1.12) et K € £L(H /2 H/?)
est compact, on peut conclure (cf [19] page 294). Ce méme raisonnement permet de montrer
que le troisitme membre de droite dans (1.188) tend vers 0 quand n tend vers Uinfini. 11
suffit en effet de constater que R, tend ponctuellement vers l'identité (cf 1.179) et que
D7'K € L(H /2 H=/?) est compact.

Nous avons donc montré que lim,,_,o, d,, = 0. D’autre part ||, —wUH,l/g <14+C,ouC >0
est une constante donnée par le lemme 1.174. En conséquence, nous pouvons affirmer qu’il
existe ng € N, ng > N, tel que si n > ng alors la relation (1.182) est vraie. Il suffit de

€ mo e
prendre @y = i et fo = ;-

On vérifie bien que [y est strictement positive et indépendante de v. On a en effet que
[0y ]| —1/2 = [Rnwyl—1/2 < C, ot C > 0 est la constante donnée dans le lemme 1.20. B

Le théoreme 1.8 permet de montrer la stabilité du schéma (1.159). Nous avons en effet
le

Théoréme 1.9

Soit ng € N et By comme dans le théoréme 1.8. Soit encore ug € HY/2. Alors, pour tout
n > ng, le probléme (1.159) posséde une unique solution u, € V.

De plus, siu € H-Y? est la solution de (1.160), on a la formule d’erreur suivante :

C
lu —wunll—1/2 < (1 + E)grel%/ri lu—vl_12 V¥n > no, (1.189)

ot C = supyen [|Snll o172, 5-1/2) < 0.

Preuve.

Soit ug € H'/2. Le théoréme 1.8 implique que le probléme linéaire (1.159) possede au plus
une solution u,, € V,, pour tout n > ng. On conclut que ce probleme est bien posé en notant
qu’il compte autant d’équations que d’inconnues.

Pour établir la majoration (1.189), on introduit w,, € V,, tel que

lu — wnl|—1/2 = minyey, [[u — v|[_1/2. En utilisant le théoreéme 1.8, on a que

ﬁOHun - wnH—l/Q << Sn(un - wn)awunfwn >1/2,—1/2
=< Qn(uo) - Sn(wn)kun—wn >1/2,—1/2
=< Sp(u — wn), Wy, —w, >1/2,-1/2

< sup [|Sull 172, 12yl — wall 12, (1.190)
neN
ol on a tenu compte que Wy, —y, € Vi, et donc
< Spln, Wuy—w, >1/2,-1/2=< @nUo, Wuy—w, >1/2,-1/2=< Snls Wu,—w, >1/2,-1/2-
De plus @y, —w,|—1/2 = 1. On remarque finalement que la relation (1.190) implique que
I'estimation (1.189) a bien lieu. B
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En conséquence, on remarquera que notre méthode de résolution reste aussi efficace que
dans le cas circulaire :

Corollaire 1.3 Si la solution exacte uw € H=Y? du probléme (1.48) vérifie
u € H', alors on a Uestimation asymptotique de lerreur entre la solution exacte u € V et
la solution approchée u,, € V,, :

C
lu = wnll /o < —75llully,

ou C' > 0 est une constante indépendante de n.

Preuve.
On a minyey, [u — x|—1/2 < [[u — Pn(u)|[—1/2. Il suffit alors d’utiliser le théoréme 1.9 et la
relation (1.156) pour terminer la preuve. B

Remarque 1.14 FEn pratique, nous utiliserons l'intégration numérique pour construire le
systeme (1.159). Cependant, nous ne referons pas ici l'analyse du schéma avec intégration
numérique. En effet, comme nous l'avons signalé dans la remarque 1.13, tous les résultats
relatifs a la prise en compte de Uerreur du a l'intégration numérique dans le cas circulaire
(cf paragraphe 1.3.4) s’adaptent immédiatement au cas général.

1.5 Exemples numériques.

Dans ce chapitre, nous allons mettre en oeuvre notre méthode et la tester sur quelques
exemples.
Rappelons, brievement en quoi consiste notre méthode pour résoudre un probléme de La-
place.
Soit 2 € R? un ouvert borné de frontiere I'. Soit encore la donnée d'une fonction
ug € H'/2(I"), nous voulons déterminer u € H' () solution de

{ Au =0 dans €, (1.191)

u=1ug surl.

Nous supposerons que I' est donnée par une paramétrisation réguliere,

el ={z(t) eR?*, t €[0,1]}, avec 2'(t) £ 0 Vt € [0,1].

Soit A € R un nombre positif & choisir. Nous définissons la famille (fn)neN de courbes
auxiliaires par

r,= {xn(t) eR?: x,(t) = z(t) + %C(t), telo, 1]} Vn €N, (1.192)

ou ((t) est la normale unité extérieure a I' en z(t).
On pose wo(t) = up(z(t)) 2" (@®)||, t € [0,1].

Notre méthode consiste a déterminer u,, € V,, solution de

1,1 1 1
/ / un (6) K (2(8), 2(t))v(s)dtds = / / wo(t) Ky, (77,(5), 2(t))v(s)dtds, (1.193)
0o Jo 0o Jo



56 CHAPITRE 1. UNE METHODE SANS SINGULARITE

pour tout v € V,,.
On obtient ensuite 5 € R par

1,1
B = /0 /0 (wo(t) K, (xn(8), 2(t)) — un(t) K (zn(s), z(t))) dtds, (1.194)
ot K(.,.) et Kp,(.,.) sont les noyaux donnés par

1 1 (ny(y),z —y)
K(z,y) = —— log ||« — K - W\t —Y)
(@,y) = —5logllz —yll, K, (z,y) = - e
Apres avoir construit puis résolu le systeme (1.193)-(1.194), nous obtenons une solution
approchée de (1.191) en posant

1
u(z) =0 +/0 (un(t)K (2, 2(t)) — wo(t) Kn, (2, (1)) dt, z € Q. (1.195)

Remarque 1.15 Dans le cas d’un probleme de Laplace extérieur il faut tenir compte de
quelques modifications (cf remarque 1.5). Concrétement, les modifications sont les suivantes :
prendre A négatif dans (1.192), l’équation (1.193) peut-étre conservée, mais il faut changer
le signe dans (1.194).

Finalement la solution approchée s’obtient en posant

1
u(z) =p —|—/0 (—un(t)K (2, 2(t)) + wo(t) Ky, (2, (1)) dt, z € . (1.196)

1.5.1 Construction et résolution du probleme discret.

Nous allons préciser ici comment construire la matrice et le second membre correspon-
dants au systeme (1.193)-(1.194).
Soit n € N, on découpe uniformément I'intervalle [0, 1] en n+1 sous-intervalles [0;_1,0;], i =
1,.n+ 1, ot on a posé 0; = n+r1
On considere la base 3, = {11, .., fpy1} de V,, avec ni = Lio;_.0,-
Pour j =1,..,n, on pose ¥; = 1; — n;41. Ainsi le systeme £, = {11,..,9n} est une base de
Vi
Nous cherchons donc la fonction u,, sous la forme

n
un = Y wjih, (1.197)
j=1
qui satisfait ’équation (1.193). Ceci peut-étre écrit matriciellement de la maniére suivante :
chercher w € R" tq Aw = b, (1.198)
oll on a posé
w1 b1
A= (aij)ij=1,.n; w=| " | ;0= ;
Wy, by,

1 1

oy = [ [ Klaao.a)us @ s (1.199)
1 1

by — /0 /0 K, (2n(s), 2(8))wo (£)ibi(s)dtds. (1.200)
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Soit k,l=1,..,n+ 1, on pose

0. 0,
Chl = / K(xn(s), z(t))dtds. (1.201)
Ok—1 /011

Ainsi la relation (1.199) devient
Qi 5 = Ci,j — Cijj4+1 — Cit+1,5 + Cit1,5+1, i,j = 1, . N (1.202)

Nous posons aussi

0 0,
di = / / wo(t) Kn, (24(s), 2(t))dtds. (1.203)

Op—1 /01
Ainsi
n+1
bi = Z (dZJ - di+17j) ) /L = ]-7 (S n. (1204)
j=1
Enfin la relation (1.194) s’écrit
n+1ln+1 n+l n
p= Z Z dij = Z Z w; (Cij — Cijr1) - (1.205)
i=1j=1 i=1 j=1

Pour construire notre probleme discret, nous sommes donc amener a évaluer les termes in-
tégraux donnés par les formules (1.201) et (1.203).

Nous allons effectuer cela, en utilisant I'intégration numérique. On utilise les notations ¢; ;
et Jm, pour désigner des approximations de ¢; ; et d; ; obtenues par intégration numérique.

e Calcul des termes intégraux.

Comme nous 'avons vu dans les chapitres précédents, le choix des courbes auxiliaires
données par la relation (1.192), nous assure un bon comportement de notre schéma. Par
contre, nous devons adapter les formules d’intégration numérique en fonction du parametre
n.

Plus précisement, dans le théoreme 1.5 nous avons montré qu’en utilisant les formules (1.115)
et (1.116), on a

: (1.206)

(1.207)

ol C' > 0 est une constante indépendante de n.

Nous sommes ensuite arrivé a la conclusion que les inégalités (1.206) et (1.207) impliquaient
que le schéma avec intégration numérique restait aussi efficace que le schéma avec intégration
exacte. Cependant, comme nous l’avons signalé dans la remarque 1.13, il convient en pratique
d’affiner les formules (1.115) et (1.116) pour optimiser le temps de calcul.

On note par (fn)nen; (gn)nen C C[0,1]2, les suites de fonctions définies par

fn(sa t) = K($n(s)7 x(t)) et gn(s’ t) = Kny (xn(s)a :L‘(t))
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Il est bien clair que les estimations

01 (1)
— )| < Cn% , VgeN,VneN, 1.208
(S,t)e[ei_?}ezi}}i([ej_lﬂj] 3$katlfn(s )‘ - " q n ( )
k+l=q
O @) < Cno® | VYgeN,yneN (1.209)
max ————gn(x . n .
(s,t)€[0:1,0:] X [6;_1,0,] (%katlg" Y= V4 ’ ’
k+l=q
ou agl) = q et ong) = ¢ + 1, que nous avons utilisés pour établir les relations (1.206) et

(1.207) sont en général trop grossiéres car elles ne tiennent pas compte des indices i et j.
Pour remédier a cela, nous introduisons une grandeur destinée a mesurer la “proximité”
de l'intervalle [#;_1,6;] avec I'intervalle [;_1,6;], sachant que ces intervalles sont placés sur

deux droites paralleles distantes de %_H unité.

0 91',1 Hl 1

Sachant que 'on considere des fonctions 1-périodiques, on définit une distance entiére
entre intervalle par
n;; = min {|i — j|,n + 1 — |i — j|} , puis une approximation de la “distance réelle” est don-

née par
dij = hy/1+n?,; = hod,

log(1 4 n? ) 1
8 =14 ——— W' = ) 1.210
avee 0 = 1t T logh n+1 (1.210)

La grandeur 0 < ¢;; < 1, est une distance logarithmique, qui nous permet de remplacer
I’estimation aél) = q par agl) = §;,jq dans la relation (1.208), et aff) =q+1 par aé%zl =
9i.;(¢ + 1) dans la relation (1.209).

Ainsi, pour le calcul des termes (1.201), on peut remplacer les coefficients r1 et 3; dans la

formule (1.115) par
25i7jr1 — 2,617“1 = —2. (1'211)

Un choix particulier est donné par

1
Gr=11, nr |:ﬁ1 — 5i’j] . (1.212)
Ce choix, implique en pratique qu’il n’y a quasiment pas de subdivision. En effet, pour
n = 1000, on vérifie que 100011 ~ 2. Les termes les moins critiques seront calculés avec
r1 = 2 points de Gauss. Par contre, les termes diagonaux seront toujours calculés avec
r1 = 10 points de Gauss, ce qui correspond a une somme d’au moins 100 termes pour une
intégrale double. La formule pourrait encore étre sensiblement améliorée, mais ce n’est pas
I’objet de ce travail. De la méme manieére, nous remplacons les coefficients r9 et G2 dans la
formule (1.116) par

2(51'7]'7‘2 - 2ﬂ27‘2 = —3. (1213)
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En pratique, nous utiliserons le cas particulier donné par

3 1
=1.1 = |—— . 1.214
B =11, 1 [2 ! %] (1.214)

e Résolution et calcul de la solution approchée.

Nous savons maintenant comment construire la matrice A et le second membre b de
I’équation (1.198). Remarquons que la matrice A est pleine et non symétrique. Elle devrait
cependant étre définie positive et bien conditionnée.

Nous avons choisit d’utiliser une méthode directe de la librairie Lapack, pour résoudre
(1.198) et obtenir w.

Lorsque 'on a calculé w, on peut estimer [ avec la formule (1.205).

Soit z € Q et j =1,..,n, on pose

0;

ej(z) = /9~ K(z,z(t))dt, (1.215)
o

filz) = /6. wo(t) Ky, (2, z(t))dt. (1.216)

On obtient une approximation %(z) de la solution u du probleme (1.191) évaluée en z € Q,

en calculant
n+1

i(z) =B+ wjlej(z) —ejsa(2) = Y fi(2).
j=1 Jj=1

Les termes intégraux (1.215) et (1.216), sont calculés par intégration numériques :

2) ~ & S my K (2. 2(05(6))) (1217)
p=1

£~ S g (69) Ko, (2,202 (6)) (1.218)
p=1

ot (mp,&p)p=1,..r est une formule de Gauss sur [—1, 1] et les transformations affines ¢, j =
1,..,n+1, sont données par ¢;(u) = (u+2j —1). Les calculs des coefficients selon (1.217)
et (1.218) ne sont pas couteux et on peut donc choisir p assez grand pour obtenir une bonne
approximation des intégrales, méme si z est proche de la frontiere I'.

1.5.2 Applications
e Résolution d’un probleéme de Laplace intérieur.

Le premier exemple que nous considérons est un probleme de Laplace intérieur (cf
(1.191)), ou © est le domaine elliptique donné par

Q = {(z1,72) € R?, (21 = rcos(2nt), z2 = 0.4rsin(27t)), 0<t <1, 0<r <1}.
La frontiere I' est alors donnée par la paramétrisation
x(t) = (cos(2mt),0.4sin(27t)).

Nous avons considéré le cas test ou la solution exacte a (1.191) est
u(ry,x2) = €*t cos(xa), (x1,22) € Q.
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Ainsi 'expression de la donnée w est :

wo(t) = ™) cos(0.4sin(2xt)) ||z (¢,
avec ||z (t)|| = 2m+/sin2(2mt) + 0.42 cos2(2nt).

Soit n € N donné, nous calculons la densité approché wu,, sous la forme (1.197). On
considere lerreur L? relative entre la densité exacte et la densité approchée :

: (1.219)

oil on a posé w(t) = 9L(z(t))||’(t)].

Dans la figure 1.7 nous avons représenté la courbe donnant —logq(E,) en fonction de
log,(n). On obtient une droite de pente «, avec 1 < o < 1.5, ce qui est légérement meilleur
que le résultat démontré. En effet, nous avions montré que [[u, — wl|_1/5 = O(n3—1/2), ce qui

est équivalent & |lu, — wllo = O(2) (ceci se montre en utilisant les relations (1.13) et (1.14)

).

3.2

3L i

2.8 n

2.6 - n

24 -
—logg(En) 22 -
o L i

1.8 - n

1.6 - n

1.4 - -

12 | | | | | |
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
logyo(n)

F1a. 1.7 — Erreur L? sur la densité.

On considere 4 points dans €2 donnés par

2 2
2= ri(cos(?ﬂ),sin(g)), i=1,2,34, (1.220)

avec 11 = 0.5, 719 = 0.8, 13 = 0.9 et 74 = 0.99.

A partir de la densité approché, nous évaluons (a l'aide de la formule (1.195)) la solution

approchée 4(z;) ~ u(z;) du probléme de Laplace dans 2, aux points définis en (1.220).
Dans le tableau 1.1, pour différentes valeurs de n, on a reporté la valeur § ainsi que

Perreur relative F; en pourcent entre u(z;) et u(z;).

Nous avons utilisé 20 points de Gauss, pour le calcul des expressions (1.217) et (1.218).
Pourtant, les différentes valeurs de E4 nous montrent que cela peut-étre insuffisant, si on
considére un point tres pres du bord. En fait, il faudrait ici aussi utiliser une méthode
composite, liée & un sous raffinement des intervalles [0;_1, 0;].
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n ﬁ E1 E2 E3 E4

10 | —3.86 x 107° [ 4.87 x 1072 | 8.65 x 1073 | 1.73 x 10~ * 30.0

20 | —1.25x107% [ 3.02x 1073 | 1.13x 1072 [ 3.31 x 1072 | 5.73 x 10!

40 | 222x 10710 [ 327 x107% | 1.75 x 107* [ 2.38 x 1073 2.15

60 | 6.48x 1078 [1.07x10°%[3.84x10° | 4.09x10"%]5.98 x 107!

80 | 7.83x107% [5.21x107° | 893 x 1076 | 6.34 x 107° | 1.04 x 1073

100 | 8.09x107% |3.23x107° | 7.19 x 107 | 2.01 x 107° | 3.96 x 102

200 | 8.42x 1078 [ 1.40x107° | 3.09 x 107% | 2.65 x 1076 | 3.52 x 10~

TAB. 1.1 — Erreur relative (%) en 4 points de §

e Résolution d’un probléeme de Laplace extérieur.

On considere un domaine € dont la frontiere est une courbe de Lissajoux (cf figure 1.8)
dont la paramétrisation est :
x(t) = (r(t) cos(2nt), r(t) sin(2wt)), ¢ € [0,1], (1.221)

avec 7(t) = 0.7 + 0.3 cos(107t).

FiG. 1.8 — Courbe de Lissajouz.

Soit u la fonction définie sur Q' par
u(z) =2+ log ||| —log ||z — (0,0.25)]|.

On vérifie bien que u est harmonique dans Q' et que u(z) = O(1),

lorsque ||z|| — oo.

Afin de tester notre méthode avec ce cas, nous considérons la donnée wg, dont I’expression
est:

wo(t) = u(z(t)) 2" @),

ol z(t) est comme en (1.221) et Pexpression de ||z’(t)|| s’en déduit aisément.

Dans la figure 1.9 nous avons représenté la courbe donnant —log,q(E,) en fonction de
log,y(n), ou E, est l'erreur relative entre la densité exacte et la densité approchée (cf (1.219)).
On obtient & nouveau une droite de pente légérement supérieure a 1.
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2.8

—logo(En) 2.2

2 -
1.8 F
1.6
1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5
10%10(”)
Fic. 1.9 — Erreur L? sur la densité.
n ﬁ E1 E2 E3 E4
50 | 2.00005 | 3.01 x 1073 | 6.54 x 10~% | 5.86 x 1072 | 7.65 x 102
60 2 371 x107% | 4.45 x 107% | 2.60 x 1073 | 2.10 x 1072
70 2 327x107% 336 x107% | 787 x107%] 707 x103
80 2 1.36 x 1074 [ 461 x 1074 [ 280 x 1074 [ 2.99 x 1073
90 2 995 x 107° | 267 x 107* [ 217 x 107* | 1.56 x 103
100 2 719%x107° [ 135 x107% | 2.11 x 107% | 9.41 x 1072
150 2 1.75x 1075 [ 4.25 x 107° | 6.71 x 107 | 1.61 x 10~*
200 2 6.63x107% | 1.79 x 107° | 2.78 x 107° | 4.00 x 10~°
250 2 3.0l x107% 916 x10% | 1.40x 107> | 1.10 x 10~°
300 2 1.46 x 107° [ 533 x 107 | 8.06 x 10°% | 2.74 x 10~©

TAB. 1.2 — Erreur relative (%) en 4 points de §)'.

On considere 4 points dans £’ donnés par

zi = piz(0.5), i =1,2,3,4, (1.222)

avec p1 = 1.5, pa = 1.2, ps =1.1et p=1.01.

A partir de la densité approché, nous évaluons ( & 'aide de la formule (1.196)) la solution
approchée u(z;) ~ u(z;) du probléme de Laplace dans €', aux points définis en (1.222).
Dans le tableau 1.2, pour différentes valeurs de n, on a reporté la valeur § ainsi que I'erreur
relative E; en pourcent entre a(z;) et u(z;).

1.6 Conclusion

Dans le paragraphe précédent nous avons testé notre méthode d’un point de vue pratique.
Les résultats numériques obtenus sont en total accord avec les estimations théoriques de
I'erreur que nous avons établi (cf corrolaire 1.3).

I apparait donc que notre méthode est aussi efficace que la méthode de référence (cf (1.49)).
De plus, elle présente 'avantage de ne pas faire apparaitre d’intégrale singuliere, ce qui
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simplifie son implémentation sur ordinateur. Remarquons cependant qu’en ce qui concerne
son application pour la résolution des problémes que nous avons considérés ( problemes
de Laplace intérieur et extérieur dans le plan), le gain est assez limité. En effet, dans ce
cas les intégrales qui apparaissent dans le schéma de référence (1.49) ne posent pas trop
de difficultés de calcul. Par contre, il en est autrement par exemple pour un probléme
de Laplace tridimensionnel. Nous pensons que dans ce cas, il serait assez facile d’adapter
notre méthode et de prouver des résultats théoriques analogues a ceux présentés dans les
paragraphes 1.3 et 1.4. On pourrait alors s’attendre a ce que notre méthode présente un
avantage pratique sensible par rapport aux méthodes classiques. Remarquons néanmoins
que notre méthode introduit un parameétre A servant a construire les courbes auxiliaires
(cf (1.192)). 11 se pose donc le probleme du choix de ce parametre. En particulier, si ce
parametre est choisi trop grand, il peut y avoir des problemes de conditionnement pour les
systemes linéaires a résoudre.

En résumé, il ressort de notre étude que la méthode intégrale sans singularité décrite dans
ce chapitre est en tout cas compétitive par rapport aux méthodes intégrales habituellement
utilisées. Nous pensons aussi que son intérét est assez général, comme en témoignent les
travaux de certains ingénieurs ( cf [31],[28]). Cela sera peut-étre justifié dans une étude
ultérieure.
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Chapitre 2

Etude d’un probleme de chauffage
par induction présentant une
invariance dans une direction

2.0 Introduction

Le chauffage par induction est utilisé pour le traitement thermique des pieces métalliques
dans des procédés industriels tels que le brasage, la frappe a chaud ou la trempe (c.f fig.
2.1).

Le principe du chauffage par induction peut étre résumé de la maniére suivante : a ’aide d’'un
inducteur on crée un champ magnétique variable dans une zone ou se trouve le conducteur,
ceci induit des courants de Foucault dans le conducteur qui vont provoquer une élévation
de sa température par effet joule.

L’intérét de ce procédé par rapport & des méthodes classiques de chauffage en four réside dans
sa précision : il permet par exemple de controler la profondeur de pénétration de I’énergie
thermique par le réglage de la fréquence d’alimentation de l'inducteur. Il est aussi possible
d’exercer des actions thermiques sur des zones localisées de la piece, mais en contrepartie il
est nécessaire d’avoir une bonne connaissance des phénomenes complexes mis en jeu et la
conception d’un inducteur performant peut se réveler difficile.

La simulation numérique trouve la tout son intérét car une fois au point elle permet de tester
rapidement différentes configurations afin d’optimiser le processus. C’est un tel constat qui
motive ce travail dans lequel nous aborderons la modélisation du chauffage par induction et
I’étude mathématique du modele obtenu.

Malgré 'apparente simplicité du chauffage par induction il est en fait régi par des phé-
nomenes électromagnétiques et thermiques complexes et nous considérerons un probleme
simplifié qui constitue un cas particulier du probléme tridimensionnel. Ainsi nous suppo-
serons que l'inducteur et 'induit sont tres longs dans une direction (c.f fig 2.2) et que la
température est imposée sur le bord du conducteur.

Dans la littérature on trouvera différents articles traitant de ce sujet : certains sont orientés
vers la physique ou les applications (c.f [5] et [7]) et d’autres vers les mathématiques (c.f [4]
et [9]).

D’un point de vue plus général sur la modélisation en électromagnétisme, on pourra consul-
ter [1].
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Inducteur

systéme
d’aspersion d’eau

Déplacement
de la piece

FiG. 2.1 — trempe par défilée

2.1 Modélisation

Ce chapitre est consacré a ’élaboration d’un modele mathématique décrivant le proces-
sus de chauffage par induction stationnaire d’une piece métallique entourée d’un inducteur
dans lequel circule des courants alternatifs sinusoidaux.

Notre but est de déterminer la température dans la piece, lorsque le courant total circulant
dans 'inducteur est connu.

Nous ne considérerons que le cas de géométries invariantes par translation dans une direc-
tion d’espace, ce qui nous amenera a construire un modele bidimensionnel.

Les phénomeénes physiques en présence étant de natures électromagnétiques et thermiques,
nous nous pencherons tour a tour sur chacun de ces deux aspects. Nous commencerons par
établir les équations qui régissent les aspects électromagnétiques du probleme. Pour cela,
nous partirons des équations de Maxwell, que nous simplifierons en utilisant les particula-
rités du probleme considéré. Nous aboutirons ainsi a un probleme électromagnétique, qui
consiste & déterminer un potentiel ¢ dans R? solution d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles. Dans ce systeme la température 6 des conducteurs est supposée connue.

Nous décrirons ensuite un modele simplifié pour la thermique, et nous énoncerons un pro-
bleme thermique. Celui-ci consiste a déterminer la température dans la piece, en résolvant
un systeme d’équations aux dérivées partielles en 6 dans lequel ¢ est considérée comme une
donnée.

Finalement, nous écrirons le probleme complet en couplant les problemes électromagnétiques
et thermiques.
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2.1.1 Données du probleme

Nous voulons étudier les phénomenes de chauffage par induction, lorsque la géométrie
du dispositif inducteur-induit est invariante par translation.
En d’autres termes, nous considérons le chauffage par induction d’une piéce qui est un
conducteur simplement connexe, infiniment long dans une direction et dont les caractéris-
tiques physiques et géométriques sont invariantes suivant cette direction. L’inducteur pré-
sentera les mémes caractéristiques, si ce n’est qu’il sera constitué d’une boucle enlacant le
conducteur dans sa direction d’invariance et se refermant a I'infini.
On note (eq, ez, e3) le repére canonique de R3 qui engendre les axes (21,22, 3) et la direc-
tion d’invariance sera toujours supposée étre la direction egs.
Une configuration pratique qui a approximativement les caractéristiques considérées est re-
présentée dans la figure 2.2, et nous montrerons que 1’on peut restreindre le domaine d’étude
au plan (e1,ez) (cf. fig. 2.3).

. o inducteur
piece métallique

fréquence angulaire w

intensité du courant J

Fi1G. 2.2 — Géométrie 3D du probléme.

Nous notons par g la section du conducteur dans le plan (e, ez) et par 2y et Qo les
deux composantes connexes de la section de I'inducteur .
Nous notons aussi par 2 = Q¢ U 7 U 9 la réunion des sections des domaines conducteurs
et inducteurs et ' = R2 \ © la partie complémentaire constituée d’air.

La distribution du courant est une inconnue du probleme, mais le courant total cir-
culant dans l'inducteur est connu. Nous notons par J cette donnée.

L’ hypothese “intuitive” que nous ferons est la suivante :

La densité de courant J est parallele a eg en tout point x = (x1,x2, x3)
des conducteurs. De plus, J(x) est indépendant de x3, i.e
(H) J(x) = J(z),on & = (z1, x2).
Nous supposons aussi que le courant total passant dans €21 est égal
a 'opposé de celui passant dans 25 et il est nul dans .
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Z2

0 I

oL

Fi1G. 2.3 — Géométrie 2D du probleme

2.1.2 Modélisation de I’électromagnétisme

Nous reprenons les mémes idées que celles présentées dans les articles [10] et [6].
On part des équations de Maxwell dans lesquelles on néglige les courants de déplacement
(approximation de I’électrotechnique). On obtient ainsi un systéme d’équations aux dérivées
partielles ou les inconnues sont les champs vectoriels B, E, H et la densité de courant J:

div(B) =0 dans R3, (2.1)
rot(H) =J dans R3 (2.2)
0B 3

B +rot(E) =0 dans R°. (2.3)

On ajoute ensuite comme loi de comportement la relation B = yH dans R?, ainsi
que la loi d’Ohm J = oE dans les conducteurs. La fonction p est appelée perméabilité
magnétique et o est la conductivité électrique.

Les équations (2.1) a (2.3) deviennent :

div(B) =0 dans R3, (2.4)
B

rot(—)=J dans R3 (2.5)
,u

0B

N +rot(E) =0 dans R? (2.6)

J =0E dans les conducteurs, (2.7)

J =0 dans le vide.

Les équations de Maxwell ne sont plus valables au sens classique sur les interfaces entre
deux milieux mais elles restent vraies en distribution et on peut établir des relations de
continuités des champs a travers les interfaces.
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Soit 3 une interface entre deux milieux de R, pour x = (21, z2,73) € ¥ on note n(x) la
normale orientée et 7(x) un vecteur tangent a 'interface ¥. En supposant qu’il n’y ait pas de
courant de surface sur ¥, on montre que les composantes tangentielles de H, la composante
normale de B et les composantes tangentielles de E sont continues, ce qui s’écrit de la
maniere suivante :

[H An]y =0, (2.9)
[B.ny. =0, (2.10)
[E An]y =0, (2.11)

ou on a utilisé la notation []y, pour désigner le saut d’une fonction a travers ¥, i.e
[fls = f+ — f—, ou fy est la valeur “en avant” de n et f_ est la valeur “en arriere” de n.

Examinons a présent la dépendance temporelle des champs.

Etant donné que l'inducteur est alimenté en régime sinusoidal permanent, nous suppo-
sons qu’un régime sinusoidal de méme fréquence s’établit dans I'induit, i.e

J(x,t) = Re {j(x)e™'},
B(x,t) = Re {b(x)e™"},
E(x,t) = Re {e(x)ei“’t} .

Ainsi on ne s’intéressera qu’aux champs stationnaires complexes j(x), b(x) et e(x).
Le systeme (2.4) a (2.8) prend la forme suivante:

div(b) =0 dans R3, (2.12)
b

rot(—) =j dans R3, (2.13)
1

iwb+rot(e) =0 dans R3, (2.14)

j=oe dans les conducteurs, (2.15)

j=0 dans le vide. (2.16)

Nous allons maintenant introduire un potentiel magnétique qui nous permettra d’écrire
plus simplement le systeme (2.12) a (2.16).

Une des hypotheéses que nous avons faite dans (H) est de considérer que j(x) est de la
forme j(x) = j(z)es, ou & = (x1,x2) est la projection de x sur le plan (eq,ez2).
Grace a cette propriété, nous vérifions que chacun des champs j,b et e sont indépendants
de la coordonnée x3. En effet, on déduit des relations (2.15) et (2.14) que:

=e(r)eg x €,
b(x) = by (x)ey + ba(v)es z € R

Remarquons aussi que

1
br) = (). orsaue [l — oo, (2.17)
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8b1($)<+ 8b2($)

La relation (2.12): = 0, permet de définir une fonction ¢ : R? — C,

3%1 3%2
par:

Oyp(x)
axl - —bz(.%'),

dyp(x)
8.%'2 - b1 (.%'),

ou de maniere équivalente
b(z) = rot(p(z)es) Vz e R2 (2.18)

Ceci définit la fonction ¢ & une constante pres. De plus ¢ est continue sur R2.
Afin de fixer la constante, nous imposons

/ o(x)dx = 0. (2.19)
Q

La relation (2.13) nous permet de déduire que:

b 1
rot( Ej:)) = rot <;rot(<p(a:)e3)> =j(z), z€R? (2.20)
ou rot désigne le rotationnel bidimensionel, i.e rot(f(x)) = g—ﬁ(m) - g—g(a@)

Etant donné que p = pg dans €, ot pg est la constante de perméabilité du vide, la relation
(2.20) devient

—~Ap=0 dans Q, (2.21)

—rot (%rot(gp(w))e;:,) =j(z), xe€. (2.22)

Nous utilisons ensuite les équations (2.14) et (2.18) afin d’exprimer j en fonction de ¢
et nous obtenons:

rot((iwp + e)eg) =0 dans (2,
ce qui équivaut a a%l(iwga +e) = aim(iwap +e) =0, et donc
iwp+e=Cy dans Q, (2.23)

ou C} est une constante sur chacun des domaines Q, k = 0, 1, 2.
L’hypothese (H) sur la densité de courant se traduit en équations par:

/Q (=0,
7= [ iaa=~ [ )

Q1

Ainsi, en tenant compte de la relation (2.23), nous obtenons:
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B iw [o, o(@)p(x)da
J +iw [, o(x)p(z)dx
Cy = Ci(p) = To, o(@)ds , (2.25)
—J +iw [, o(x)p(z)dr
Co = Ca(p) = Jo, (2.26)
fQQ o(x)dx
En utilisant les relations (2.9) et (2.18), on montre encore que
10p]| ]
[;a—n} =0 sur 0. (2.27)

Finalement, en regroupant les relations (2.21), (2.22), (2.23), (2.27) et (2.19), nous aboutis-
sons & un probléme bidimensionnel ou ne figure plus que I'inconnue ¢

—~Ap=0 dans €, (2.28)

—rot (%rot(gpe;;)) =0 (Ck(p) —iwp) dans , (2.29)
(10| ]

(o] = [,U f‘)n] =0 sur0Q, (2.30)

/Qso(fv)dfc =0, (2.31)

ol (Y est une constante sur chacune des composantes connexes de €2, dont I’expression est
donnée en (2.24), (2.25) et (2.26). Il nous reste & préciser le comportement de ¢ a ’infini.
En utilisant la théorie du potentiel, nous vérifions que les relations (2.17),(2.18) et (2.28)
impliquent que p(z) = O(log ||z||) lorsque ||z|| — oo.

Plus précisement nous avons (cf [6]):

p(z) = vloglz| + B+ ¢(x) lorsque [lz] — oo, (2.32)
ou v et O sont deux constantes complexes et ¢ vérifie les relations suivantes :
1
P(x) = O(W) lorsque ||z|| — oo, (2.33)
x

1
IVY(z)|| = O(w) lorsque ||z]] — oo. (2.34)

De plus, nous pouvons montrer que v = 0 dans la relation (2.32).

En effet, soit R > 0 un nombre suffisamment grand pour que la relation Q C Bpg soit
satisfaite (Bgr désignant la boule unité de centre O et de rayon R). Les relations (2.33) et
(2.34) signifient qu’il existe une constante C' telle que

@l < vee R?, ||z > R, (2.35)

|2

‘QKQ

V()] < ve € R?, ||z]| > R. (2.36)
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Soit r > R, nous intégrons les équations (2.28) et (2.29) sur B,, en tenant compte de (2.30)
nous obtenons :

2
1 1 1
/ rot <—rot(gpe3)> de = —— Apdr + Z/ rot <—rot(gpe3)> dx
. Iz to Jans, ol Iz
2
= Z/ (0C) —iwop)dr = 0.
k=07 St
A Taide de la formule de Green, nous en déduisons que

/ Loy (2.37)

1 0p 2m 1
——ds=—~y+ —g(r), 2.38
/83T fo On o | Mog( ) (2.58)

avec |g(r)| < €.

Enfin, en combinant les relations (2.37) et (2.38) et en prenant r suffisamment grand, nous
concluons que v = 0.

Pour terminer la modélisation, nous nous penchons a nouveau sur les propriétés électroma-
gnétiques des matériaux considérés.

La conductivité électrique o d’un métal est une fonction qui dépend essentiellement de
la température. Ainsi, dans la piece chauffée 2y il est nécessaire de tenir compte de cette
dépendance. Par contre, nous pouvons supposer que les inducteurs sont maintenus a une
température constante. Nous considérons donc une conductivité électrique o ayant la forme
suivante :

o=o(0) dans €, (2.39)
o =op =cste dans Qp, k=1,2. (2.40)

Nous notons par F; 'ensemble des fonctions réelles positives, continues et bornées infé-
rieurement et supérieurement :

Fy={f €CR,R), Imy,me >0tqm; < f(s) <mg Vs eR}. (2.41)

Nous supposons que ¢ est une fonction qui dépend contintiment de la température pour
le matériaux Qg et qu’elle est bornée. En d’autres termes o € F; et nous notons par mi = aq
et my = ap la valeur des coefficients avec lesquels o vérifie la relation (2.41).

Nous supposerons que la perméabilité magnétique p des conducteurs est une constante
valant pg. Cette hypothese indique en particulier que nous ne traitons pas le cas de matériaux
ferromagnétiques ( pour ces derniers la perméabilité magnétique dépend de la température
et du champ magnétique).

Afin de simplifier les écritures, nous introduisons des notations:

lorsque ¢ et 8 sont des fonctions de ) dans R, nous posons:
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fQ a(0)e
TIo(p,§) =207 2.42
0(%0 ) fQO 0_(0) ( )
G(p,0) =a(0) (¢ — Io(v,0)), (2.43)
g = Il iy (2.44)
€|
Jo= 0 (2.45)
_1yk+L
Jo=  HmCUTIT o, (2.46)
|€2%|
Jina= Jp, dansQp, k=0,1,2, (2.47)

avec la notation |Qx| = mes (Q).
Finalement, nous énongons le probleme électromagnétique de la maniere suivante :

Probléeme 2.1 FEtant donné 6 : Qg — R assez réguliére, on cherche
¢ € H2 (R?) et B € C tels que:

—Ap=0 dans Q' (2.48)

—Ap + iwpeG(p,0) =0 dans Q, (2.49)

—Ap + iwpgok (¢ — Ix(p)) = Ji  dans Qp, k=1,2, (2.50)
1

p(r) =0+ O(?‘) pour || — oo, (2.51)

/ o(x)dx = 0. (2.52)
Qo

2.1.3 Modélisation de la thermique

Les phénomeénes thermiques a I'intérieur d’un solide sont décrits par 1’équation de diffu-
sion de la chaleur :

div (A(O)VO) + P = pCp(G)g, (2.53)

ot A\(6) est la conductibilité thermique, pC)p(€) la chaleur spécifique et P la densité de puis-
sance apportée au sein du solide.
Les conditions aux limites & prendre en compte dépendent du processus de chauffage
considéré : par exemple dans la trempe au défilé (c.f fig. 2.1) il faut tenir compte de Ueffet
de la douche de refroidissement. D’autres phénomenes peuvent étre pris en compte comme
I'extraction de chaleur en surface par convection ou effet de radiation (c.f [7]). Nous simpli-
fierons ce probléeme en considérant uniquement des conditions aux limites de type Dirichlet
homogene (température nulle imposée sur le bord ).

Dans le cas du traitement thermique par induction, le terme de source provient es-
sentiellement de D'effet joule causé par les courants induits. Nous allons & présent établir
I’expression de cette puissance thermique dissipée dans la piece. D’apres la loi d’Ohm on a

P(x,t) = o~ (6(x, 1)) |(x)e"|*. (2.54)
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Comme la pulsation w est relativement élevée, nous considérons que pendant un laps de
temps d’une durée T = 2w—’r, le terme o1 (A(x,t)) est constant par rapport a t. Ainsi, nous
remplagons l'expression (2.54) par

27

Pla,t) = 2070, 1) /O * li@)e? dt. (2.55)

Un calcul simple permet alors d’obtenir :

3 27

P(z,t) = %U(e(m,t))/ow |(IO(6790) _ SO(x))ieM|2 dt
w?
= (0, 1)) T8, ¢) — (). 250

Dans les métaux la conductivité électrique est une fonction décroissante de la tempéra-
ture et ainsi il semble raisonnable de pouvoir atteindre un état thermique stationnaire

00

(i.e 5= 0) lorsque nous imposons 6 = 0 sur 9€.

C’est cet état d’équilibre que nous recherchons et nous considérerons donc ’équation (2.53)
sous sa forme stationnaire. Dans la suite, nous considérerons que la conductivité thermique
est une constante valant 1.

Ainsi, le probléme thermique s’énonce comme suit :

Probléeme 2.2 FEtant donné ¢ : Qg — R assez réquliére, on cherche
0 e H2(Qo) tq:

w2

—A0 = —-0(0) llo(,0) — ¢|*  dans O,

0= sur I'g,

ou I'g est le bord de €.

2.1.4 Probleme complet

Nous dirons quun couple (¢,0) € HE (R?) x H?(Qp) est solution du probléme sta-
tionnaire de chauffage par induction s’il vérifie a la fois le probleme 2.1 et le probleme
2.2, i.e

—Ap =0 dans ', (2.57)
—Ap +iwpeG(p,0) =0 dans Qo, (2.58)
—Ap + iwpoy, ((p — Ik(go)) =J, dans Q; k=1,2, (2.59)
1
pla) = 5+ 0() pour Jz] — oo, (2.60)
/ o(z)dr = 0. (2.61)
Qo
w? :
—Af = 70(0) [o(¢,0) — | dans Qy, (2.62)

0 = sur I'y. (2.63)
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2.2 Un théoréme d’existence et d’unicité

Dans ce chapitre nous cherchons a déterminer si le probleme (2.57)-(2.63) admet une
solution et si celle-ci est unique.
Pour cela, nous montrons que ce probleme de chauffage par induction est équivalent a la
recherche d’un point point fixe pour un opérateur 1" que nous introduisons préalablement.
Avec cette nouvelle formulation, nous montrons qu’il y a effectivement existence d’une so-
lution. Notre démonstration consiste & prouver qu’un théoreme de point fixe de Schauder
s’applique.
Nous montrons de plus qu’en rajoutant certaines hypotheses sur les données du probleme,
il y a unicité de la solution.

Nous utiliserons certaines notations et résultats tres classiques d’analyse fonctionnelle,
que nous rappelons brievement.

2.2.1 Notations et généralités.

Dans cette partie D désigne toujours un ouvert borné de RY, dont la frontiére est régu-
liere.
On note par W™P(D), H™(D), LP(D) les espaces de Sobolev munis de leurs normes

lmp.ps [[-llp.0s [-llopp et deleurs semi-normes |.[,, b, |-l ps [-lop.0 = [I-llo.p,p-

D’apres le théoreme de Rellich-Kondrakov (c.f [2] page 169), on a les inclusions compactes
suivantes :

1 1 1
si p< N, alors W'Y(D)cC LYD), Vge€[l,px[onl —=—— —
p*

si. p=N, alors W'Y(D)c LYD), Vqc¢€[l,o0],
si p>N, alors W'Y(D)cc(D).

Nous nous servirons aussi de 'espace de Sobolev & poids W{(R?). Pour la définition
et les propriétés utiles de cet espace, nous renvoyons au paragraphe 1.2 de ce document ou

A [s).

Soit F' un opérateur qui agit entre deux espaces de Banach X et Y. On dit que F' est
dérivable au sens de Fréchet en x € X §’il existe F'(x) € L(X,Y) tel que
lime—o supjp <. e [F(@ 4+ ) = F(z) = F'(@)(B)]ly = 0.
L’opérateur F’(x) est appelé dérivée de Fréchet de F en z.
Pour des détails concernant le calcul différentiel, nous renvoyons au livre [3].
Nous utiliserons aussi la formule des accroissements finis de Lagrange (cf [11] page 402) qui
s’énonce comme suit : Si F' est un opérateur contintiment différentiable dans un voisinage S
du point xg, alors

1
F(z) — F(xg) = /0 F'(z0 + s(x — x0))ds(z — x0). (2.64)

Soit f: D x R — R une fonction continue. On appel opérateur de Nemytski associé
a f, et on note par F' lopérateur défini par
u— F(u), F(u)(z)= f(z,u(z)),z € D, ou u est une fonction définie sur D.
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F est continu de C(D) dans C(D). De plus si f est continiment dérivable par rapport & la
deuxieéme variable (notée t) alors F' est dérivable au sens de Fréchet et on a (cf [11] page
401) :

F'(u)(h)(z) = %(m,u(z))h(m), x € D, o h € C(D) est quelconque.

Enfin, nous utiliserons le théoréme de point fixe de Schauder , sous la forme suivante :

soit T un opérateur qui applique une partie convexe fermée
bornée A d’un espace de Banach X dans elle méme. (2.65)
Si T est compact sur A, il a un point fixe dans A.

Une démonstration de ce théoréme est présentée dans [11] & la page 440.
Nous introduisons enfin deux notations destinées a simplifier les écritures :

WL (R?) = {v € WL(RR), /Q o(z)ds = o} ,
LX) = {v € LX), /Qv(a:)da: = o} :

ou 2 et g désignent toujours les deux ouverts bornés du plan que nous avons introduit
dans le paragraphe 2.1.2.

La premiere étape du travail mathématique que nous désirons effectuer dans ce chapitre
consiste a reformuler le probleme (2.57)-(2.63) en une recherche de point fixe. Ceci est 'objet
du paragraphe suivant.

2.2.2 Nouvelle formulation du probleme stationnaire de chauffage par
induction.

Nous commencons par introduire un opérateur lié au probleme électromagnétique. Rap-
pelons que dans la partie modélisation nous avons établi la formulation forte du probleme
électromagnétique, qui s’énonce :

Probléme 2.3
Pour 6 € L*(Qg) et f € L*(Q) données, on cherche p € H?

loc

(R?) et B C tq:

—Ap=0 dans ), (2.66)

—Ap + iwpgG(p,0) = f dans g, (2.67)

— A+ iwpooy (¢ — Iy(9) = f dans Q5 k=12, (2.68)
1

p(r) =0+ 0(?|) pour || — oo, (2.69)

/ o(x)dx = 0. (2.70)
Qo

Supposons que ¢ soit une solution du probleme 2.3, ce qui signifie en particulier que
¢ € Wi (R?). Nous multiplions les équations (2.66) & (2.68) par une fonction ¢* suffisament
réguliere et nous intégrons par partie. Nous obtenons

amw=4w*we%®%
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avec

a(p,¥) = /R2 VoViyp* 4

2
iwnod Soonf [ -1t }+ [ Gloow (2.71)
k=1 O o
En conséquence, nous considérons le probleme suivant :

Probleme 2.4 5
Pour 6 € L?(Qo) et f € L?(Q) données, on cherche p € W3 (R?) telle que

a(p.)) = /Q [ v e WARY), (2.72)

ot a(.,.) est la forme bilinéaire définie en (2.71).

Ce probleme est une formulation variationnelle du probléeme 2.3 et il est équivalent a ce
dernier. En effet, supposons que ¢ € W (R?) soit une solution de (2.72). On définit
g € L? (R?) par

loc

0 dans &
g =1 —iwngok (¢ — Ix(p)) dans Qg k=1,2
—twpoG(p,0) dans Q.

On vérifie alors que I'équation [po VoVt = [po gt est satisfaite pour tout ¢ € C° (R?).
En d’autre terme —Ap = g au sens des distributions. Les théorémes de régularité elliptique

impliquent alors que ¢ € H fOC(R2). Ainsi @ est aussi solution du probléeme 2.3.

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.1 La forme bilinéaire a(.,.) définie en (2.71) est continue et coercive sur W}&(RQ) :

lale, )| < Cillellwp @) lWllwi gy Yo, v € Wi (R?), (2.73)
Re a(¢,0) 2 Callglfyr gey Vo € WH(R?), (2.74)

ou C1 et Co sont deux constantes positives indépendantes de 6.

Preuve.
_ La preuve de ce lemme est assez immédiate si I'on se rappelle des propriétés de I'espace
Wi (R?).
Soit ¢ € W{(R?), on constate que les expressions ka (p — I(p))e" et fﬂo G(p, 0)p* ont
une partie imaginaire nulle. Ceci implique que

Re a(p, ¢) = [IVllg g2 > Collollya ge),

olt Cy est une constante d’équivalence entre la norme du gradient et la norme .|, g2y. En
0

(R?)
conséquence la forme bilinéaire a(.,.) est coercive sur Wi (R?). Pour la continuité de af.,.),
une majoration directe montre le résultat annoncé. B

Il est clair que la forme linéaire b(¢y) = [, f(x)¢*(x)dx est continue sur T/T}Ol(R2). Ainsi,
une conséquence du lemme 2.1 est que pour tout § € L?(€g), il existe une unique solution au
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probléme 2.3. Ceci nous permet de définir deux opérateurs liés a I’électromagnétisme
T, et T par:

Ti: L2(Qo) x L2(Q) — HY(Qp)
(0. f) = (0, f) = ¢lay, (2.75)

ol ¢ est solution du probleme électromagnétique 2.4.

Ty : L*(Qo) — H'(Q)
0 — T1(0) = T1(0, Jina), (2.76)

avec Jinq défini en (2.47).
Nous procédons de la méme maniere pour définir un opérateur lié au probleme thermique.
Rappelons le probleme en question :

Probléeme 2.5
Pour p € HY(Qq) et v € L*(Qq) données, on cherche 0 € H?() tq:

w2

—Af = 70(1}) [Io(p,v) — @|®  dans Qq, (2.77)
=0 sur I'g.

Pour 'existence et I'unicité d’une solution de ce probleme, il suffit ici de constater que
2
w

la fonction  — “-o(v(x)) |Lo(p,v) — o(z)|* appartient & L2(Qp).
Ainsi, nous définissons 'opérateur lié & la thermique T par:

Ty : HY(Q9) x L*(Qg) — H?*(Qp)
(903 U) - T2(903 U) = 0’ (278)
ol # est la solution du probleme 2.5.

Afin de pouvoir manipuler plus facilement I'opérateur Ty, nous définissons l'opérateur Th €
L(L*(0), H*(Q)) par

ATy(f) = f dans Q, (2.79)
To(f) =0 sur Iy. (2.80)

Ainsi, Ty admet la décomposition suivante :

~ w2
To(g,v) = T <70(’U) () — @2) . (2.81)

Si nous réexaminons a présent le probleme complet de chauffage (2.57)-(2.63), nous remar-

quons qu’il consiste & déterminer un couple
(0,0) € HY(Qo) x H%(Qp) tel que ¢ = T1(0) et 6 = To(p,0).
Nous définissons alors 'opérateur T :

T : L*(Q) — H*(Q) C L*(Q)
0 — T(0) = T»(T1(6),0). (2.82)
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Ainsi, le probleme (2.57)-(2.63) revient a chercher un point fixe de 7.
Ceci constitue la premiere étape de notre étude. nous allons maintenant montrer que 1’opé-
rateur T vérifie les hypotheses du théoreme de Schauder (sous la forme que nous avons
énoncée en (2.65)) et donc qu’il possede un point fixe.
Avant cela, nous indroduisons encore des opérateurs annexes destinés a simplifier les
notations.
Nous définissons la fonction réelle § par

5(x) = %ﬁm, (2.83)

ou o représente la conductivité électrique du matériau occupant g en fonction de la
température. Ainsi, nous vérifions que ¢ appartient & I'ensemble F4, et nous notons par
mi = ai,mg = ag, les parametres avec lesquels 0 vérifie la relation (2.41).

Soit g € F}, nous posons

Goy : H (Q0) x L*(Q9) — L*(Q)

)

o(0
(¢, 0) = Goyglp,0) = g(0) (cp - %) : (2.84)

Avec cette notation, nous avons G(p,8) = G4 ,(p,0), ou G est Popérateur défini en (2.43).
Remarquons aussi que le membre de droite de I’équation (2.77) est exactement |G, 5(¢, v) ]2.
Ainsi, l'identitée (2.81) équivaut a

T(p,v) = To 0 |Gos(p,0)|*. (2.85)

2.2.3 Un résultat d’existence.

Pour des raisons techniques qui se clarifieront dans la suite, nous cherchons un point fixe
de 'opérateur T', dans I'espace W1’4(Qo).
Avant d’obtenir un théoreme d’existence, nous établissons une série de résultats secondaires.
Ces derniers n’ont que peu d’intérét en eux-mémes et par conséquent nous n’avons pas
cherché a les optimiser.

Lemme 2.2 7; vérifie les Propriétés de continuité suivantes :

i) Pour tout § € WY (Qy), Uopérateur T1(0,.) est linéaire
et il existe une constante K indépendante de 0 et de f telle que
176, f)ll 0, < Kl fllog ¥f € L2(9).
i) Pour tout f € L*(Q) donnée, Uopérateur Ti(., f) est continu sur W*(Qq)
et si pour € WHH(Qq) la suite (0,)nen € WEH(Qo) est telle que
lim || — 6,140, =0, alors il existe une suite (yn)neny C RT indépendante de f
n—oo
telle que T 5, =0 et |Ti(6.,1) = Ti(On, £l g, < ol o
iii) Tp - WhHQg) x L2(Q) — HY(Qo) est continu.
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Preuve.
i) Soit 6 et f données, on pose |, = 71(0, f). Ceci signifie (cf (2.75)) que ¢ € Wi (R?) est
la solution du probleme variationnel 2.4, qui s’écrit

alio, ) = /Q FU°, Vo € WERY).

Nous savons, grace au lemme 2.1 qu’il existe une constante C' positive et indépendante de 6
et de f telle que

Clleldys ey < Re ale,) = [Re b(@)| < [Iflollelwg @2)-

1
On obtient ainsi 'inégalité |||y g2y < EH fllo,@, qui implique aussi que
HTI(Haf)”LQO < K| fllo,0, ou K = %

i) Soit f € L2(Q) et § € W4(Qp), on considére une suite
(0)n C WE4(Qp) telle que

Tim 16, — 614,00 = 0. (2.86)
On pose
@’Qo = 7.1(07 f):
@n’ﬂo = 7-1(0n7f)7
wn =Y = Pn-

La fonction 1, € Wa (R?) vérifie alors la relation suivante

an (P, ) = La(4) Vi € WE(R?), (2.87)

ol on a posé

2
an(¢na¢) :/]R2 Vi, V™ + iwﬂo{ Zo'k/ (@Z)n - Ik(¢n)) VY —

k=1 7S
fQO o(0n)tn fQO o (0)¥"
fﬂo (0n) }’
4 fQO r(6,0n)p fQO o (0)y"
fgo o(6)

fQo r(6,0,)0* i}
/Qo a(0)p (W— s(0,6,) /Qo r(6,0,) /Qo o(0,)Y ) },

r(0,0,) = o(f)—o(by),
1
fQO a(6) fQO o (6n)

Nous allons maintenant établir certaines propriétés des applications a,, et L,, qui ajoutées
a la relation (2.87) permettront de conclure.
e On vérifie que

/| o) -

Ln(¥) = iwuo{—/Q (0, 0,) 00 +

s(0,0,) =

Re an(T/fn,”l/Jn) = ‘wn’i]}@ 2 Cl”wnH%/Vol(ﬂ@y (288)
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ou (' est une constante positive indépendante de 6, 6,, et f.
e En utilisant I'inégalité de Holder et le théoreme de Rellich-Kondrakov on obtient :

| L ($n)] < wpaol[n 0.0 ( 17(0, 6n)l0.4.9 I llo.a.00 +

a2 —
(6, 6o lelo0- (2 + a2)| 20l ™)
< Kawopoll 1ol (0,00 o0 g (289)

ou Ky est une constante indépendante de 6 et de f.

En posant v, = Kowpo||7(0,65)l0,4,00, on définit une suite réelle et indépendante de f. De
plus, il est bien clair que 'opérateur de Neymitski

Y 0eC() — X(0) €C(Q), X(0)(x) =0c(8(x)), x € Q est continu.

Ainsi en utilisant la relation (2.86), nous vérifions que lim, o ¥, = 0.

Enfin les relations (2.88) et (2.89) impliquent que |||y g2y < %HfHO,Q, ce qui termine
1

la preuve.
iii) Soient (6, f) € WH4(Qo) x L%(Q) et (0, fr)n C WHH(Q0) x L2(Q) tels que
limy, o0 [0 — Onll1,4.0, =limp—oo | f — frllo, =0. On a

17200, f) = Ta(On, fo)llrey < I T2(0, f) = Ta(On, Fll10 + 1 72(0n, f = Fu)ll1.00,

ce qui montre que lim,,_, ||71(8, f) — 71(0n, fn)ll1,0, = 0, en utilisant les points i) et ii).
|

Lemme 2.3 L’opérateur G, 4 défini en (2.84) est continu de
Wh4(Qg) x HY(Qo) dans L*(Q) et il existe une constante K indépendante de 0 et de ¢,
telle que

1Go.g(2: Nlg,4,0, < Kllllo.a.00- (2.90)

Ainsi, Uopérateur Ty : H(Qp) x WH4(Qo) — H2(Q) défini en (2.78) est continu. De plus,
il existe une constante K telle que
ITa(, )0y < KllelZa, Vo 0) € HY(Q) x WIA(Qy). 2.91)

Preuve.

La majoration (2.90) se montre immédiatement en utilisant I'inégalité de Holder.
Pour montrer la continuité de G, en un point (¢, 0) € HY(Q0) x W4(Qp), on considere
une suite (¢n,0n)n C H(Q) x WH4(Qq) qui converge vers ce point.
En utilisant 'inégalité de Holder on montre ensuite que

nh—{go ”Ga,g((pna Hn) - GJ,5(()07 6)”0,4790 = 0
En se servant de l'identité (2.85), la continuité de T, apparait comme une conséquence de

(2.90) ou g est remplacée par la fonction ¢ définie en (2.83). De plus on obtient la majoration
(2.91). m

Théoréme 2.1 I existe au moins une solution au probléeme (2.57)-(2.63) de chauffage par
induction.
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Preuve.
Les lemmes 2.2 et 2.3 montrent que 7' : W14(Qg) — H?(Qp) est continu et qu’il existe
une constante K indépendante de 6 telle que

IT(O)ll2.0, < KT (2.92)

Ceci signifie qu’il existe une constante K’ telle que que l'opérateur T applique la boule
B(0, K'7?) de I'espace W14(Qp) dans elle méme.

D’autre part linjection H?(Q) — WH#(Qy) étant compact, la relation (2.92) implique
que opérateur T : W1’4(Qo) — WH4(Qp) est compact. Ainsi, nous pouvons appliquer un
théoreme de Schauder énoncé en (2.65) et affirmer que 7' admet au moins un point fixe. Il
en résulte que le couple (6, ¢ = T1(6)) est solution du systeme (2.57)-(2.63). B

2.2.4 Un théoréme d’unicité

Nous notons par Fy le sous ensemble de Fy (cf (2.41)) constitué des fonctions conti-
numents dérivables, dont la dérivée est bornée et lipchitzienne. En d’autres termes, nous
posons :

= {f € F, feCYR,R), 3 ms3,my >0 tels que
If/(s)] <mget |[f(s)— f(t)] <myls—t| Vs,te ]R}. (2.93)

Nous supposons a présent que la fonction o qui représente la conductivité électrique en
fonction de la température pour le matériaux g, est une fonction appartenant a 1’ensemble
F,. C’est a dire que, en plus de vérifier la relation (2.41) avec m1 = a1, my = ag, comme
nous l’avions supposé jusqu’ici, elle vérifie aussi (2.93) avec ms = 3 et my = [; donnés.

Cette hypothese implique que la fonction ¢ définie en (2.83) appartient elle aussi a len-
semble Fy. Nous notons par m3 = b, m4 = lo, les parametres avec lesquels ¢ vérifie la relation
(2.93).

Sous ces conditions, nous allons montrer que l'opérateur T est continiiment dérivable au
sens de Fréchet. De plus, nous montrerons que si le courant total circulant dans I'inducteur
est suffisament faible alors T est contractant. Ceci implique alors que le probleme (2.57)-
(2.63) admet une unique solution.

Nous établissons une série de lemmes afin de calculer la dérivée de T et de majorer sa
norme.

Lemme 2.4 Soit g € Fy, on a les propriétés suivantes :

i) L'opérateur G4 (cf (2.84)) est continiment dérivable de
Hl(Qo) X W1’4(QQ) dans L4(QQ)
i1) 1l existe deuz constantes Cy et Cy indépendantes de ¢ et de 6 telles que

Gy
dp

(907 6) < Cla

L(H(Q0),L*(Q0))

0G4
00

(¢0,0) < Caoflell1,0-
L(W14(920),L(Q0))




2.2. UN THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITE 85

iii) Soit o € H' () donnée, il existe une constante L indépendante de ¢ telle que

9Gog 0Gog

©,02) < LHSOHLQOHGI - 92“174,90’

LWH4(Q0),L4(0))
V01,02 € WHH(Qy).

Preuve.
i) Par composition on montre que G 4 est dérivable et on obtient :

0Gq

522(,0)(66) =G (0.0) (294
0G,, f (p(59 , f

5 (£.0)(80) = — g () ano g (9)00 };

(0) /
+m/ﬂoa (9)59/900(9)¢

+ g (8)d6. (2.95)

Comme les fonctions g et o appartiennent a Fs, on vérifie que les dérivées partielles (2.94)
et (2.95) sont continues.

ii) et iii) Les majorations s’obtiennent & partir des expressions (2.94) et (2.95) en utilisant
I'inégalité de Holder. B

Ce résultat nous montre que l'opérateur T (cf (2.78)) est contintment dérivable de
H(Q0) x Wh4(Qg) dans H?(g). De plus, il existe une constante K5 indépendante de ¢ et
de 0 telle que

0T»

%(%9) < Ka|l¢ll1,00> (2.96)
LH(Q0),H%(Q0))

0T»

W(%G) < Kollel3 - (2.97)
LWE4(Q0),H2(Q0))

En effet, rappelons l'identité (2.85): Ty(p,v) = Th(p,v) o |Go.5(p, v)[%. Comme Popéra-
teur Th (cf (2.79) et (2.80)) est linéaire et continu de L2(Q) dans H2(€), la continuité de
T se déduit du lemme 2.4. Il en est de méme pour les majorations (2.96) et (2.97). Pour
lopérateur T3 (cf (2.75)) nous avons un résultat analogue :

Lemme 2.5
Ty est continiment dérivable de W*(Qg) dans H'(Q0) et il existe une constante K indé-
pendante de 0 telle que

|71(6) <K J. (2.98)

HE(WL“(QO),Hl(QO))

Preuve. Soit 6,60 € W*(), nous définissons g(6, 60) dans § par

oG
9(0,80) = —iwo 0(9( 1(0),0)(00) dans Qg
0 dans Q, k=1,2.
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On vérifie que g(0,00) € L*(Q) et nous posons v = 7T1(6,g(6,00)). Ceci signifie que

Y € HE (R?) vérifie
Ay =0 dans €,
, oG
— &Y +iwneG (Y, 0) = —iwpo 5 (T1(6),0)(09)  dans Qo
—A¢+iwu00k(1/}—fk(¢)) =0 dans Q, k=1,2,
1
Y(x) =B+ O(H) quand  |z| — oo,
Y(z)dz = 0.
Qo

Nous définissons I'opérateur A, qui pour § € W14(Qy) associe
A(0) - W4(Qq) — H'(Qy) défini par

A(0)(80) = (0, 60). (2.99)
Nous vérifions aisément que A(0) € LW H4(Qo), H (Q0))-
Montrons & présent la continuité de A: soit § € W14(Q)y) donné et une suite
(On)pen C WH4(Qp) telle que lim,, o |0 — 0n|]174790 =0.
On pose &,(00) = A(6,)(50) — A(0)(00) et on vérifie que
en(60) =11 (On, 9(0n, 60)) — T1 (0, 9(6,66))
=T1(0,9(0n,80) — g(0,60)) + T1 (On, 9(0n, 00)) — 11 (6, 9(0n, 60)) .

Ainsi en utilisant les lemmes 2.4 et 2.2, nous vérifions que

lim lim  sup  ||&,(00)|l1,0, =0, (2.100)
0000 60]11 4,0, <o

et donc A : WH4(Qg) — LW 4(Q0), H'(£)) est continu.

Montrons maintenant que A est la dérivée de T7.

Soit 6,80 € WH*()), nous posons

T1(0 + 00) = Plqy, (2.101)
T1(0) = ¢l (2.102)
A0)(60) = lay, (2.103)
X =¢—p—1. (2.104)
Ainsi x vérifie les équations suivantes :
Ax =0 dans
— Ay + iwpg (G(@, 0+ 60) — G(,0)
— G(,0) — g—i(w,e)(ae)) =0 dans Qo, (2.105)
— Ax +iwpoor(x — Ix(x)) =0 dans Q, k=1,2,
(@) = 6+ 0 quand [z — oo,

/Q 0 x(z)dz = 0.
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oG
Posons encore W (6,60) = G(p,0 + d6) — G(¢,0) — %(gé, )(50).
On vérifie avec la formule des accroissements finis de Lagrange (cf (2.64) ) que

W (0,60) = /01 {2—?@1(9 +60),0 + s560) — ‘Z—jm(e +69), 9)} ds(60),

et donc
IW (6, 80)l0.00 < LITL(0 + 30)l|1.00 601 s (2.106)
ou L est une constante donnée par lemme 2.4. En conséquence
W (8,46
TR LA CL I (XY (2.107)

=050 00,<c 10011400

Nous définissons maintenant R(#,d6) dans € par

. oG oG
R(0,60) = —wuo(@(wﬁ)(w) — 5 ($:0)(00) - W(0,59)> dans €
0 dans g, k=1,2.

Ainsi nous avons
x(0,00) = T1(0, R(6,00)). (2.108)
Remarquons que

G

oG oG
5 (2:0)(08) — 50,6 (69) ~

(7= 9.0) (30)

0,90 0,90

< Co||T1(0 + 60) = Ta(0)ll1 0, 106][1,49,  (2.109)
ou Cy est une constante donnée par le lemme 2.4. Il résulte alors de (2.109) et (2.107) que
[112(8, 66)l0.20

e TP @110
=0 1601[1,4,0, <e ||59”1,4,QO

Ainsi, en utilisant la relation (2.108) et le lemme 2.2 nous aboutissons a

lim  sup Ix(6.9)llo.0o _ (2.111)

=0 1601]1,4,0, <e H(SHHLAL,QO

Si ’on se souvient des notations (2.101)-(2.104), on remarque que la relation (2.111) montre
que Ty est dérivable et que pour tout 8 € W14(Qg) on a
T{(0) = A(). Enfin la majoration (2.98) s’obtient immédiatement :

oG
1 T7(0)(60) 1,00 = [|71(0, g(0,60))|]1,0, < KII@ (T1(6),0) (90) 1,00
< K'||Ty(0)]11,001100]| 1,400 < K" T00]]1,4,0-

La premiére et la troisieme inégalité étant une conséquence du lemme 2.2, la deuxieme utilise
le lemme 2.4. B

Nous énongons maintenant un résultat d’unicité:

Théoreme 2.2 [l existe € > 0 telle que si J < € alors la solution au probleme de chauffage
par induction (2.57)-(2.63) est unique.
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Preuve.
Nous avons montré que T3 et T sont contintiment dérivables, ainsi I'opérateur 7" donné

par (2.82) est contintiment dérivable de W14(Qqg) dans W14(Qg). De plus, en utilisant le
lemme 2.2, ainsi que les relations (2.98),(2.96) et (2.97), nous obtenons

/ dTy , OT,
[T (0)(90)]|1,4,00 = a—(Tl(G), 0) o T1(0)(60) + W(T1(9)70)(59)
¥ 1,4,Q0
< K (171 (0) 1.0 1 71 0) | 2w o), 1 (00)) + 1T1 )13 00 1) 1660]11,4,20
< K'T?60]|1.4.005 (2.112)

ol K et K’ sont des constantes positives.
La relation (2.112) nous montre qu’il existe £ > 0 tel que si J < ¢ alors

1T @) w0y, wia@e) < 1-

Ceci signifie que sous la condition J < e, 'opérateur T est contractant, et donc qu’il admet
un unique point fixe dans W14(Qg). B
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Chapitre 3

Application de la méthode
intégrale réguliere pour la
résolution numérique d’un
probleme lié a I’électromagnétisme.

3.0 Introduction

Comme nous 'avons fait remarquer dans l'introduction de la premiere partie, une ré-
solution approchée efficace d’un probleme d’EDP nécessite souvent ’emploi de plusieurs
méthodes numériques. Nous allons ici en donner une illustration.

Dans cette partie, nous allons considérer un probléme d’EDP tres similaire au probleme 2.3
qui décrit les aspects électromagnétiques du probléme de chauffage par induction que nous
avons étudiée dans la deuxieme partie. Nous montrerons qu’une maniere efficace de résoudre
numériquement un tel probléme, consiste a utiliser une méthode classique d’éléments finis
couplée a la méthode intégrale que nous avons étudiée dans la premiere partie.

Cette troisieme et derniere partie de la these constitue donc un développement naturel des
deux premieres. En effet, nous obtiendrons d’une part une validation supplémentaire pour
notre méthode intégrale, et d’autre part, nous donnerons les bases concernant la résolution
numérique du probléme de chauffage par induction qui nous a intéressé précédemment.

Nous désignons par  C R? un ouvert borné, connexe, dont la fontiere I' est réguliere et
par ' = R?\() son complémentaire dans le plan.

Soit f € I:Q(Q) donnée. Nous considérons le probleme suivant :
chercher ¢ € H? (R?) telle que

—Ap =0 dans €, (3.1)
—Ap+ip=f dans Q,
1
o(z) = O(—|) lorsque || — oo, (3.3)
x
oll nous avons noté i 'unité complexe vérifiant i> = —1. Nous conserverons cette notation

afin d’éviter de possibles confusions avec des indices entiers que nous noterons 7.

Comme le probleme (3.1) a (3.3) que nous considérerons dans la suite n’est rien d’autre
qu’une légere simplification du probléme 2.3, nous déduisons du lemme 2.1 qu’il admet une
unique solution ¢ € H2 (R?). D’autre part, en utilisant la section 1.2, le paragraphe 2.2.2,

loc
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et en posant ¢ = g—i\% = g—i!%, on vérifie que l'on a

(1) Jraw)K(x,y)ds, — fl‘ o(y) Ky (z,y)dsy =0 Ve Q,
(P) (2)  foVelx)Vi(z)dr +1 [ ‘P ( )dx
= Jra@)(@)dss = [o f(2)y(z)de, Y € H' ().

Inversement, il existe un unique couple (g, ) € H~Y2(I") x H(Q) solution de (P). En
outre, ¢ est la restriction sur  de la solution de (3.1) & (3.3), et la restriction sur ' de la
solution a ce méme probléme s’obtient en posant

z) = [raW)K(z,y)dsy — [r o) Kn(z,y)ds,, xeQ.
Ainsi le probleme (que nous appelerons abusivement (P)) consistant a chercher un couple
(q,0) € H-Y2(I') x HY(Q) vérifiant (P), est équivalent au probleme (3.1) & (3.3). La for-
mulation (P) a cependant avantage d’étre posée sur un domaine borné et nous allons donc
dans la suite construire une méthode numérique basée sur cette formulation.
Remarquons aussi que dans la cas de notre probléeme de chauffage par induction, nous
n’avons pas besoin de connaitre explicitement le potentiel magnétique ¢ a U'extérieur des
conducteurs. Ceci apporte un argument supplémentaire en faveur de la formulation (P) qui
ne fait apparaitre que des grandeurs directement utiles.

Nous désirons donc construire une méthode numérique permettant de résoude le pro-
bleme (P) de maniere approchée. En se penchant sur la formulation de ce probleme, il
apparalt qu’une méthode numérique combinant éléments finis et méthode intégrale soit
la plus appropriée. C’est une telle méthode que nous allons présenter ici. Notre but dans
ce chapitre n’est pas de justifier rigoureusement tout ce que nous allons faire. Nous nous
contenterons de construire une méthode et, accessoirement, nous rappelerons les idées qui
la justifie. Le lecteur souhaitant analyser rigoureusement la méthode pourra s’inspirer de
'article [3]. Citons encore que dans l'article [1] une méthode numérique originale est décrite
et analysée. Elle permet elle aussi de ne pas avoir d’intégrale singuliere a calculer, et pourrait
tres bien étre utilisée pour le probleme que nous considérons ici.

3.1 Une méthode pour la résolution approchée.

Soit h > 0 un parametre destiné a tendre vers 0, nous voulons déterminer un couple
(qn, on) € Vi x W), qui approche la solution (¢, ¢) € H~Y2(I') x H(Q) vérifiant (P). Pour
cela nous devons définir les espaces V;, ¢ H~1/ 2(T) et Wy, € HY(Q), ainsi que les équations
que doit vérifier (gp, pp), sachant que nous voulons que

limp,—0 ¢ = anll g-1/2(ry) = limp—o [ — @nllz1@) = 0.

Nous procédons de la maniere suivante : soit 73 une triangulation de ) caractérisée par Ny
triangles 17, .., T, et N noeuds z1,..,zy dont les n premiers d’entre eux se trouvent sur la
frontiere I'. Nous notons par I';, ¢ = 1, ..n les n segments constituant la frontiere du domaine
triangulé, et définis par

Ty = [z, xip1] sit < n, Ty, = [z, 21]. Précisons que h est une caractéristique du maillage in-
diquant en quelque sorte la taille moyenne des triangles. Nous considérerons que le maillage
en question est régulier, ce qui signifie que tous les triangles ont grosso-modo la méme taille
et donc que h = O(N%) tend vers 0 lorsque l'on raffine le maillage. Nous notons par Qj le
domaine défini par le maillage 7}, et I'y, sa frontiere. Dans la figure 3.1 nous avons représenté
un exemple d’un tel maillage dans le cas ou €2 est délimité par une ellipse donnée.
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x1 Z2
. Tn T Ty

Fia. 3.1 — Triangulation d’une ellipse

Si I'on suppose que € est convexe (comme sur la figure 3.1), on constate que Qj C 2 est
une approximation géométrique de €. De méme I'j, est une approximation géométrique de
I'. Ces approximations étant d’autant plus précises que h est petit.

Ainsi, pour le probleme approché nous commencerons par faire une approximation de nature
géométrique en posant: Qp ~ Q et ', = I'.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les conséquences d’une telle approximation, a cet
effet il pourra consulter larticle [2] et le livre [4].

Nous définissons ensuite les espaces discrets Vj, et Wj, en posant

Vi={q : Ty = C, q|r, € Py[C],Vi=1,.,n},
Why = {SD € Hl(Qh)a 90|Tj € ]Pl[(c]?v] =1, -‘aNt} .
On obtient immédiatement des bases de ces espaces vectoriels complexes, on a:
Vi, = Vect {1F1, .o 1Fn} ; Wp = Vect {Nl, ..,NN},
oupour 1 <i< N, N; € W, est la fonction définie par
Ni‘Tk =0siux; ¢ T;. et NZ(.%']) = 52‘3‘ Vk=1,..,Nyet j=1,..,N.

Ainsi, pour une triangulation 7; de €2 donnée, nous chercherons une solution approchée
(g, pp) du probleme (P) de la forme:

an(y) =Y alr,(v), (3.4)
=1
on(z) = Z 0 N;(z). (3.5)

En conséquence nous chercherons a déterminer les n+ N inconnues complexes q1, .., Gn, @1, .-, PN -

Il nous reste maintenant a définir un systeme discret issu de (P) et constitué de n + N
équations algébriques faisant apparaitrent les n + N inconnues.
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De maniere classique, I’équation (P).(2) sera remplacée par les N équations linéaires sui-
vantes :

/Vﬁph(x)VNi(w)d@”ri/ on()Ni(z)dz
Qp

Qp

—/F an(y)Ni(y)dsy = A f(x)N;(x)dz, Vi=1,..,N. (3.6)

Pour le traitement de I’équation (P).(1), nous nous inspirerons bien entendu du travail
présenté dans la premieére partie. Ainsi, nous devons commencer par définir une famille de
courbes auxiliaires T, (pour utiliser les mémes parametres que dans la premiére partie, nous
devrions parler de la famille (f’n)neN, mais cela revient au méme). Nous rappelons que les
courbes auxiliaires doivent étre “paralleles” a I'y, (ou a I') et elles doivent vérifier la relation
asymptotique suivante : dist(T'y,,T;) = O(h), lorsque h tend vers 0. Un choix naturel pour
cette famille de courbes, consiste & associer un segment auxiliaire I; & chacun des segments
[, i=1,..,n de 'y et de définir T, par T, = U?Zlfi (cf figure 3.2).

X I )
ry ! 1
~ T3

Fi1c. 3.2 — Triangulation d’une ellipse avec une courbe auxiliare

Plus précisément, on commence par choisir un nombre 0 < A <1 (dans la figure 3.2 ce
nombre vaut environ 0.5). Soit 1 < i < n — 1, nous savons que le segment I'; = [z, x;41]
appartient au bord de la triagulation et donc qu’il existe un et un seul triangle du maillage
qui le contient.

Soit Tj, = (x4, xit1,Tk,) ce triangle, nous définissons le point Z; sur le segment [x;, z,] en
posant Z; = (1 — X\)x; + Azy, .

Nous définissons ensuite les n— 1 premiers segments auxiliaires par la relation I'; = [Zi, Tit1],
le dernier étant donné par T, = [T, Z1].

On vérifie sans peine que la courbe auxiliaire obtenue en posant I'j, = U?Zlfi est inclue
dans Q, fermée, “presque parallele” a I' et vérifie dist(I',, T') = O(h), lorsque h tend vers 0.
Remarquons qu’une telle construction, quoique tres similaire a ce que nous avons présenté
(et justifié) dans la premieére partie, en différe par certains détails. En particulier, on peut
constater que T, n’est qu’approximativement parallele & T' et n’est pas lisse, mais lisse par
morceaux. Malgré ces détails, on se convaincra intuitivement que 1’étude présentée dans la
premiere partie pourrait étre étendue de maniere a englober le cas que ’on considere ici.
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Ainsi, nous remplagons I’équation (P).(1) par les n équations suivantes :

/ /qh (x,y)dsyds; — / /<ph VK, (2, y)dsyds, =0 VEk =1,. (3.7)
Fk Fk

En définitive, compte tenu des relations (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7), nous voyons que notre
méthode consiste a résoudre le systéme linéaire suivant :

a171 . ce aLN 0171 e Cln ©®1 bl
aN71 aN,N CN71 CN,n PN = bN ’ (38)
d171 e e dl,N €1,1 e €1in q1 0
dl,l ce e dn,N Cp1l .- €n,n dn 0
oll on a posé
a;; = VN;(z)VN;(z)dx + i Nj(z)N;(x)dz, i,5 =1,..,N, (3.9)
Qh Qh
cg=— [ Ni(z)dx, i=1,..,N, l=1,.,n, (3.10)
di; = / /N Ky, (z,y)dsyds,, k=1,.,n, j=1,.,N, (3.11)
Tk
erl = [ K(z,y)dsydsy, Fk,l=1,..,n, (3.12)
I, JI,
f(z)N;(x)dz, i=1,.,N. (3.13)

Posons aussi A = (a;;),C = (¢iy),D = (di;) et E = (ex,;). On vérifie que seule la matrice
FE est pleine.

En effet, il est bien connu que a;; = 0 s’il n’existe pas de triangle 7' € 7, tel que x;,z; € T'.
La matrice A est creuse, et seul un petit nombre de ces N2 termes est non nul. Pour la
matrice C, on vérifie que ¢;; = 0 si ; ¢ I';. Ainsi, seuls 2n de ses termes sont non nuls. Il
est aussi immédiat de vérifier que dy; = 0 si z; ¢ I'. Ainsi seuls n? termes de D non nuls.
Enfin, chacuns des n? termes de la matrice E sont & priori non nul et devront étre calculés.

Calcul numérique des coefficients.

I1 est bien clair que seul le calcul des termes dj, ; et ey, donnés par les relations (3.11)
et (3.12) demande quelques précautions.
A cet effet, nous utiliserons la regle d’intégration présentée et justifiée dans le paragraphe
1.3.4.

3.2 Exemple numérique.

Soit 2 le domaine délimité par 'ellipse d’équation %2 +y? =1, et

c1 =(—1,0), c2 = (1,0) deux points appartenant & ce domaine.
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En prenant » = 0.5, nous vérifions que les boules B, k = 1,2, de centre ¢ et de rayon r
sont incluses dans Q. Nous définissons ensuite les fonctions &, : R2 = R, k = 1,2, par

log ||z —cgl| sillx—cgl| >,
#Hx — c||* +log(r) — % st ||z — ekl <

(o) = {
On vérifie que & € CH(R?), et

[0 sizé B,
Aﬁk—{% si x € By.

Ainsi la fonction
p(x) = &i(x) — Ea(a), (3.14)
vérifie les équations (3.1) & (3.3), & condition de poser
f=—Ap+ip. (3.15)

Ceci nous permet de tester notre méthode : pour différents maillages de €2, nous appliquerons
notre méthode numérique avec la donnée f définie en (3.15), puis nous comparerons les
résultats numériques obtenus avec la solution exacte donnée par la relation (3.14). Dans le
tableau 3.1, pour différents maillages, nous avons reporté le nombre N de noeuds, le nombre
n d’arétes de bord, le nombre d’itérations (avec GMRES) nécessaires pour la résolution du

)

systéme linéaire (3.8), l'erreur relative E}(l1 entre ¢ et pp, mesurée dans la norme ||.[|12(q)

(2)

et exprimée en pourcentage), et I’erreur relative E; ' entre ¢; et ¢ mesurée dans la norme
P P 8 h q q
H-HLQ(F) (et exprimée en pourcentage).

N n | itérations | E ,(11) E ,(12)
39 20 19 8.33 | 18.0
184 44 29 1.92 | 7.68
449 68 40 0.46 | 4.61
804 96 54 0.43 | 3.27
1265 | 116 67 0.21 | 2.72
2709 | 172 96 0.16 | 1.83
7886 | 296 152 0.06 | 1.07
12798 | 396 206 0.04 | 0.80
31086 | 596 315 0.025 | 0.53

TAB. 3.1 — Test numérique.

Précisions que les maillages ont été réalisés avec le logiciel SIMAIL : pour un nombre n de
points répartits uniformément sur la frontiere I' (ces points définissent I'), nous générons
la triangulation de §2; avec un algorithme de Delaunay. Ainsi, les triangles générés sont
quasi-équilatéraux et de méme taille. Une conséquence de cette procédure est la relation
N ~ K.n?: le nombre de noeuds de la triangulations est a peu prés proportionnel au carré
du nombre d’arétes de bord. On vérifie que pour les maillages que nous avons utilisé, on a
K=~ %0.

Les résultats présentés dans le tableau 3.1 illustrent bien l'efficacité de notre méthode.

Nous avons signalé que sur certains points (approximation géométrique de I" par I'y,
frontiere I'y, lisse par morceaux, courbes auxiliaires approximativement paralleles a I'y,), la
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2.4

2.2 -

9 L

1.8

—logy E}(fl.j i
1.2
1k
0.8

0.6 ! ! ! ! ! ! !
1.2 14 1.6 1.8 2 2.2 24 2.6 2.8

logyo(n)

Fi1G. 3.3 — Erreur L2 sur la densité.

1 | | | | | | |

1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8
10g10(”)

F1G. 3.4 — Erreur L? sur le potentiel.

méthode intégrale employée ici différait de celle que nous avons étudié dans la premiere
partie. Cependant, on constate comme nous ’avions annoncé que ces différences ne remet-
taient rien en cause. On remarquera en particulier que l'erreur E;LQ) commise sur la densité
et mesurée en norme L2(T") décroit en O(1/n) (cf figure 3.3). Ceci tend & prouver que les
estimations d’erreur que nous avons faites sont encore valables.

Dans la figure 3.4, nous avons repporté 'erreur E,gl) commise sur la potentiel ¢ et mesurée
en norme L?(Q). Sachant que les maillages utilisés sont uniformes, le parametre h est pro-
portionnel a % Ainsi, on peut interpreter la figure 3.4 par Paffirmation E,(ll) ~ O(h'?). On
se serait plutot attendu au résultat E,Sl) ~ O(h?) (cf [3] page 1076). Précisons néanmoins
que nous avons aussi implémenté et testé la méthode analysée dans ([3]). Les résultats nu-
mériques obtenus étant sensiblement les mémes que pour notre méthode.

On vérifie aussi (cf figure 3.5) que le nombre d’itérations (N;;) s’accroit a peu pres
linéairement avec du nombre n d’arétes de bord ( ce qui signifie aussi que Ny = O(=) ).

vh



98 CHAPITRE 3. APPLICATION A ’ELECTROMAGNETISME

2.6

2.2 -

10%10(Nit)
1.8

14 +

1.2
1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8

logyo(n)

Fi1G. 3.5 — Croissance du nombre d’itérations.
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