Rappels de topologie
pour la Licence

Erwann AUBRY






Sommaire

1 Espaces topologiques 1
1.1 Définitions, exemples . . . . . . . . ... oL 1
1.2 Voisinages . . . . . . . ... 8
1.3 Topologie induite, topologie produit . . . ... ... ... ... 12
1.4 Limites et continuité . . . . . . .. ... ... ... L. 17
1.5 Compléments . . . . . .. . e 24

2 Espaces métriques 27
2.1 Généralités . . . . . . oL 27
2.2 Topologie associée a une distance . . . . . ... ... ... ... 30
2.3 Continuité, uniforme continuité . . . . . . ... .. .. ... .. 35
2.4 Caractérisations séquentielles . . . . . . . ... .. .. ... .. 37

3 Espaces connexes 45
3.1 Généralités . . . . . ... 45
3.2 Parties connexesde R . . .. ... ... ... . 48
3.3 Composantes CONNEXES . . . .« v v v v v v v v v e oo e 49



ii

3.4 Connexité par arcs . . . . . ... ..
3.5 Applications . . . ... ... ... ..

4 Espaces complets
4.1 Généralités . . ... ... ... ...
4.2 Sous-espaces, espaces produits . . . .
4.3 Théoréme du point fixe . . ... ..
4.4  Critére de Cauchy pour les fonctions

5 Espaces compacts
5.1 Geénéralités . . .. ... ... ... .
5.2 Propriétés des suites d'un compact, .
5.3 Parties compactes de R, R”, C et C"
5.4 Fonctions continues sur les compacts

Bibliographie

59
39
61
63
64

69
69
71
74
75

77



Chapitre

Sommaire

1.1 Définitions, exemples

1.2 Voisinages

1.3 Topologie induite, topologie produit
1.4 Limites et continuité

1.5 Compléments

Espaces topologiques

Nous commencons par un exercice dont le résultat sera souvent utilisé dans
la suite. 4
Exercice 1.1 Soit E un ensemble et pour tout j € J, soit (A',Z)ie]j une famille
de parties de E. Montrer qu’on a les formules de commutation suivantes

NUa- U (4

jeJ i€l; (Z]) c HIj jeJ
jeJ

jeJ iel; (1]) c HIJ jeJ
JjedJ

1.1 Définitions, exemples

1.1.1 Topologie, ouverts

Soit E un ensemble. On note P(E) I’ensemble des parties de E.
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Définition 1.1 Une topologie sur E est une famille O < P(E) de parties de
E vérifiant les 3 conditions suivantes

1) & et E sont des éléments de O,
2) toute réunion d’éléments de O est un élément de O,
3) toute intersection finie d’éléments de O est un élément de O.

Les éléments de O sont appelés les ouverts de la topologie. Le couple (E, Q)
est appelé un espace topologique.

Exemple 1.1 L’ensemble E = {1,2,3} peut-étre muni de 29 topologies dis-
tinctes données par la liste suivante.

Ol Z{Q,E}, OQZ{Qa{l}aE}v 03:{®7{1}7{172}7E}»
Oy = {@7 {1}a {173}7E}7O5 = {@,{1}, {273}5E}706 = {Qv{l}v{L?’}’ {172}5E}7
07 = {Qy {2}aE}> 08 = {@7{2}7{172}7E}7 09 = {Q7{2}7{1’3}7E}a

010 = {@7{2}7{273}’E}7 011 = {@a {2}5 {2,3},{1,2},E},
012 = {@a {3}aE}7 013 = {@a {3}’ {172}aE}7 014 = {ga {3}’ {173}5E}7
015 = {®7{3}7{273}3E}7 016 = {@a {3}a {173}’{3a2}7E}a

O17 = {&, {1}, {2}, {1,2}, E}, O1s = {@,{1}.{2}, {1,2},{1, 3}, E},
O19 = {@,{1},{2},{1,2},{2,3}, E},

O ={@,{1},{3},{1,3}, B}, O = {@&,{1},{3},{1,3},{1,2}, E},
Oxn = {&,{1},{3},{1,3},{2,3}, E}, Oa = {, {2}, {3}, {2,3}, E},
O24 = {@,{2},{3},{2,3}, {1,2}, B},  O25 = {@, {2}, {3}, {2,3}, {1, 3}, B},
O = {@, {1}, {2}, {3} {1, 2}, {13}, {2, 3}, B}, Oar = {@.{1,2}, B},
O = {@,{1,3}, E}, O = {D,{2,3}, E}.

Exemple 1.2 Soit E un ensemble non vide, alors O = P(E) définit une topo-
logie, appelée topologie discréte. Noter que la topologie est discréte si et seule-

ment si tous les singletons de E (i.e. les parties de E constituées d’un seul
élément) sont des ouverts.

Exemple 1.3 Soit E un ensemble non vide, alors {5, E} est une topologie sur
E appelée topologie grossiére.
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Tout ensemble E admet donc au moins deux topologies.

Définition 1.2 Soit E un ensemble et 0,0’ deuz topologies sur E. On dit que
O est plus fine que O si O' < O (i.e. si tout ouvert de O est un ouvert de O).
Cela définit une relation d’ordre sur les topologies de E.

Remarque 1.1 Dans l'exemple 1.1, la topologie Og est plus fine que la topo-
logie O4. En revanche les topologies Og et Og ne sont pas comparables (I’ordre
n’est pas total). La topologie grossiére est la moins fine des topologies de E et
la topologie discréte la plus fine.

Lemme 1.1 Si ((91)

une topologie sur E.

i1 €st une famille de topologie sur E alors O = n O; est
1€

PREUVE. On a E,J € O; pour tout ¢ donc E, J € O. Si (Q4)aca est une
famille d’éléments de O, alors pour tout i € I et tout o € A, on a Q, € O; et

donc U Q, € O; pour tout i€ I. D’ou v Q, € O.
a€cA a€A

De méme, O est stable par intersection finie. []

Définition 1.3 Soit A une famille de parties de E. D’aprés le lemme précé-
dent, l'intersection de toutes les topologies de E contenant A est une topologie
sur E contenant A. On Uappelle la topologie engendrée par la famille A, et on
la note O 4.

La proposition suivante donne la construction pratique de la topologie en-
gendrée par une famille de parties A.

Proposition 1.2 On note A" = Au{J, E} et A” la famille des intersections
finies d’éléments de A'. Alors la topologie O 4 est l’ensemble des réunions quel-
conques d’éléments de A" (i.e. O4 est Uensemble des réunions d’intersections
finies d’éléments de A).

PREUVE. On note A" I’ensemble des réunions quelconques d’éléments de
A”. O4 contient A" par définition, et A" est une topologie qui contient A,
d’apreés le théoréme suivant appliqué a la famille P = A”. ]

Théoréme 1.3 Soit E un ensemble quelconque et P < P(E) une famille de
parties de E vérifiant
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1) La famille P est stable par intersections finies (i.e. lintersection d’un
nombre fini d’éléments de P est un élément de P),

2) E= v O,
0epP

3) &JeP.

Alors l’ensemble O(P) des réunions quelconques d’éléments de P est une topo-
logie sur E. C’est la topologie de E engendrée par la famille P.

PREUVE. Il est clair que O(P) est stable par réunion quelconque et contient
FE et .

Si (O;)1<j<k est une famille finie d’éléments de O(P), alors pour tout j il
existe une famille (Qf)ie[7 d’éléments de P telle que O; = Ujer, Q). D’aprés
I’exercice 1.1, on a alors

k k
o=y« U finne
j=1 j=1iel;

(i1, ik )ELL X X I},

et comme P est stable par intersection finie, on a bien ﬂle 0, € O(P).0O

Exemple 1.4 Soit O la topologie engendrée par la famille des intervalles ou-
verts de R. C’est la topologie usuelle de R. Comme tout intersection finie d’in-
tervalles ouverts de R est soit vide, soit un intervalle ouvert de R, les ouverts de
R pour la topologie usuelle sont &, R et toute réunion Uerla;, b;[ d’intervalles
(]a“bi[)iel ouverts de R.

Un intervalle de la forme ]a,b[ est donc ouvert pour cette topologie. En
revanche, les intervalles J de la forme [a,b], [a,b[ ou |b, a] ne sont pas ouverts
car si J = Uierlag, bi[, alors il existerait ig € I tel que a €las,, bi,[C J, ce qui
contredit le fait que a est la borne supérieure ou inférieure de J.

Exemple 1.5 On note R =R U {—w©, +w0}. Soit O l’ensemble formé par &,
R et toute réunion d’intervalles de la forme ]a,b[, ou [~o0,b[, ou Ja, +o0] (ou
a et b sont des réels). C’est la topologie usuelle de R.

1.2 Fermés

Définition 1.4 Soit (E, Q) un espace topologique et F — E. On dit que F est
un fermé de E si et seulement si E\F est un ouvert de E. On note F l’ensemble
des fermés de E.
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Remarque 1.2 Une partie de E peut-étre ni ouverte ni fermée (par exemple
[0,1] dans R). De méme un partie de E peut-étre ouverte et fermée (par exemple

E et ).

Proposition 1.4 L’ensemble F des fermés de E vérifie les propriétés sui-
vantes

1) & et E sont des fermés,
2) toute intersection de fermés est un fermé,

3) toute réunion finie de fermés est un fermé.

Ces propriétés des parties fermées découlent directement des propriétés vé-
rifiées par les parties ouvertes d’une topologie et des égalités suivantes

E\(Uier0;) = nier (E\O), E\(nier0;) = Uier (E\O).

Remarquez qu’une partie est ouverte si et seulement si son complémentaire
est fermé. Ainsi, une topologie peut aussi bien étre définie par la donnée de
I’ensemble de ses ouverts que par la donnée de I’ensemble de ses fermés.

Exemple 1.6 Pour la topologie usuelle de R, [a,b] est fermé et les intervalles
[a,b], a,b] et Ja,b[ ne sont pas fermés.

Exemple 1.7 Pour la topologie usuelle sur R, [a,+o0[ et | — o0,a] sont des
fermés. Comme Z = R\Ugez]k, k+1[, Z est un fermé de R. En revanche, Q et
R\Q ne sont ni ouverts ni fermés dans R (par construction de R, tout intervalle
ouvert de R contient un rationnel et un irrationnel et donc, ni Q, ni R\Q ne
peut-étre la réunion d’une famille d’intervalle ouvert de R).

1.3  Adhérence, intérieur, frontiere

Proposition-définition 1.5 Soit (E,O) un espace topologique et X une par-
tie de E.

a) Il existe un plus petit fermé contenant X, appelé l'adhérence (ou la fer-
meture) de X dans E. On le note X.

b) Il existe un plus grand ouvert contenu dans X, appelé Uintérieur de X
dans E. On le note Int X .
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¢) On appelle frontiére de X I’ensemble X n E\X, on le note Fr X.
d) On appelle extérieur de X l'ensemble Int(E\X), on le note Ext X.
PREUVE.

a) Soit F' ’ensemble des fermés de E qui contiennent X. Alors Fy = Nnpexs F'
est un fermé de F contenant X. Si F} est un autre fermé de E contenant
X, alors I} € F’' et donc F; D Fy. On en déduit que Fy est le plus petit
fermé de E contenant X.

b) De méme, si O est ’ensemble des ouverts de E contenus dans X, alors
Op = UpeO est le plus grand ouvert de E contenu dans X.

O

Exemple 1.8 Si (E,O) = (R, topologie usuelle) et X =]a,b[, alors X = [a,b].
En effet, [a,b] est un fermé de R qui contient |a,b[ et donc |a,b[c X < [a,b].
X ne peut donc étre égal qu’a Ja,b[, [a,b[, |a,b] ou [a,b]. Comme seul le dernier
de ces intervalles est fermé dans R pour la topologie usuelle, on a ]a,b[ = [a,b].

Proposition 1.5 Soit X une partie de E. L’adhérence, l'intérieur, la frontiére
et Uextérieur de X vérifient les propriétés suivantes

1) X = X si et seulement si X est fermé,

2) X =1Int X si et seulement si X est ouvert,

3) E\X = F\Int X,

4) Ext X = Int(E\X) = E\X,

5) Fr X est un fermé de E et Fr X = F\(Int X u Ext X),

6) Ext X nInt X = & et donc, pour toute partie X de E, E est la réunion
disjointe de Int X, de Ext X et de Fr X.

PREUVE.

1) X est un fermé par définition, donc si X = X alors X est fermé.

Réciproquement, si X est fermé alors X < X (carz est le plus petit
fermé qui contient X). Comme on a toujours X < X par définition de
X, on obtient X = X.
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2) la preuve est similaire a celle de 1).

3) On a Int X c X, donc F\X c E\Int X. Or E\Int X est un fermé, et
E\X est le plus petit fermé de F contenant F\X, donc (E\IntX) o
E\X o E\X.

Réciproquement, comme E\(E\X) est un ouvert de E contenu dans X,
on aInt X o E\(F\X). Donc E\Int X ¢ F\X. On en déduit I’égalité.

4) Soit Y = E\X, alors d’aprés l'égalité 3), on a E\Y = E\IntY, d’ou

E\(E\X) = E\Int(E\X), i.e. X = E\Int(E\X), ce dont on déduit
E\X = Int(E\X).

5) Fr X = X n E\X, donc Fr X est fermé et E\Fr X = (E\X) u E\(E\X),
d’ot E\Fr X = Int(E\X) v Int(E\(E\X)) = Ext X u Int X.

6) Comme Int X ¢ X et Ext X ¢ (F\X), on aInt X nExtX = ¢J. La
derniére assertion découle alors de 5).

O

Les propriétés suivantes découlent directement des définitions mais sont trés
souvent utilisées.

Proposition 1.6 Soit A une partie de E.
1) Si AcC F et F est un fermé de E, alors Ac F.

2) SiOc A et O est un ouwvert de E, alors O c Int A.
3) SiOn A= et O est un ouvert de E, alors O c Ext A.

Proposition 1.7 Soit (E,O) un espace topologique et A et B deuzx parties de
E. Ona

1) si Ac B, alors Ac B et Int A  Int B.
2) AUB=AUB etInt(Au B) =Int A u Int B.
3) AnBc AnB etInt(An B) =Int A nInt B.
PREUVE. Exercice. []
Exemple 1.9 Si A =]0,1[ et B =]1,2[, alors AnB = & = & (car J est

fermé). Or An B = [0,1] n [1,2] = {1}. Cet exemple montre qu’en général
Uinclusion dans 3) n’est pas une égalité.
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1.1.4 Parties denses

Définition 1.6 Soit (E,O) un espace topologique et D une partie de E. D est
dite dense dans E si et seulement si D = E.

La propriété suivante est une caractérisation trés pratique des parties denses.

Proposition 1.8 D est dense dans E si et seulement si tout ouvert non vide
de E rencontre D.

PREUVE. Si D n’est pas dense alors D # F, donc E\D est un ouvert non
vide de E qui n’intercepte pas D (car D < D).

Réciproquement, si O € O est un ouvert non vide de E tel que O n D = ¢,
alors D est inclue dans le fermé E\O, et donc D < (E\O) # E. [

Exemple 1.10 On considére R muni de sa topologie usuelle et X = Q. Alors
Q est dense dans R. En effet pour tout intervalle |a, b[ non vide de R, on note
7y, le nombre décimal obtenu en gardant les n premiers chiffres aprés la virgule
dans lécriture décimal de “7”’) Comme a < “T*b < b, on a ry, €la,b] pour n
assez grand. Comme tout ouvert de E est réunion d’intervalles ]a, b, on obtient
la densité de Q dans R.

De méme R\Q est dense dans R car si r est un rationnel de Ja/N/2,b/\/2],
alors \/2r est un irrationnel de |a,b[. On en déduit que Q est d’intérieur vide

et que Fr(Q) = R.

1.2 Voisinages

1.2.1 Définition, systémes fondamentaux

Définition 1.7 Soit (E,O) un espace topologique et a € E. On dit qu’une
partie V de E est un voisinage de a dans E s’il existe un ouvert O de E
vérifiant a € O < V. On note V(a) Uensemble des voisinages de a.

Proposition 1.9 Les voisinages d’un point vérifient les propriétés suivantes.

1) Pour tout Ve V(a), ae V.

2) Pour tout V € V(a) et tout U c E, si V < U alors U est un voisinage de
a.
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3) toute intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

PREUVE. 1) et 2) sont évidentes. Si (V;)1<i<n sont des voisinages de a alors
il existe O; € O tel que a € O; < V;. On en déduit que N1<;<,O; est un ouvert
contenant a et contenu dans Ni<;<, Vi. O

Définition 1.8 Une partie V'(a) de V(a) est appelée systéme fondamental de
voisinage (noté SFV) de a si et seulement si pour tout U € V(a), il existe
VeV'(a) tel que Vc U.

Exemples 1.11 les SFV suivants seront souwvent utilisés

1) Soit (E,O) un espace topologique V'(a) = {O € O/ a € O} est un SFV de

a,

2) Soit R muni de la topologie usuelle et a € R, alors (]a —€6a+ e[) est

€>0
un SFV de a. (Ja—1/n,a + 1/n[) est un SF'V de a dénombrable,

neN*

8) Soit R muni de la topologie usuelle, alors (]a,+oo])ae]R est un SE'V de

+o0. (In, +oo])nEN est un SFV dénombrable de +o0.

1.2.2 Caractérisations des ouverts et des fermés

Théoréme 1.10 Soit (E,O) un espace topologique. O est un ouvert de E si
et seulement si O est un voisinage de chacun de ses points.

PREUVE. Si O est un ouvert alors c’est évidemment un voisinage de chacun
de ses points. Réciproquement, si O est un voisinage de chacun de ses points,
alors pour tout a € O, il existe un ouvert U, < O tel que a € U,. D’ou
O c u,U, © O. Donc O est ouvert comme réunion d’ouverts. []

Proposition 1.11 Soit (E,O) un espace topologique et A c E. On a les éga-
lités
IntA={zeE/IVeV(z)/VcA={xeE/AecV(z)}.

Définition 1.9 Soit (E,O) un espace topologique, Ac E et x € E

1) On dit que x est adhérent ¢ A si et seulement si pour tout V € V(x), on
aVnA#dJ.
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2) x est un point isolé de A si et seulement si il existe V € V(x) tel que
VnA={z}

3) x est un point d’accumulation de A si et seulement si pour tout V € V(x),
Vensemble (V\{x}) n A est infini.

Remarque 1.3 Les points de A sont adhérents 4 A mais un point adhérent
a A n’est pas nécessairement dans A (par exemple 1 est adhérent a [0, 1] dans
R).

Un point isolé de A est dans A.

Les points isolés et les points d’accumulation de A sont des points adhérents
a A.

Remarque 1.4 Dans chacune de ces définitions, on peut remplacer V(z) par
n’importe quel SFV V'(x) de x. Par exemple, x est adhérent a A si et seulement
si pour tout Ve V'(x), onaVn A+ .

Proposition 1.12 Soit A une partie de E. x est adhérent a A si et seulement
six € A (i.e. Uadhérence A de A est l’ensemble des points adhérents ¢ A).
Autrement dit, on a

A={zeE/VVeV(x),VnA+Z

PREUVE. Montrons que 'ensemble S des points de E adhérents & A est un
fermé de E. En effet, si y € EF\S alors il existe Ve V(y) tel que Vn A= g. 1l
existe donc un ouvert O de E tel que y € O et O n A = . Comme O est un
voisinage de chacun de ses points, on a O < F\S. Et donc E\S est un ouvert
de E. Comme Ac S,ona Ac S.

Réciproquement, si y € E\A, alors E\A est un voisinage de y qui n’inter-
cepte pas A (car A < A) et donc y € E\S. Dot E\A ¢ E\Set S c A. [

Proposition 1.13 Soit R muni de la topologie usuelle et A une partie non
vide de R. Si A est majorée, on a sup A € A. Si A n’est pas majorée alors +00
est dans l’adhérence de A dans R.

On a le méme genre de propriété pour inf A.

PREUVE. Si A est majorée alors sup A < co. Comme (] sup A — e, sup A +
e[) =0 est un SFV de sup A, et que sup A—e est strictement plus petit que sup 4,
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¢a ne peut pas étre un majorant de A, donc il existe a € An]sup A — ¢, sup A]
pour tout € > 0. On en déduit que sup A est dans ’adhérence de A dans R.

Si A n’est pas majorée alors sup A = +o0 et pour tout n € N, on a A n
[n,+0] # &. Or [n,+0] est un SFV de +oo dans R, et donc +oo est dans
I’adhérence de A dans A. []

Exemples 1.12 Soit A = { n e N*} Alors tout point = de A est un point
isolé de A (car Am]nH, — 1[ {1}) et 0 est un point daccumulation de A
11

dans R car (] -1, E[)%N est un systéme de voisinage de 0 dans R, + € A n
(q-2 [)\{O} pour tout k > n. Réciproquement, soit x € R\(Au{0}). Siz >0
alors O ( L E(:v)+1[ est un voisinage de x (car = ¢ N) vérifiant On A = &
et donc x ¢ A. Si x < 0, alors O =] — ,0[ est un voisinage de x tel que

OnA= et doncx¢ A. On en déduit que A = {0} U A dans R.
Exercice 1.2 Soit A = {X + L (n,m) e (N*)?}. Déterminer I’adhérence et
les points d’accumulation de A dans R.

1.2.3 Espaces séparés (ou de Hausdorff)

Définition 1.10 (FE, Q) est séparé si et seulement si pour tout points distincts
(z,y) de E, il existe Ve V(x) et W € V(y) tels que Vn W = .

Exemple 1.13 1) Si E est muni de la topologie discréte alors {x} et {y}
sont des ouverts disjoints si x et y sont distincts, donc E est séparé,

2) Si E est muni de la topologie grossiére et #E > 2, alors E n’est pas
séparé (pour tout x € E, E est le seul voisinage de x),

8) R muni de la topologie usuelle est séparé, R aussi.

Proposition 1.14 Si E est un espace topologique séparé alors pour toutl € E,
on a nyey)V = {l}.

PRrReEUVE. Si V e V(I) alors I € V donc | € nyey)V. Réciproquement, si
y € E\{l} alors il existe V € V(I) tel que y ¢ V et donc y ¢ Nnyeyq)V. Dot
NveyeyV < {1} O

Exercice 1.3 Montrer que la seule topologie séparée sur un ensemble fini est
la topologie discréte (indic. montrer que les singletons sont alors tous ouverts).
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Proposition 1.15 Si (E,O) est séparé et V'(x) est un SFV de x, alors x est
un point d’accumulation de A si et seulement si (V\{z}) n A # & pour tout
VeV (x).

En particulier, A est la réunion disjointe des points isolés de A et des points
d’accumulation de A (ce qui n’est pas vrai si E n’est pas séparé).

PREUVE. Si z est un point d’accumulation alors pour tout V € V'(z),
V\{z} n A est infini donc non vide. Réciproquement, s’il existe Vj € V'(x), tel
que Vo\{z} n A = {y1,--- ,yp} est fini et si E est séparé, alors pour tout ¢ il
existe V; € V'(z) tel que y; ¢ V;. Or V = no<i<pVi est un voisinage de x et
V\{z} n A = &. On en déduit que si (V\{z}) n A # & pour tout V € V'
alors (V\{z}) n A # & est infini pour tout V € V' et donc z est un point
d’accumulation. [

Remarque 1.5 Dans le cas E non séparé, on peut avoir des points adhérents
qui sont ni isolés, ni d’accurmulation. Par exemple E = {1,2} muni de la topo-
logie grossiére n’est pas séparé et tout point de E est adhérent & A = {1}, mais
aucun n’est ni isolé, ni d’accumulation.

Exemples 1.14 Soit A = { ne N*} Alors tout point - L de A est un point

isolé de A (car Am]nH, — 1[ {1}) et 0 est un point d’accumulation de A

dans R car (] - %,%[)%N est un systéme de voisinage de 0 dans R, €
An (] - = 7[)\{0} pour tout n € N et R est séparé. Réciproquement, sozt

zeR\(Au {0}) Si x>0 alors O =] 4t B E(z)+1[ est un voisinage de x (car
% ¢ N) vérifiant On A= & et doncx ¢ A. Si x <0, alors O =] —0,0[ est un
voisinage de x tel que ON A = & et donc v ¢ A. On en déduit que A = {0} U A
dans R.

Soit R muni de la topologie usuelle et A = R. Alors A = R car R n’étant
pas magjorée (minorée), on a +00 € A (—oo € A). Tout point de R est un point
d’accumulation de A.

Exercice 1.4 Soit A = {1 + L (n,m) € (N*)?}. Déterminer l’adhérence et
les points d’accumulation de A dans R.

1.3 Topologie induite, topologie produit

1

3.1 Topologie induite

Soit (E, Q) un espace topologique et A une partie de E.
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Proposition 1.16 (A N O) oco définit une topologie sur A appelée topologie
induite sur A par la topologie de E.

PREUVE. A=AnFEet J=JnA, donc (A mO)OeO contient A et . Si
(A" Oi)ier est une famille de (AN O) ., alors Uier (AN O;) = A (VierO;)
donc (4 " O),.,, est stable par réunion quelconque. De méme, (4 N O)
est stable par intersection finie. []

OeO

Proposition 1.17 D’apres la définition, les ouverts de A pour la topologie
induite sont les traces sur (intersections avec) A des ouverts de E. De méme,
on a

1) (Fn A)Fe]-' (o F est l’ensemble des fermés de E) est la famille des
fermés de A pour la topologie induite par celle de E.

2) Soit a € A, alors (V N A) VeV(a)

pour la topologie induite (o V(a) est la famille des voisinages de a dans

est la famille des voisinages de a dans A

3) Si V' est un SFV de a dans E alors {V n A, V € V'} est un SFV de a
dans A pour la topologie induite.

PREUVE.

1) F’ est un fermé de A pour la topologie induite si et seulement si A\F” est
un ouvert de A pour la topologie induite, i.e. si et seulement si il existe
O € O tel que A\F" = AnO. Donc F’ est un fermé de A pour la topologie
induite si et seulement si il existe O € O tel que F' = A\(A\F') =
A\(A N O) = An (E\O), ie. si et seulement si il existe F' € F tel que
F'=AnF.

2) Si V € V(a) alors il existe O € O(F) tel que a € O < V. Alors a €
AnO c AnV, et donc ANV est un voisinage de a dans A pour
la topologie induite. Réciproquement, si V” est un voisinage de a dans
A pour la topologie induite, alors il existe un ouvert A n O de A (i.e.
OeO(E))telqueac AnOc V' . Alors V=0uV’ vérifieae OcV,
donc V est un voisinage de a dans EetonaVnA=(0OuV')n A=
OnA)vV'nA)=0nA) vV =V".
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3) Soit V/ = V n A un voisinage de a dans A pour la topologie induite,
avec V voisinage de a dans E. Si V' est un SFV de a dans E alors il
existe W € V' tel que W < V et donc W n A < V’. On en déduit que
{VnA VeV}est un SFV de a dans A pour la topologie induite.

O

Exemple 1.15 Soit E = R muni de la topologie usuelle et A =]0,1[. Alors
10,1/2] = [-1/2,1/2] n A est un fermé de A pour la topologie induite par celle
de A. En particulier, ’adhérence de ]0,1/2] dans A est ]0,1/2] (alors quelle est
[0,1/2] dans R).

11 faut retenir de cet exemple que les notions d’ouverts, fermés, adhérence,
voisinages ne sont pas intrinséques mais dépendent de la topologie de l’espace
ambiant. Ainsi, dire que [0, 1] n’est pas un fermé de R a un sens mais dire que
[1+ oo est un fermé n’a pas de sens. Il faut préciser la topologie et l’ensemble
dans lequel la partie est considérée ([1,+oo[ est un fermé de R pour la topologie

usuelle, mais n’est pas un fermé de R pour la topologie usuelle).

Proposition 1.18 Soit (E, O) un espace topologique, A une partie de E munie
de la topologie induite et B c A.

Si B est un ouvert de E, alors B est un ouvert de A pour la topologie
induite. Si A est ouvert dans E, alors B est ouvert dans A pour la topologie
induite si et seulement si B est ouvert dans E.

Si B est fermée dans E alors B est fermée dans A pour la topologie induite.
Si A est fermée dans E, alors B est fermée dans A pour la topologie induite si
et seulement si B est fermée dans E.

PREUVE. Si B e O(FE) alors, comme B = Bn A, B est ouvert dans A pour
la topologie induite. Si A € O(F) et B est un ouvert dans A pour la topologie
induite, alors il existe O € O(F) tel que B = O n A, et donc B est un ouvert
de E comme intersection de 2 ouverts de FE.

La preuve est la méme pour les fermés. []

Proposition 1.19 Soit E un espace topologique et X — E' des parties de E.
Si X est Uadhérence de X dans E et X Uadhérence de X dans E' (pour la
topologie induite par celle de E) alors on a X =XnE.
Si Int X est Uintérieur de X dans E et Int' X Uintérieur de X dans E’
(pour la topologie induite par celle de E) alors on a Int’' X =Int X n E’
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PREUVE. X est l'intersection des fermés de E’ pour la topologie induite
contenant X. Or ces fermés sont les intersections des fermés de FE contenant X
avec E'. Donc X est intersection des fermés de F contenant X avec E'. D’oit
le résultat.

Int’ X est la réunion des ouverts de E’ pour la topologie induite contenus
dans X. Or ces ouverts sont les intersections des ouverts de E contenus dans
X avec E’. Donc Int’ X est 'intersection des ouverts de E contenus X avec E'.
D’ou le résultat. [J

Proposition 1.20 Si (E,O) est une topologie séparée et A une partie de E,
alors la topologie induite sur A par la topologie de E est séparée.

PREUVE. Si z et y sont deux points distincts de A, alors il existe U € Vo ()
et VeVo(y) telsque UnV = . Or Un Aet AnV sont des voisinages de x
et y pour la topologie induite sur A, et sont disjoints. On en déduit que A est
séparé pour la topologie induite. []

Proposition 1.21 (transitivité de la topologie induite) Soit (E,O) un es-
pace topologique et B < A c E deux parties de E. On note O4 la topologie
induite sur A par celle de E, Op la topologie induite sur B par celle de E et
O’5 la topologie induite sur B par O 4. Alors on a Op = Of.

PREUVE. Si U € Ogp, alors il existe O € O(E) tel que U = O n B. Or
AnOeOgpetdoncU=BnO=Bn(An0)eOf.

Réciproquement, si U € O, alors il existe O € O4 tel que U = B n O et
O'eOFE)telque O =AnO.0OnadoncU =Bn(An0O')=Bn0O et
Ue OB. ™

Définition 1.11 Une partie D de E est dite discréte si et seulement si la
topologie induite par celle de E est la topologie discréte.

Proposition 1.22 D est un partie discréte de E si et seulement si tous les
points de D sont isolés.

PREUVE. Si D est discréte, alors pour tout « € D, {z} est un ouvert
de D pour la topologie induite. Il existe donc un ouvert O € O(FE) tel que
{z} = O n D. On en déduit que x est isolé.
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Réciproquement, si « € D est isolé alors il existe V € V() tel que Vn D =
{z}. On en déduit qu’il existe un ouvert O de E tel que {z} = O n D. En
particulier, {z} est un ouvert de D pour la topologie induite. Si tous les points
de D sont isolés, alors tous les singletons de D sont ouverts dans D pour
la topologie induite, et donc toute partie de D est ouverte pour la topologie
induite. On en déduit que D est une partie discréte de F. ]

Exemple 1.16 La topologie usuelle de R induit sur R la topologie usuelle de
R et R et un ouvert de R. Donc A c R est un ouvert de R ssi c’est un ouvert
de R. En revanche, si A c R est un fermé de R alors c¢’est un fermé de R mais
la réciproque est fausse.

Si R est muni de la topologie usuelle alors A = {%7 n € N} est un partie
discrete (mais non fermée de R). Z est aussi une partie discréte de R car
{n} =In —1,n + 1[nZ est un ouvert de Z pour la topologie induite.

Exercice 1.5 Soit (E,O) un espace topologique et A c E. Montrer que a € A
est un point isolé de A si et seulemnent si {a} est un ouvert de A pour la topologie
induite par celle de E.

3.2 Topologie produit

Soit (Eq,01) et (E2, O2) deux espaces topologiques.

Proposition-définition 1.12 On appelle ouvert élémentaire de Eq x Eo toute
partie Q € E1 X Fy de la forme Q0 = O1 x Oz, ot O1 est un ouwvert de E; et
O est un ouvert de Oz. La famille formée de l'ensemble vide et des réunions
quelconques d’ouverts élémentaires définit une topologie sur Ei1 x Eo appelée
topologie produit.

PREUVE. F; x Es et @ = J x & sont des ouverts élémentaires. De plus,
(01 x O3) n (O x 04) = (01 n O}) x (02 n Of), on en déduit que toute
intersection finie d’ouverts élémentaires est un ouvert élémentaire. On conclut
grace au théoréme 1.3. ]

Définition 1.13 On appelle topologie usuelle sur R™ la topologie obtenue par
produit successif de la topologie usuelle de R.
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Proposition 1.23 Soit a = (a1, a2) € Ey x E alors (Vi x Va)viev(ay), vaeV(az)
est un systéme fondamentale de voisinage de a dans F, x E5. Plus généra-
lement, si V'(ay) est un SFV de a1 et V'(az) est un SFV de ay alors (Vy X

%)Vle\}'(al),‘/zev’(az) est un SFV de a.

PREUVE. Soit © un ouvert de la topologie produit contenant (ay, as). Alors
il existe une famille ; = U; x V; d’ouverts élémentaires tels que 2 = U;c;82;. Or
il existe ig € I tel que (a1, az) € 4, = U;, x V;,, et comme U;, est un ouvert de
Ey et V'(aq1) un SFV de ay, il existe Wy € V'(aq) tel que Wy < U, De méme, il
existe Wy € V'(az) tel que Wy < V;,. Alors (ay,as) € Wy x Wy € U, x Vi, € Q.
O

Exemple 1.17 Soit R™ muni de la topologie usuelle et a = (aq,...,a,) € R™.
La famille (H?zl]ai — €, a; + Ei[)(ﬂ e )e®E)n est un SFV de a. De méme, la
..... n)eRE

famille (TI7_ Ja; — €, a; + €[) epx €St un SFV de a.
+

Proposition 1.24 Si E| et Ey sont séparés alors Ey x E5 est séparé.

PREUVE. Si (z1,y1) et (x2,y2) sont deux points distincts de E; x Fs alors
soit 1 # xg, SOit Y3 # yo. Si on suppose que x1 # o alors, comme Fj est
séparé, il existe Uy € Vg, (z1) et U € Vg, (z2) tel que Uy nUs = . On a donc
Vi = U; X B3 € Vg, xp, ((zi,y:)) et Vi n Vo = @. Si y1 # ys, on procede de
méme en utilisant que Fo est séparé. []

Exemple 1.18 La topologie usuelle de R™ est séparée.

1.4 Limites et continuité

1.4.1 Limites de fonctions

Définition 1.14 Soit E et F' deux espaces topologiques, X < E non vide et
a € X. Soit f: X — F une fonction et | € F. On dit que f tend vers I
quand x tend vers a en restant dans X si et seulement si pour tout voisinage
V e Vr(l), il existe un voisinage U € Vg(a) tel que f(U N X) cV (i.e. tel que
UnXc f~4(V)).

Remarque 1.6 Dans la définition précédente, on peut remplacer V(1) et V(a)
par nimporte quels SF'V de l et a respectivement.
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L’exemple suivant montre que la limite n’est pas toujours unique.

Exemple 1.19 Soit f : E — F une fonction et a € E. Si F est muni de la
topologie grossiére, alors tout point | € F est une limite de f en a€ E.

Théoréme 1.25 Si F' est séparé, alors la limite est unique (quand elle existe).

PREUVE. Supposons que f admet deux limites [ # [’ de f en a quand
z € X. Comme F est séparé, il existe des voisinages W € V(I) et W’ € V(I')
tels que W n W’ = ¢&. Or par hypothése, il existe V € V(a) et V' € V tels
que f(VnX)cWet f(V'nX)c W. On en déduit que f(VnV' nX)c
WAW =g, etdonc X nV nV’' = . Ceci contredit a € X car V n V' est
un voisinage de a. ]

Définition 1.15 Si F est séparé, on peut parler de la limite de f. Cette limite,

quand elle eziste, sera notée lim  f(x).
rz—a, r€X

Dans le cas particulier ot X = E\{a} et a € X, on notera lirn;'é f(x).
r—a, x#a

Si E = R muni de la topologie usuelle et si X = [a,+[, on note lim_ f(x).

r—a,r=a
Si E = R muni de la topologie usuelle et si X =]a, +o[, on note lim  f(z).
r—a,r>a

Si E = R muni de la topologie usuelle et si X = R\{a}, on note hm# f(z).

Si E = R muni de la topologie usuelle et si X = [b,a[, avec a = +o0, on
note lim f(x).
T—>+A

Proposition 1.26 Soit E un espace topologique, a € X < E, F un espace
topologique séparé et f: X — F. Sil = x_)lingex f(z) existe alors | = f(a).

PREUVE. Par hypothése, pour tout V € V(I), il existe U € V(a) tel que
f(XnU)cV.Or, pour tout U € V(a), on a a € X n U (car on a supposé
a € X), et donc f(a) € V pour tout V € V(I). Comme F est séparé, on a
{l} = oveyy)V, doul = f(a). O

Définition 1.16 Soit E un espace topologique, (x,)nen une suite de points de
E etle E. On dit que (xn)nen tend vers si et seulement si pour tout Ve V(1),
il existe ng € N tel que pour tout n = ng onax, € V.

Si F est séparé, la limite | est unique et on note l = lim x,.
n——+o
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Proposition 1.27 Soit E, F; et Iy des espaces topologiques, X une partie de
EetaeX, fi : X > F, fo: X = F» des fonctions et f : X —» Fy, x Fy la
fonction définie par f(x) = (fi(x), f2(z)).

Alors f(x) tend vers (I1,12) quand x tend vers a en restant dans X si et
seulement si f1(x) tend vers 1y quand x tend vers a en restant dans X et fo(x)
tend vers ly quand x tend vers a en restant dans X.

PREUVE. Cela découle facilement du fait que (V1 x Va)viev(n), vaviis) est
un SFV de (I4,12). O

1.4.2 Limites de suites

La notion de limite d’une suite (2, )neny d’éléments d’un espace topologique est
un cas particulier de limite de fonction.

Définition 1.17 Si (x,)nen est une suite d’éléments de E et X : N > E
est la fonction définie par X(n) = x, pour tout n € N, alors lim =z, =

n— -+

lim NX(n) ot N est muni de la topologie induite par celle de R (on a bien
n—-+i,ne

+o00 € N). Autrement dit, limx,, = 1 si et seulement si pour tout V € V(l), il
existe m € N tel que x,, € V pour tout n = m.

Comme +0 est le seul point adhérent ¢ N dans R sans étre dans N, la seule
notion de limite intéressante pour les suites est la limite en +00.

Proposition 1.28 Soit F et Fy deuz espaces topologiques, (n)nen = (Yn, Zn)neN €
(Fl X Fg)N une suite de F1 X Fy et l = (I1,13) € F} x Fs.

Alors (x,)nen tend vers | si et seulement si (yp)nen tend vers ly et (zp,)nen
tend vers ls.

1.4.3 Continuité en un point

Définition 1.18 Soit E et F' deuz espaces topologiques, f : E — F une fonc-
tion et a € E. On dit que f est continue en a si et seulement si pour tout
voisinage V. € Vr(f(a)), il existe U € Vg(a) tel que f(U) € V (i.e. si et
seulement si f(x) tend vers f(a) lorsque x tend vers a).

Ici encore on peut remplacer V(a) et V(f(a)) par des SFV de a et f(a).

On en déduit directement la propriété suivante.
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Proposition 1.29 Si a est un point isolé de E alors f est continue en a.

Les liens entre continuité et limites sont donnés par les propositions sui-
vantes.
La premiére découle directement des définitions.

Proposition 1.30 f : E — F est continue en a si et seulement si f(a) est
une limite de f en a.

Dans le cas ou F' est séparé, alors f(a) est la seule limite possible. On en
déduit le résultat suivant.

Proposition 1.31 Si F est un espace séparé, alors f : E — F est continue en
a € E si et seulement si f a une limite en a. On a alors lim f(x) = f(a).
T—a

PREUVE. Si f est continue en a alors lim f(z) = f(a) par définition, et
r—a

donc lim f(z) existe. Réciproquement, si lim f(z) existe, alors cette limite est
r—a r—a

égale & f(a) car a € E et F est séparé. []

Proposition 1.32 Soit f : E — F une application continue en a € F.
Alors, pour toute suite (Tp)nen d’éléments de E qui converge vers a, la suite
(f(xn))neN tend vers f(a) dans F.

On dit alors que f est séquentiellement continue en a.

Remarque 1.7 On verra que si E est un espace métrique, alors f : E — F
est continue en a si et seulement si f est séquentiellement continue en a.
C’est vrai dés que a admet un SEV dénombrable, mais fauzx en général.

Proposition 1.33 Soit E, F et G trois espaces topologiques, f : E — F et
g : F — G deuzx fonctions et a € E. Si f est continue en a et g est continue en
f(a) alors go f est continue en a.

PREUVE. Soit W € V(go f(a)). Comme g est continue en f(a), il existe un
voisinage V € V(f(a)) tel que g(V) € W et comme f est continue en a, il existe
un voisinage U € V(a) tel que f(U) € V. On en déduit que go f(U) c W. [

La proposition suivante est évidente et est trés souvent utilisée (parfois
méme sans s’en rendre compte).
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Proposition 1.34 Soit E et F' deux espaces topologiques, f : E — F wune
fonction et a € E. Siae E' c E et f(E') c F' c F et f est continue en a,
alors f : E' — F' définie par f(x) = f(x) pour tout x € E' est aussi continue
en a (o E' et F' sont munis des topologies induites par celles de E et F).

PREUVE. si V' € Vg (f(a)), alors il existe V € Vp(f(a)) tel que V' =
V n F'. Or f est continue en a et donc il existe U € V(a) tel que f(U) c V.
Alors U nE' € Vgi(a)etona f(UNE') < f(U)n f(E')cV nF' =V’ Donc
f est continue en a. []

Proposition 1.35 Soit E, F et F5 des espaces topologiques et f : E — Fy X Fy
définie par f(z) = (fi(z), f2(x)).

Alors f est continue en a si et seulement si f1 et fo sont continues en a.

1.4.4 Continuité globale

Définition 1.19 Soit FE et F' deux espaces topologiques et f : E — F. On dit
que f est continue sur E si et seulement si f est continue en tout point de E.

Proposition 1.36 f est continue sur E si et seulement si ['image réciproque
de tout ouvert de F est un ouvert de E.

f est continue sur E si et seulement si l’image réciproque de tout fermé de
F est un fermé de E.

PREUVE. Supposons f continue. Soit O un ouvert de F. Si f~1(O) est vide
alors c’est un ouvert. Sinon, soit x un point quelconque de f~1(0). Comme O
est un ouvert qui contient f(z), c’est un voisinage de f(z). Par continuité de
f en z, il existe un voisinage V' € V(z) tel que f(V) < O. On en déduit que
V < f~4O) et donc f~(O) est un voisinage de chacun de ses points.

Réciproquement, soit * € E, on montre la continuité de f en z. Soit O
un voisinage ouvert de f(x) (rappelons que les ouverts contenant a forment
un SFV de a). Alors f1(O) est un ouvert de E contenant z, c’est donc un
voisinage de z. Or f(f_l(O)) c O, donc f est continue en x.

Comme f~}(F\O) = E\f~1(0), on en déduit facilement la proposition
pour les fermés. []

Proposition 1.37 Soit E, F et G trois espaces topologiques, f : E — F et
g : F — G deux fonctions et a € E. Si f est continue sur E et g est continue
sur ' alors go f est continue sur E.
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La encore, la proposition suivante est évidente et souvent utilisée.

Proposition 1.38 Soit E et F' deux espaces topologiques, f : E — F wune
fonction, E' ¢ E et f(E') c F' < F. Si f continue sur E, alors f : B/ — F’
définie par f(x) = f(x) pour tout v € E' est aussi continue sur E' (ou E' et
F' sont munis des topologies induites par celles de E et F).

PrEUVE. Exercice. []

Exemples 1.20 1) Si E est un espace topologique, F =R et f est continue
sur E. Alors {x € E/ f(x) = a} et {x € E/ f(z) = a} sont des fermés de
E, {xe E/ f(z) > a} est un ouvert de E.

2) f:zeR* — L eR est continue sur R* et [1,+o0[ est un fermé de R.
F7H[1, +oo[) =]0,1] est bien un fermé de R* (mais pas de R, mais cela
ne contredit pas la théoréme car f n’est pas continue sur R).

Remarque 1.8 Attention, I’image directe d’un ouvert par une application conti-
nue n’est pas nécessairement un ouvert (de méme pour les fermés). Par exemple
on a sin(] — 10,13[) = [—1,1] alors que le sinus est une fonction continue sur

Définition 1.20 Une fonction f : E — F est dite ouverte si et seulement si
l’image de tout ouvert de E est un ouvert de F.

Une fonction f : E — F est dite fermée si et seulement si ['image de tout
fermé de E est un fermé de F.

Exemple 1.21 Soit E; et Fy deuzx espaces topologiques et E = FE; x Fo
muni de la topologie produit. Soit my : F4 X Es — Eyla fonction définie par
m1(21,72) = 1. Pour tout ouvert O de Ey, I71(O) = O x Ey est un ouvert
(élémentaire) de E1 x Ey, donc 71 est continue.

Montrons que m est ouverte: Soit O un ouvert de Ei X Fy, alors O =
Uier€di, ot les ; sont des ouverts élémentaires, i.e. de la forme U; x V; ou U;
est un ouvert de Eq. On en déduit que m1(0) = Uierm () = Vierm (U; xV;) =
UierU; et donc m1(0O) est un ouvert de E1 comme réunion d’ouverts de Ey. m
est donc bien ouverte.

Rappelons les propriétés suivantes:
fTHUB) = uif HB)  fTHiBs) = nifTH(B))
f(uiB;) = vif(B;) f(niB;) © nif(By)
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Définition 1.21 f : E — F est un homéomorphisme si et seulement si [ est
continue, bijective et f~1 est continue. On dit que E est F sont homéomorphes
si et seulement si il existe un homéomorphisme de E sur F'.

Proposition 1.39 Si f : E — F est un homéomorphisme et g : F — G est
un homéomorphisme alors go f : E — G est un homéomorphisme.

Proposition 1.40 Soit (E,OFg) et (F,Or) deuz espaces topologiques. Si [ :
E — F est un homéomorphisme, alors f(Og) = {f(U), U € Og} = OF (i.e.
limage de tout ouvert de E est un ouvert de F et tout ouvert de F est l’image
d’un ouvert de E).

De méme, f réalise une bijection entre les fermés de E et les fermés de F'.

PREUVE. SiU € Oget g= f1 alors f(U) = g~ *(U) est un ouvert de F'
car g est continue et donc f(Op) € Op. Si V € Op alors U = f~1(V) € O
(car f est continue) et f(U) =V et donc f(Og) 2 OF.

On procéde de méme pour les parties fermées. []

Proposition 1.41 Si E et F sont deux espaces topologiques et si f : B — F
est un homéomorphisme, alors pour tout A < E, la fonction g = fia est un
homéomorphisme de A sur f(A) munis des topologies induites par celles de E
et F.

PREUVE. g est bien une bijection de A sur f(A) et g et g~! sont continue
comme restrictions de fonctions continues. []

Exemple 1.22 Les intervalles de R de la forme R, ]a,+oo[, | — 0, [ et Ja,b[
munis de la topologie usuelle de R sont homéomorphes.
f(z) =z +a—a est un homéomorphisme de ]a’, +oo[ sur ]a,+oo[.
f(x) = —x est un homéomorphisme de 10, +oo[ sur | — o0, 0].
f(x) =a + (b —d')=% est un homéomorphisme de |a,b[ sur ]a’,b'[.
f(z) = 1/z est un homéomorphisme de ]0,1[ sur |1, 4+o0].
f(z) = arctan(x) est un homéomorphisme de | — 7 /2, 7/2[ sur R.

Remarque 1.9 Une fonction f peut-étre continue et bijective sans que f—!
soit continue. Par exemple

[0, 27
x

U={zeC/|z| = 1}

—
— e
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L . L . . i(2m— L
est un bijection continue mais f I nest pas continue (car si T, = e'Cm=3) alors

lim z, =1 et f~'(z,) =27 — L, donc lirrjl( fHan) =21 #0=f71(1)).

n—w

1.6 Compléments

1.5.1 Topologie quotient

Soit X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X et 7 : x €
X — [z] € X/R la projection canonique.

Définition 1.22 La topologie quotient est la topologie de X /R définit par O
est ouvert de X /R si et seulement si 7—1(O) est un ouvert de X.

Remarque 1.10 Cela définit bien une topologie car 7" (‘UI 0;) = Y 7 HOy)
€ €
et 77_1(01 Oi) =N 77Y0;). De plus, 7 : X — X /R est alors continue. C’est
1€ 1€

la plus fine topologie de X /R qui rende la projection canonique continue.

Notez aussi qu’en général I'image d’un ouvert de X par m n’est pas un ouvert
de X/R.

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 1.42 Soit X et Y deux espaces topologiques, f: X — Y et R une
relation d’équivalence sur X. Si f(x) = f(z') dés que xRa’, alors il existe une
unique f : X/R — Y telle que f = for. De plus, f est continue si et seulement
si f est continue.

PREUVE. L’existence de f est le théoréme de l'isomorphisme. Si f est
continue alors f = f o7 est continue comme composée de fonction continue.
Si f est continue alors pour tout ouvert O de Y, f~1(0) = x=!(f~(0)) est
un ouvert de X, et donc, par définition de la topologie quotient, f~1(O) est un
ouvert de X/R. On en déduit que f est continue. []

Exemple 1.23 Soit R la relation d’équivalnce sur R définie par xRz’ si et
seulement si il existe k € Z tel que ' = x + 2kn. On munit R/R = R/27Z
de la topologie quotient et S'  C de la topologie induite par celle de C. Alors
la fonction f : x € R + e € S! est continue et passe au quotient en une
bijection f : R/277 — S' qui est continue. En fait f est un homéomorphisme
(pour le montrer on peut soit appliquer le théoréme d’inversion locale a f, soit
remarquer que R/2w7Z est compact, car égal a w([0,27])).
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5.2 Topologie engendrée par une famille d’applications

Proposition 1.43 Soit (F;, O;)icr une famille d’espace topologiques, E un en-
semble et f; : E — F; une famille d’applications. 1l existe une plus petite topo-
logie sur E pour laquelle toutes les applications f; sont continues, on [’appelle
la topologie définie par la famille f;. C’est la topologie engendrée par la famille
A= zg{{fl_l(Ol)/ OZ € Ol}

PREUVE. Une topologie sur F rend toutes les applications continues si et
seulement si elle contient tous les éléments de A. La topologie engendrée par
A est donc la plus petite topologie vérifiant cette propriété. [

Proposition 1.44 Soit f; : E — X; une famille d’applications. On suppose E
muni de la topologie définie par la famille (f;);er. Alors une fonction f 1Y — E
est continue si et seulement si f; o f est continue pour tout i € I.

PREUVE. Si f est continue alors f; o f est continue comme composée d’ap-
plications continues.

Réciproquement, si toutes les applications f; o f sont continues, alors tout
ouvert {2} de E est une réunion d’ensembles de la forme f;l (Uiy)n---n Z;1(UZ-,€ ),
ot {i1,--- ,ix} est une famille finie d’éléments de I et Ui, est un ouvert de X;,.
Alors f=1(€2) est réunion d’ensembles de la forme

f_l(fiil(Ui )N izl(Ui )) = f_l(fiil(Ui )) (R mf_l(fizl(Uik))
= (fil of)_l(Uil) NN (fu Of)_l(Uik)

qui est un ouvert de Y puisque toutes les fonctions f; o f sont continues. On
en déduit que f est continue. []

Définition 1.23 Une famille f; : E — F; est dite séparante si pour tout
(z,y) € E avec x # vy, il existe i € I tel que fi(z) # fi(y)-

Proposition 1.45 Si la famille f; : E — F; est séparante, et si tous les F;
sont des espaces topologiques séparés, alors la topologie induite sur E par la
famille (f;) est une topologie séparée.

PREUVE. Soit  # ' sont des points de F et si f;(z) # fi(z'), alors il existe
des ouverts disjoints U et V' de F; tels que f;(z) € U et f;(2’) € V. On a alors
ve fFHU) et o’ € f7H(V), et f7H(U) et f71(V) sont des ouverts disjoints de
E pour la topologie définie par les applications (f;)ier. O
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Remarque 1.11 Si (E;, O;);er est une famille d’espaces topologiques et f; :
(xj)jer € Hjel E; — z; € E;, alors la topologie de Hje[ E; définie par la
famille d’applications (f;);er est la topologie produit.

SiAc Eeti:xe A xeFE estl’injection canonique, alors la topologie
de A induite par i est la topologie induite sur A par celle de E.

5.3 Valeurs d’adhérence

La notion de valeur d’adhérence est une version faible de la notion de limite
qui s’avére trés utile, en particulier pour I’étude des suites.

Définition 1.24 Soit X,Y deuz espaces topologiques, a € X et f : X - Y
une application. y € Y est une valeur d’adhérence de [ en a si et seulement si
pour tout voisinage V € V(y) et pour tout voisinage U € V(a), on a (U\{a}) n
f7HV) £ D (ie f(UMa}) 0V = D).

Proposition 1.46 L’ensemble des valeurs d’adhérence de f en a est . 9( )f(U\{a}).
eVia

C’est donc un fermé de Y.

PREUVE. y est valeur d’adhérence de f en a si et seulement si pour tout
voisinage V' € V(y) et pour tout voisinage U € V(a), on a f(U\{a}) nV # .
Donc y est valeur d’adhérence de f en a si et seulement si pour tout voisinage

UeV(a),on aye f(U\{a}) si et seulement si y € f(W\{a}). O

N
VeV(a)

Dans le cas d’une suite (2, )nen (i.e. X = Net f(n) = x,, pour tout n € N,
f(+m0) =z et a = +00), y est une valeur d’adhérence de (x,) si et seulement
si pour tout V' € V(y), et pour tout n €y, il existe m > n tel que z,, € V.
L’ensemble des valeur d’adhérence de la suite (x,) est alors Npen{zk, k = n}.

Toute limite d’une suite extraite de (z,) est une valeur d’adhérence de la
suite (z,). On verra que dans les espaces métriques, toute valeur d’adhérence
de (z,,) est la limite d’une suite extraite de (x,,).
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2.1 Généralités

Définition 2.1 Soit E un ensemble non vide. Une distance sur E est une
application d : E x E — R vérifiant les conditions suivantes.

1) d(z,y) = 0 si et seulement si x =y,
2) pour tout (x,y) € E x E, on a d(z,y) = d(y,x) (i.e. d est symétrique),

3) pour tout (z,y,z) € E x E x E, on a d(x,z) < d(z,y) +d(y, z) (i.e. d
vérifie l'inégalité triangulaire).

Le couple (E,d) est appelé un espace métrique.
Si d est a valeurs dans Ry U {400} et vérifie les trois conditions précédentes
on dit que d est un écart.

Proposition 2.1 Pour tout (z,y,2) € EX E x E, on a

|d(z,y) — d(y, 2)| < d(z, 2).

27
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PREUVE. On ad(z,y) < d(z,z)+d(z,y) = d(z,z) +d(y, z), dou d(z,y) —
d(y,z) < d(z,z). De méme, on a d(y, 2) < d(y,z) + d(z, 2) = d(z,y) + d(z, 2),
d’ot d(y, z) — d(z,y) < d(z,2). O

Exemple 2.1 Soit E un ensemble non vide. On pose d(z,y) =1 si x # y et
d(z,y) = 0. d est une distance appelée la distance triviale.

Exemple 2.2 Sur R, d(z,y) = |z — y| est appelée la distance usuelle. Sur C,
la distance usuelle est donnée par d(z,y) = |z —y|.

Exemple 2.3 Sur R™ on définit trois distances usuelles définies, pour x =
(xla"'axn) Ety = (y17-~'7yn)’ par

3

n

= 2 le=wil- D) = (L@ =w)?) " Dclay) = max o=,

4 4 1<ign
1=1 1=1

N|=

L’inégalité triangulaire pour Do provient de l’inégalité de Cauchy-Schwarz (Zz aibi) <

(i a?) (X 87).-

Pour tout (z,y) € R™ x R™, on a les inégalités

D%‘(‘Tay) < Dl(xvy) < \/ﬁDQ(Ivy) < nD”L(I7y)

Exemple 2.4 Soit (E;,d;)1<i<n des espaces métriques. Sur By x -+ X E, on
définit trois distances usuelles par les formules suivantes

Dy (=, Z di(z;,yi), Da(x,y) (2 d? (s, y; ) , Dy (x,y) = max d;(x;, y;).

1<ign

Exemple 2.5 SurR la fonction d(z,y) = |Arctan(x)—Arctan(y)|, ot Arctan(+00) =
/2 et Arctan(—o0) = —7/2 est une distance.

Exemple 2.6 On appelle valuation sur un anneau A toute application v : A —
R U {400} vérifiant les conditions

1) v(a) = +w si et seulement si a =0,
2) v(ab) = v(a) + v(b),
3) v(a + b) = inf(v(a), v(b)).
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A tout anneau valué (A,v) on associe une distance en posant d(a,b) =
e~ (ou plus généralement o*(*~Y avec o €]0, 1[). En posant e=* =0, on
vérifie facilement que, pour tout (a,b,c) € Ax Ax A, on a l'inégalité triangulaire
forte suivante d(a, c) < max(d(a,b),d(b,c)) (on dit que d est une ultra-distance
et que (A, d) est un espace ultra-métrique).

Un exemple classique d’anneau valué est A = K[X], ou v(},; a; X") =
min{i € N/a; # 0} et v(0) = +o0.

De méme, l'anneau Q peut-étre d’une famille naturelle de valuations. Si p
est un mombre premier, on définit la valuation p-adique sur Q de la maniére
suivante:

tout nombre rationnel x non nul peut s’écrire de maniére unique sous la
forme x = p*§ avec a € 7Z, (a,b) € (Z*)2, anb=1,anp=1etbarp=1.
On pose alors vy(r) = o (et v,(0) = +00) et on note d, la distance associée.

Définition 2.2 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E. On dit que
A est bornée si et seulement si il existe M € R tel que pour tout (z,y) € Ax A,
on ad(xz,y) <M.

Proposition 2.2 A est bornée si et seulement si il existe u € E et R > 0 tels
que pour tout x € A, on a d(u,z) < R.

PREUVE. Si A est borné alors on peut prendre u = ¢ un point fixé de A et
R = M. Réciproquement, si il existe u € E et R > 0 tels que pour tout = € A,
on a d(u,x) < R. Alors d’aprés 'inégalité triangulaire, pour tout (x,y) € Ax A,
on a d(z,y) < d(z,u) +d(u,y) < 2R et donc M = 2R convient. [

Définition 2.3 Soit A une partie non vide et bornée de E. On appelle diamétre

de A le nombre §(A) = sup d(z,y).
(z,y)eAx A

Définition 2.4 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie non vide de E.
Pour tout x € E, on pose d(x, A) = in£ d(z,a).
ac

Définition 2.5 Soit A, B deux parties de E. On appelle distance entre A et

B le nombre d(A,B) = inf d(a,b). On a
(a,b)eAx B

d(A,B) = CILI€1£ gg}_g d(a,b) = ;Ieljg d(a,B) = ggg d(A, D).
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Définition 2.6 Soit (E,d) et (E',d') deuzx espaces métriques et f : E — E'.
On dit que f est une isométrie si et seulement si [ est bijective et pour tout

(x,y) eEEXE, dl(f(l‘),f(y)) = d(x’y)

Remarque 2.1 En fait si pour tout (z,y) € E x E, d'(f(z), f(y)) = d(z,y),

alors [ est injective (car si f(x) = f(y) alors d(z,y) = d'(f(z), f(y))), mais
n’est pas surjective en général.

Exemple 2.7 SiC est muni de la distance usuelle et R? est muni de la distance
Do, alors Uapplication F(z,y) = x + iy est une isométrie de R? sur C.

2.2 Topologie associée & une distance

Définition 2.7 Soit (F,d) un espace métrique, x € E et r > 0.

L’ensemble B(x,r) = {y € E/d(x,y) < r} est appelé boule ouverte de centre
x et de rayon r.

L’ensemble B'(x,r) = {y € E/d(z,y) < r} est appelé boule fermée de centre
x et de rayon r .

Remarque 2.2 On a toujours B(x,r) € B'(xz,r). B(x,r) peut se réduire a {x}
(par exemple dans Z pour la distance usuelle, on a B(k,1/2) = B'(k,1/2) =
{k}). Notez que des rayons (et des centres) différents peuvent donner le méme
ensemble.

Le lemme suivant est évident mais sera trés souvent utilisé.

Lemme 2.3 Soit (E,d) un espace métrique, (x,y) € E x E et R > 0.
Siye B(xz,R) et r < R—d(x,y) alors B(y,r) € B(zx, R).
Siye B'(z,R) et r < R—d(x,y) alors B'(y,r) € B'(z, R).
Si R>=r+d(x,y), alors B(z,R) D B(y,r) et B'(z,R) o B'(y,r).
Sir+ R < d(z,y) alors B(x,r) n B(y,R) = &.
Sir+ R < d(z,y) alors B'(z,7) n B'(y,R) = &.

PREUVE. Siy e B(z,R), alors d(x,y) < R. Si z € B(y,r), alors d(z, z) <
d(z,y) + d(y,z) < d(z,y) +r < R et donc B(y,r) c B(x, R). Les preuves des
autres inclusions sont similaires et sont laissées en exercice. []
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Exemple 2.8 1) Soit R muni de la distance usuelle. Pour tout x € R et tout
r>0,o0onaB(z,r)={yeR/|x—y| <r}=]z—r,c+r[. Réciproquement,
pour tout (a,b) € R x R, on a Ja,b[= B(%$2,%5%) (et le centre et le
rayon sont uniques). Donc les boules ouvertes de R sont exactement les
intervalles ouverts et bornés de R. De méme l’ensemble des boules fermées

coincide avec les intervalles fermés et bornés de R.

2) Soit R, muni de la distance d(z,y) = |Arctanz — Arctany|. Les boules
ouvertes de R sont les ensembles suivants ]a,b[, Ja, +oo[, Ja, +o0], | —
w,af, [~o,a[, R et R (ot a et b sont des réels). Notez que pour les
ensembles |a, +w] et [—o0,al, il n’y pas unicité du centre et du rayon
permettant de les écrire comme des boules ouvertes de R.

Proposition 2.4 Soit (E,d) un espace métrique et O une partie non vide de
E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) O est réunion de boules ouvertes,

2) pour tout x € O, il existe r > 0 tel que B(x,r) c O.

PREUVE. 2) = 1) Pour tout = € O, il existe r, > 0 tel que B(z,r,) c O,
et donc UzeoB(x,r,) € O. Comme x € B(z,r;) pour tout € O, on a aussi
O C UgeoB(x,ry).

1) = 2) Si O = UerB(w;,r;) alors pour tout z € O, il existe i € I tel que
z € B(z;,1;). Pour r = r; —d(z,2;) > 0, on a B(z,r) € B(z;,r;) < 0.

Remarque 2.3 on convient dans la suite que uie@B(xi,r) =.

Théoréme 2.5 L’ensemble des parties de E vérifiant les propriétés 1) ou 2)
de la proposition précédente, définit une topologie sur E. On [appelle topologie
associée a la distance d.

PREUVE. Soit O = {ensembles des parties de E vérifiant 1) ou 2)}. Seule
la stabilité par intersection finie pose probléme. Soit (O1,---,04) € OF et
z € M<i<kO;. 1 existe r; > 0 tel que B(z,r;) < O;. Alors B(z, min(r;)) <
M<i<k0i- O

Définition 2.8 Un espace topologique (E, Q) est dit métrisable s’il existe une
métrique d sur E telle que la topologie associée a d soit égale a O.
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Exemples 2.9 1) La topologie associée a la distance usuelle de R est la
topologie usuelles de R. Il existe d’autres distances sur R dont la topologie
associée est la topologie usuelle de R (par exemple d(x,y) = |Arctanz —
Arctany|).

2) La topologie de R induite par la distance d(x,y) = |Arctanz — Arctany|
est la topologie usuelle de R.

3) La topologie associée a la distance triviale est la topologie discréte.

Proposition 2.6 Soit (E,d) un espace métrique
1) toute boule ouverte de E est une partie ouverte de E.

2) toute boule fermée de E est une partie fermée de E.

PREUVE. La propriété 1) est vraie par définition de la topologie associée a
d.

Soit y € E\B'(x,r), alors d(x,y) > r. Soit | = d(z,y) —r, alors B(y,l) c
E\B'(z,r) (si d(y, z) <!l alors d(z,z) = d(y,x) — d(z,y) > d(y,z) — 1l =7). O

Remarque 2.4 Comme B(z,r) c B'(x,r) et que B'(z,r) est fermée, on a
B(z,r) ¢ B'(xz,r). Mais Uadhérence de B(z,r) n'est, en général, pas égal a
B'(x,r). De méme, on a B(x,r) c Int B'(x,r) et lintérieur de B'(x,r) n’est,
en général pas égal a B(x,r).

Exemple 2.10 Soit Z muni de la distance usuelle. Alors B(0,1) = {0}, donc
B(0,1) = {0}. Or B'(0,1) = {-1,0,1}. De méme, { B'(0,1) = {-1,0,1} (car
c’est un ouvert de Z pour la distance usuelle) contient strictement B(0,1) =

{0}

Proposition 2.7 Soit (E,d) un espace métrique muni de la topologie associée
a d. Pour tout a € E, (B(a, 1)) est un SF'V dénombrable de a.

1
n’//neN
Théoréme 2.8 Tout espace métrique est sépareé.

PREUVE. Six #yetl=d(z,y), alors B(x,l/2) n B(y,1/2) = &. O
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2.2.1 Distances topologiquement équivalentes, distances équi-
valentes

Définition 2.9 Soit E un ensemble, d et d’ deux distances sur E. On dit que d
et d' sont topologiquement équivalentes si et seulement si les topologies associées
ad et d coincident.

Définition 2.10 On dit que deuz distances d et d’ sont équivalentes si et seule-
ment si il existe A >0 et B > 0 tels que Ad'(z,y) < d(x,y) < Bd'(z,y) pour
tout (z,y) e E x E.

Proposition 2.9 Deuz distances équivalentes sont topologiquement équivalentes
(la réciproque est fausse).

PREUVE. Soit O et O les topologies associées a d et d', O € O et x € O.
Comme O est un ouvert pour la distance d, il existe r > 0 tel que By(z,r) < O.
Sid'(x,y) < R/Balorsd(x,y) < R, donc By (z, R/B) € By(x, R) € O. Comme
7 est un point quelconque de O, on en déduit que O € O'. D’oa O c O'. De
méme, on montre O’ < O.

Exemple 2.11 Soit d la distance usuelle sur R et d’ la distance définie par
d'(z,y) = |Arctan(z) — Arctan(y)|. Alors Id : (R,d) — (R,d’) est un homéo-
morphisme (en utilisant la continuité de tan et Arctan) et donc les topologies
sont les mémes et d et d' sont topologiquement équivalentes, mais elles ne sont
pas équivalentes car R est borné pour d’ mais non borné pour d.

Exercice 2.1 Montrer que si (E,d) est un espace métrique, alors d'(z,y) =
d(z,y)

Trd(z,y) est une distance sur E, bornée et topologiquement équivalente a d.

Théoréme 2.10 Soit ((Ei7di))1<i<n une famille finie d’espaces métriques.
Les trois métriques D1, Do ou D, définies plus haut sur B4 x --- X E,, sont
équivalentes et donc définissent la méme topologie sur E1 x --- x E,.

2.2.2 Distance induite, distance et topologie produit

Définition 2.11 Soit (E,d) un espace métrique, X < E et d' la restriction de
daXxX (d=dxxx) d estune distance sur X appelée la distance induite
sur X pard.
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Proposition 2.11 Soit (E,d) un espace métriqgue muni de la topologie associée
a d. On note O la topologie de X induite par la topologie de E et O la topologie
sur X associée & la métriqgue d' induite sur X par d. Alors O = O, i.e. la
topologie associée a la distance induite est la méme que la topologie induite par
la topologie de E.

PrREUVE. Cette proposition découle facilement de ’égalité By (x,r) =
By(z,7) n X et de la définition de la topologie associée & une métrique. []

Soit ((Ei,d;)), ., une famille d’espace métrique et O; la topologie sur E;
associée & d;. On peut munir £ x-- - x E,, de la topologie produit des topologies
O; et de trois métriques D1, Dy ou D,

Théoréme 2.12 La topologie sur Ey x --- x E, obtenue par produit des to-
pologies sur E; associée a d; est la méme que la topologie associée a l'une des
trois distances D1, Dy, D..

PREUVE. Soit ¢ = (z1,---,2,) un point de £ = E; X --- x E,, et r > 0.
On a

Bp, (z,7) ={y€ E/Dy(z,y) <r}={ye E/ miaxdi(aci,yi) <r}
={ye E/di(zi,y;) <r,Vi}

D’ou Bp, (z,r) = Iy By, (z, 7).

Soit O la topologie produit des topologies O; associées aux distances d; et
O’ la topologie associée & D...

Soit O € O, alors O = v;{); ol chaque §2; est un ouvert élémentaire de E.
Pour avoir O c @, il suffit donc de montrer que les ouverts élémentaires de
O sont dans O'. Or si x = (x1, -+ ,2p) € @ = O1 x -+ x Oy, ou O; est un
ouvert de F; pour la distance d;, il existe r; > 0 tel que By, (x;,7;) < O;. Soit
r = min,(r;) > 0, alors

BDL(x,T) = H?:le,- (a:i, ’I") C H;-lledi (xi,ri) C H?lei =0

Donc O € O'.

Réciproquement, si O € ', alors O est une réunion de boules ouverts
Bp,, (z,7), qui, d’aprés ce qui précede, sont des produits II?" ; By, (x;, r) et donc
des ouverts élémentaires de O. Dot O € O et O’ < O. [
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2.3 Continuité, uniforme continuité

2.3.1 Continuité en un point

Soit (E,d) et (F,d’) deux espaces métriques, O et O les topologies associées,
f:E—>FetackFE.

Rappelons que f est continue en a si et seulement si pour tout V € V(f(a)),
il existe U € V(a) tel que f(U) c V. Comme (Bd(a,p))p>0 et (de(f(a),p))p>0
sont des SFV de a et f(a), on peut réécrire la définition de la continuité en a
de la maniére suivante.

Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que f(Ba(a,€)) © Ba(f(a),n), ou ce
qui revient au méme, pour tout € > 0, il existe 7 > 0 tel que pour tout x € F,
si d(z,a) < nalors &' (f(z), f(a)) <e

Remarque 2.5 Comme (B'(x,p))p>0
la définition de la continuité en changeant une ou deux des inégalités strictes
par une inégalité large.

est aussi un SFV de x, on peut réécrire

2.3.2 Continuité global, continuité uniforme

Une application f : E — F est continue sur F si et seulement si f est continue
en tout point de xz € E et donc, dans le cas ot E et F sont des espaces métriques,
on a la caractérisation suivante.

Proposition 2.13 Si (F,d) et (F,d’) sont des espaces métriques, alors [ :
E — F est continue sur ' si et seulement si pour tout x € E et pour tout e > 0,
il existe > 0 tel que pour tout y € E, si d(z,y) <n alors d'(f(x), f(y)) <e.

Remarque 2.6 Dans cette définition, le module de continuité n dépend de € et
du point x. A ne pas confondre avec la continuité uniforme, dont la définition
est la suivante.

Définition 2.12 Pour tout € > 0, il existe n > 0, tel que pour tout (x,y) €
E x E, sid(z,y) <mn, alors d’ (f(a:), f(y)) <e.

Dans cette définition, le module de continuité n ne dépend pas de x mais
seulement de e.

Proposition 2.14 Une fonction uniformément continue est continue. La ré-
ciproque est fausse.
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Exemple 2.12 f(z) = 22 est continue sur R mais pas uniformément continue.

Remarque 2.7 Par contraposée, on obtient que f n'est pas uniformément
continue sur E si et seulement si il existe deuz suites (xy,)nen €t (Yn)nen d’€lé-
ments de E telles que d(xy,,y,) — 0 et d’(f(xn), f(yn)) ne tend pas vers 0.

2.3.3 Applications Lipschitziennes

Définition 2.18 Soit (E,d) et (F,d’) deuz espaces métriques et f : E — F.
On dit que f est K-Lipschitzienne si et seulement si il existe K > 0 tel que
d'(f(z), f(y)) < Kd(z,y) pour tout (z,y) € E x E.

En particulier, une isométrie est 1-Lipschitzienne.

Proposition 2.15 Toute application Lipschitzienne est uniformément conti-
nue.

Proposition 2.16 Soit dy et do deux métriques topologiquement équivalentes
sur E, dy et dy deux métriques topologiquement équivalentes sur F. Alors f :
(E,d1) — (F,d}) est continue si et seulement si f : (E,dy) — (F,d}) est
continue. En revanche, l'uniforme continuité n’est pas conservée.

PREUVE. Cela découle directement de la définition des métriques topo-
logiquement équivalentes et de la caractérisation de la continuité par images
réciproques des ouverts. []

Proposition 2.17 Soit d; et do deuz métriques équivalentes sur E, d} et dj
deux métriques équivalentes sur F. Alors [ : (E,dy) — (F,d}) est uniformé-
ment continue (respectivement Lipschitzienne) si et seulement si f : (E,dg) —
(F,d) est uniformément continue (respectivemnent Lipschitzienne).

PREUVE. Exercice. [J

Exemples 2.13 1) Soit (E,d) un espace métriqgue. On muni R de la dis-
tance usuelle et E x E d’une des distances produit D1, Do ou D... Alors
Uapplication d : E x E — R est Lipschitzienne et donc uniformément
continue (|d(z,y) — d(z',y")| < |d(z,y) — d(y,2')| + |d(«’, y) = d(y',2")| <
d(z,2") +d(y,y') = D1((z,9), (=',9)))-
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2) Soit A une partie de E. Alors Uapplication dy : E — R définie par
da(x) = d(z, A) est 1-Lipschitzienne:

pour tout z € A, on d(x,z) < d(z,y) + d(y, z). On en déduit d’abord que
infyead(x,?) < d(x,2) < dlz,y) + d(y, 2), puis que inf,cad(z,2") <
d(z,y) + inf,ea d(y, z). D’ow d(x, A) < d(z,y) + d(y, A). De méme, on
montre que d(y, A) < d(z,y) + d(z, A).

2.4 Caractérisations sequentielles

Soit (E, d) un espace métrique. Comme pour tout x € E, la famille (B(z,€)) _,
est un SFV de x dans F, on en déduit la réécriture suivante de la définition de
la limite d’une suite dans un espace métrique

Proposition 2.18 Soit (E,d) un espace métrique et (T,)nen une suite d’élé-
ments de E. Alors (x,)nen tend vers | si et seulement si pour tout € > 0, il
existe N € N tel que d(l,z,) < € pour tout n > N.

Comme un espace métrique est séparé, la limite d’une suite est unique quand
elle existe.

2.4.1 Points adhérents, parties fermées

Théoréme 2.19 Soit (E,d) un espace métrique, A une partie non vide de E
etxe E. xe A sietseulement si x est limite d’une suite de point de A.

PREUVE. Soit (a,)nen une suite de points de A qui tend vers x. Pour tout
V e V(x) il existe N € N tel que pour tout n > N, a,, € V. Comme a, € A, on
aa, € AnV # et donc x € A.

Réciproquement, soit z € A. B(x, %) étant un voisinage de z, il intercepte
A. Soit a, € A n B(x, %), alors (a,)nen est une suite de points de A vérifiant
d(z,a,) < % pour tout n € N, i.e. (a,)nen est une suite de points de A qui tend
vers . []

Remarque 2.8 D’aprés la preuve précédente, si (E, Q) est un espace topolo-

gique et si x est la limite d’une suite de points de A alors x € A. Mais la
réciproque n’est pas vraie dans tous les espaces topologiques.
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Théoréme 2.20 Soit (E,d) un espace métrique, A une partie non vide de E
etxeFE.

x est un point d’accumulation de A si et seulement si il existe une suite
(@ )nen € AN telle que a,, — x et a, # = pour tout n € N,

si et seulement si il existe une suite (an)nen € AN telle que a,, — x et
Ap # Gy pour tout n # m.

PREUVE. Si (a,)nen est une suite de points de A qui tend vers z et telle
que a,, # x, pour tout n € N, alors pour tout V € V(z), il existe N € N tel que
VYn =N, a,€eV.Or,a, # z et donc a, € An (V\{z}) # &. On en déduit que
 est un point d’accumulation de A.

Si (an) est une suite de points deux a deux distincts de A qui tend vers z
alors il existe au plus un indice ¢ € N tel que a, = x. Donc (a,)n>q €st une
suite de points de A distincts de z qui tend vers z.

Si z est un point d’accumulation de A, alors (B(z,1)\{z}) n A est non vide
donc contient un point a;. De méme, [B(x min(%,d(z,a1)))\{z}] n A # &
donc contient un point as qui est forcément distinct de a;. On construit en
itérant une suite (a,) telle que Yn € N, aj, 41 € [ B(z, min( n-ll-l’ d(zx, an)))\{z}]
A. Donc la suite (ay,)nen est une suite de points de A 2 a 2 distincts qui tend
vers z car d(z,a,) < .0

Théoréme 2.21 (Caractérisation séquentielle des fermés) Soit (E,d) un
espace métrique, A une partie de E. A est fermée si et seulement si pour toute
suite (an)neny € AN, si (a,) tend vers v € E alors x € A.

PREUVE. Si A est fermé alors A — A. Or, si (a,) est une suite de points
de A qui converge vers un point z € E, alors x € A et donc z € A.

Réciproquement, si x € A, alors x est limite d’une suite (a,) de points de
A et donc, par hypothése on a = lima, € A. Dot Ac A, ie. A= Aet A
est fermé. ]

Corollaire 2.22 Soit A une partie non vide d’un espace métrique (E,d) et
rzeF.
Alors d(x, A) = 0 si et seulement si v € A.

PREUVE. Si z € A, alors il existe (a,) € AV tel que a, — x. Comme
d(an,x) = 0, on a d(z, A) < infpeyd(an,z) =0 et donc d(z, 4) =0
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Si d(z, A) = 0, alors Yn € N*, il existe a, € A tel que 0 < d(x,ay) <
Alors la suite (ay,)nen est une suite de points de A qui tend vers z. D’ou x €

O

l-
A.

2.4.2 Limites de fonctions

Rappelons que si (E,d) et (F,d') sont deux espaces métriques, X est une partie
non vide de E, f : X — F est une application et @ € X, alors f admet une
limite [ quand x tend vers a en restant dans X si et seulement si pour tout
Ve V(l), il existe U € V(a) tel que f(UNn X) V.

Théoréme 2.23 Soit f: E—>F,Xc E,aeXetleF.Ona lime(x)z

T—a, TE

l si et seulement si pour toute suite (x,,) de points de X qui tend vers a, on a
lim f(z,) =1L
n—o

PREUVE. Supposons que lfi‘m . f(x) =1 et soit (x,) une suite de points
T—A, €

de X qui tend vers a. Soit V € V(I). Il existe U € V(a) tel que f(Un X) cV,
et comme x, — a, il existe N € N, tel que z,, € U pour tout n > N. Comme
xn € X,onax, € UnX etdonc f(x,) €V pour tout n > N. D’ou f(z,) — .

Réciproquement, s’il existe Vy € V(1) tel que pour tout U € V(a), f(U n X)
n’est pas inclus dans Vj, alors pour tout n € N, U = B(a, %) € V(a), et comme
f(B(a,£) n X) n’est pas inclus dans V, il existe z, € B(a, =) n X tel que
f(xn) ¢ Vo. Alors z,, — a (car d(z,,a) < L et f(2,) ne tend pas vers [ (car ne
rentre jamais dans le voisinage Vp). [J

Théoréme 2.24 Soit f : E - F, X c E eta e X. f a une limite quand
x tend vers a en restant dans X si et seulement si pour toute suite (X, )nen

d’éléments de X qui tend vers a, (f(:rn))neN a une limite dans F.

PREUVE. Le sens direct découle du théoréme précédent.

Réciproquement, si (x,,) et («,) sont des suites de X qui tendent vers a, on
note [ = lim f(x,) et I’ = lim f(a). On pose yan, = =p, €t Yop41 = . Alors
yn — a et donc f(y,) converge. Or f(x,) et f(x]) sont deux suites extraites
de f(yn) d’oul =1. On en déduit qu'’il existe [ telle que pour toute suite ()
de points de X qui tend vers a, on ait nh—r}%O f(x,) = 1. On conclut grace au

théoréme précédent. []

On en déduit la caractérisation suivante de la continuité.
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Théoréme 2.25 Soit (E,d) et (F,d') deuz espaces métriques, f : E — E' et
a € E. [ est continue en a si et seulement si pour tout suite (T, )nen d’éléments
de E, telle que x,, — a, la suite (f(xn))nen @ une limite dans F.

La limite est alors nécessairement f(a).

En combinant les deux derniers résultats, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.26 Soit f : E — F, X c E et a € X. Si pour toute suite (T, )nen
d’éléments de X qui tend vers a, (f(:z:n))neN a une limite | dans F', alors la
fonction f: X U {a} — F, définie par f = f sur X et f(a) =1, est continue
en a.

On dit que f est la prolongement de f par continuité en a.

2.4.3 Valeurs d’adhérence d’une suite

Définition 2.14 Soit (E, O) un espace topologique, (x,,)nen une suite de points
de E et a € E. a est une valeur d’adhérence de (x,)nen si et seulement si pour
tout V € V(a), pour tout n € N, il existe p = n tel que x, € V.

Remarque 2.9 Si a est la limite de (x,)neny alors tout voisinage V de a
contient tous les x,, (sauf un nombre fini).

Si a est une valeur d’adhérence de (x,)nen alors tout wvoisinage V de a
contient une infinité de x,,.

Définition 2.15 Soit (z,,)nen une suite. On appelle suite extraite de cette suite

toute suite de la forme (m¢(n))n€N, ot ¢ : N — N est strictement croissante.

Théoréme 2.27 Soit (E,d) un espace métrique. a est une valeur d’adhérence
de la suite (x,)nen si et seulement si il existe une suite extraite (Ty(n))nen de
la suite (Tn)nen qui tend vers a.

PREUVE. Supposons qu’il existe une suite extraite (24(,))nen qui tend vers
a. Soit V € V(a) et n € N, alors il existe N € N tel que pour tout &k > N,
T4y € V. Comme ¢ est strictement croissante, on a ¢(k) > k pour tout k
(récurrence), donc si k = max(N,n), on a ¢(k) = n et z4;) € V donc a est une
valeur d’adhérence de (2, )nen-

Réciproquement, si a est une valeur d’adhérence de (z,,), alors il existe
p1 = 0 tel que z,, € B(a,1). On pose ¢(1) = py. Il existe ps = ¢(1) + 1 tel
que z,, € B(a,1). On pose ¢(2) = ps. On a bien ¢(1) > ¢(2). On suppose
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construits ¢(0) < ... < ¢(n) tels que Vk € {1,...,n}, z4) € B(a, +). On pose
V = Ba, n%rl), alors il existe p,4+1 = ¢(n) + 1 tel que p,+1 € V. On pose
d(n+1) = pny1, et on a 4,11y € Bla, %H) et p(n+1) > ¢(n) > ... > ¢(1).
On en déduit, par récurrence, qu’il existe une suite (¢(n)) strictement croissante
telle que zy(,) — a. [

Remarque 2.10 Pour certains problémes, il est plus commode d’utiliser la
définition d’une valeur d’adhérence plutdt que la caractérisation avec les suites
extraites.

Remarque 2.11 D’aprés la preuve qui précede, si (E,O) est un espace topo-
logique et qu’une suite extraite de la suite (x,) tend vers a, alors a est une
valeur d’adhérence de (x,)nen. La réciproque est fausse en général dans un
espace topologique.

Remarque 2.12 1) Une suite peut avoir plusieurs valeurs d’adhérence ou
aucune (par exemple ((—1)”)nEN a deux valeurs d’adhérence dans R et
(n)nen n'a pas de valeur d’adhérence dans R).

2) Si (p)nen est convergente alors (x,)nen @ pour seule valeur d’adhérence
la limite. La réciproque est fausse en général ((xe,) =1 et xopy1 =n n'a
qu’une valeur d’adhérence dans R mais ne converge pas).

3) L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite dépend de l’ensemble dans
lequel la suite est considérée (par exemple la suite (%)neN admet 0 comme
valeur d’adhérence dans R mais n’a pas de valeur d’adhérence dans R ).

4) Soit E1 x Ey un produit d’espaces métriques, (T, Yn)nen une suite d’élé-
ments de E1 x Eo et (a1, a2) € E1 x Es. Si (a1,a2) est une valeur d’adhé-
rence de (Tn,Yn)nen alors ay est une valeur d’adhérence de (z)nen et

as est une valeur d’adhérence de (yn)nen- La réciproque est fausse car
(—1,1) n'est pas valeur d’adhérence de la suite ((—1)", (—1)")neN.

Théoréme 2.28 Soit (E,d) un espace métrique, (Tn)nen une suite de points
de E et l’ensemble A des valeurs d’adhérence de (xy,)nen. Alors A est un fermé
de E et plus précisément, si on pose S, = {xp, p = n}, alors A = AneNSn.
(noter qu’on peut avoir A = ).
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PREUVE. a est une valeur d’adhérence de (x,,)ne, si et seulement si pour
tout V' € V(a) et pour tout n € N, il existe p > n tel que x, € V. Donc a est une
valeur d’adhérence de (2, )ne, Si et seulement si pour tout V € V(a) et pour
tout ne N,ona S, nV # ¢&. On en déduit que a est une valeur d’adhérence
de (z,)ney si et seulement si a € S,, pour tout n € N. []

2.4.4 Cas des suites réelles

Théoréme 2.29 Soit (x,) une suite de réels. L’ensemble A des valeurs d’adhé-
rence de (r,)nen dans R est un fermé non vide de R. A admet dans R un plus
grand et un plus petit élément. On les appelle respectivement la limite supérieure
de (zp)nen et la limite inférieure de (x,)nen. Notées limsup x,, et liminf x,,.

PREUVE. Si (2n)nen est bornée dans R, alors le théoréme de Bolzano-
Weierstrass permet d’extraire une suite convergeant dans R. Si (z,,),en est non
majorée alors on peut extraire une suite tendant vers +00. Si (2, )nen €st non
minorée alors on peut extraire une suite qui tend vers —oo. Donc A # . On

en déduit que A admet une borne supérieure et une borne inférieure dans R.
Comme A= A,onasupAe AetinfAe A. [

Remarque 2.13 L’intérét pratique des limites supérieure et inférieure est qu’elles
existent toujours pour toutes les suites réelles (contrairement auz limites).

Lemme 2.30 Soit (z,,)neny une suite réelle. On pose S, = {x,, p = n}, y, =
sup S, et z, = inf S,,. Alors (yn)nen est une suite décroissante d’éléments de
R qui tend vers limsup x,, et (zn)nen est une suite croissante d’éléments de R
qui tend vers liminf z,,.

PREUVE. Pour tout ne N, S,,.1 < S, donc yni1 < yn €t 2,11 = 2,. Donc
les suites (y,) et (2,,) sont monotones, et donc convergentes dans R.

Soit n € N fixé. Pour tout p > n, on a S,  S,, et donc S, = S,,. Comme
yp =sup S, € Sy, on a y, € Sy, Vp = n. Comme S, est fermé, on a limy, € S,
pour tout n, et donc limy, € N, S, = A. D’oi1 limy,, < limsupx, = sup A.

Comme lim sup z,, est une valeur d’adhérence de (z,,)ren, il existe une suite
extraite (Ty(n))nen telle que x4,y — limsup x,. Comme ¢(n) = n, on Ty, €
Sy, pour tout n, donc g,y < yn pour tout n. En passant a la limite, on obtient
limsup z,, < limy,,.

La preuve de lim z,, = liminf z,, est similaire. []
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Théoréme 2.31 Soit (x,) une suite d’éléments de R. (x,)nen converge dans
R si et seulement si on a liminf x,, = limsup z,, .

PREUVE. Si (z,)nen converge alors elle n’a qu’une valeur d’adhérence, d’ou
I’égalité.

Réciproquement, si limsupx, = liminfz, = [, alors pour tout ¢ > 0 il
existe n; € N et ny € N tels que pour tout n > ny, l —e < y, <1+ € et pour
tout n = no, l—e < z, <1+¢€ (00 (Yn)nen €t (2n)nen sont les suites introduites
plus haut). Donc pour tout n > max(ni,ng),onal—e < z, <z, <y, <l+e.
On en déduit que z,, — [. [

Proposition 2.32 On a les régles de calcul suivantes.
1) limsup —z,, = —liminf z,, et liminf —x,, = —limsup z,,.
2) Sizy, < ), Yn e N, alorsliminf z, < liminf !, etlimsup z, < limsupa),.

3) limsup(z,+2)) < limsup z,+limsup 2}, et liminf(z,+2,) > liminf z,,+
liminf 2!, (on a pas nécessairement 1’égalité).

4) Si(x,) aune limitex > 0, on a limsup x,2), = zlimsup 2}, et liminf 2,2, =
xliminf z},. En revanche on n’a pas lim sup(z,,) = limsup x,, lim sup z7,
ng liminf z, 2!, = liminf x,, iminf !, en général (méme si x, > 0 Yn €
N).

PREUVE.

2) Si x, < m;, pour tout n > p, alors z,, <y, pour tout n > p et donc
Yp < y; pour tout p. En passant & la limite, on a limy, < lim y;.

3) xy, = zn+x, < yp+y, pour tout n = p, d’ott y; <y, +y, et limsup(z, +

"
x;,) < limsup z,, + limsup z7,.

4) Soit (:z:¢(n):c;)(n)) une suite extraite qui tend vers limsup(z,z,,) alors

!
’ _ ZTo(m)Ty(n) lim sup(znx)) : /
Tpmy — T €t Tyny = ot — - . Comme limsup ],

/

lim sup(zn,z!)
n o n S

est la plus grande des valeurs d’adhérence de (2}) on a
lim sup z,.
Réciproquement, soit x7, (ny — limsup 7, alors Ty () Ty, (ny — @ limsup x, <

4 / 4 ! I A /
lim sup x,, 2}, car alors z lim sup ], est une valeur d’adhérence de (z,z},).
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Nous finissons une application, illustrant la simplification apportée a I’étude
des limites de suites par les notions de lim sup et lim inf.

Proposition 2.33 On dit qu’une suite de réels positifs (x,,)nen est sous-multiplicative
si et seulement si pour tout (p,q) € N2, on a zp4q < 1 X 74.

L’exzemple type est la suite x,, = |M™|| ot M est une matrice carrée (réelle
ou compleze) et || - | est une norme d’algébre (ou d’opérateur) sur les matrices.

1
Pour toute suite sous-multiplicative, on a lim(z,)* = inf{z;, € N}.

PREUVE. On pose y, = (xn)% Soit p € N fixé et n € N quelconque. 11
existe un unique couple (g,7) € N2 tel que n = pg+ 17 et r < p. On a alors

n—r 1

i S < L PEF  PatT T
Yn = (qu+r)pq+r < (quxr)pﬁ'r < Tp Ty =Tp Ty

n—r

n—r i 1

"—;Lrﬁ%et " Tt - .
On en déduit que lim sup y,, < ¥, pour tout p et donc limsup y,, < inf{y,/p €
N}. Comme par ailleurs, on a y,, > inf{y,/p € N}, on en déduit que liminf y,, >

inf{y,/p € NJ.

Comme par ailleurs, on a toujours liminfy, < limsupy, on en déduit
que liminfy, = limsupy, = inf{y,/p € N}. Donc la suite (y,) converge vers
inf{y,/p € N}. O

or r < p donc
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Espaces connexes

Remarque préliminaire: Considérons l’espace E =]0,1[u]2,3[ muni de la
métrique induite par celle de R. Alors O; =]0, 1] est a la fois ouvert et fermé
dans F, puisque O1 = En]0,1[= E n [0,1]. Il en est de méme de O3 =]2, 3[.

3.1 Généralités

Définition 3.1 Soit E un espace topologique. Les propriétés suivantes sont
équivalentes:

i) E et & sont les seules parties ouvertes et fermées de E.

i1) Il n’existe pas de couple (O1,02) d’ouverts non vides de E qui sont dis-
joints et de réunion égale 4 E.

iii) 1l n’existe pas de couple (Fy, Fy) de fermés non vides de E qui sont dis-
joints et de réunion égale a E.

On dit que E est un espace connexe si et seulement si E vérifie l'une des
ces propriétés.

Exemple 3.1 Soit E = {x,y} muni de la distance discréte définie par d(x,y) =
1 (i.e. de la topologie discréte). Alors E n’est un espace conneze puisqu’on peut
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46 CHAPITRE 3. ESPACES CONNEXES

lécrire comme réunion disjointe de deuzx parties non vides (et que toutes les
parties de E sont ouvertes et fermées).

Exemple 3.2 7Z muni de la distance induite par celle de R n’est pas connexe
({0} et Z\{0} sont ouverts dans Z).

Définition 3.2 Soit E un espace topologique et X une partie de E. On dit que
X est une partie connexe de E (ou plus simplement un connexe de E) si et
seulement si X muni de la topologie induite par celle de E est conneze.

Proposition 3.1 La propriété pour une partie d’étre conneze est intrinséque:
si ' ¢ E est muni de la topologie induite par celle de E alors les parties
connexes de E' sont les parties connexes de E contenues dans E’.

PrREUVE. On note Op la topologie de E et Og: la topologie induite sur
E’ par Og. Par transitivité de la topologie induite, si X < E' c E, alors
les ouverts (respectivement les fermés) de X pour la topologie induite par
OF sont les mémes que les ouverts (respectivement les fermés) de X pour la
topologie induit par Og/. On en déduit facilement la proposition en appliquant
la caractérisation ) de la connexité. []

Théoréme 3.2 Soit E et F' deux espaces topologiques et f : E — F wune
application continue. Si E est conneze alors f(E) est une partie conneze de F'.

PREUVE. Soit O une partie ouverte et fermée de f(FE) pour la topologie
induite. Comme f est continue comme application & valeurs dans f(FE) muni
de la topologie induite, on en déduit que f~(O) est un ouvert et un fermé de
E. Comme E est connexe, on en déduit que f~1(O) est soit vide soit égal a E.
Comme O = f(f1(0)), on obtient que O est soit vide soit égal & f(E) entier.
Donc f(F) est connexe. []

La proposition suivante est trés pratique pour ’étude des espaces connexes.
Proposition 3.3 Soit E un espace topologique. E est un espace conneze si et

seulement si toute application continue de E dans {0,1} est constante. (ici on
munit {0,1} de la topologie discréte).

PREUVE. Si E est connexe et f: E — {0,1} continue, alors f(FE) est une
partie connexe et non vide de {0,1}. Or {0,1} n’est pas connexe (car {0} est
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ouvert et fermé dans {0, 1}), donc f(E) est égal a {0} ou {1}. On en déduit que
f est constante.

Réciproquement, si £ n’est pas connexe, alors E = O; u O avec O; et
Os ouverts disjoints non vides de E. On définit f : E — {0,1} en posant
flx)=0size O et f(z) =1size Oz f est bien définie sur E car O; et O
sont disjoints et de réunion égale & E. Comme f~1(@) = &, f~1({0}) = Oy,
F7H{1}) = Oz et f71({0,1}) = E, on en déduit que I'image réciproque de tout
ouvert de {0, 1} est un ouvert de E. Donc f est continue et non constante sur

E. O

La proposition précédente se généralise facilement.

Proposition 3.4 Soit E un espace topologique et D un espace topologique dis-
cret (i.e. muni de la topologie discréte. E est conneze si et seulement si toute
application continue f : E — D est constante.

Proposition 3.5 Soit E un espace topologique et (A;)icr une famille quel-
conque de parties connexes de E. Si nierA; # & alors Uer A; est conneze.

PREUVE. Fixons un point a € nerA; (c’est possible car cette intersection
est supposée non vide). Si f : U;erA; — {0,1} est une application continue,
alors f|4, est continue, et donc constante par connexité de A;. Comme a € A;
pour tout 7 € I, on a f(x) = f(a) pour tout x € A;. On en déduit que f est
constante égale & f(a) sur U,erA;. O

Remarque 3.1 Attention, la réunion de deuzr conmezes d’intersection vide
n’est pas conneze en général (voir l'exemple donné en remarque préliminaire).
De méme, l'intersection de 2 connexes n’est pas une partie connexe en général.

Proposition 3.6 Soit E' un espace topologique et A une partie conneze de E.
Si B est une partie de E telle que A c B c A alors B est conneze.
En particulier, l’adhérence d’une partie conneze est conneze.

PREUVE. Soit f : B — {0,1} une application continue. Comme A est
connexe et que f est continue sur A, on obtient que f est constante sur A.
Comme f est continue sur B, 'ensemble {x € B, f(x) € f(A)} est un fermé
de B contenant A. Donc f est constante sur ’adhérence de A dans B qui est
B n A= B. On en déduit que f est constante sur B. []
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Remarque 3.2 L’intérieur d’une partie connexe n’est pas nécessairement connexe.
En effet, la réunion de deuz disques fermés et tangents extérieurement de R?

est connexe (comme réunion de connexes d’intersection mon vide), mais son
intérieur est la réunion des disques ouverts correspondant (qui sont non vides

et disjoints) et donc n’est pas conneze.

3.2 Parties connexes de R

Définition 3.3 Une partie I de R est un intervalle si et seulement si pour tout
couple (x,y) d’éléments de I, si x <y alors [z,y] I (i.e. les intervalles de R
sont les parties convezes de R).

Théoréme 3.7 Les parties connezxes de R sont les intervalles de R.

PREUVE. Si I n’est pas un intervalle de R alors il existe (x,y) € I x I tel
que z < y et [x,y] ¢ I. Autrement dit il existe un réel z tel que = < z < y et
z ¢ 1. Alors O1 = In] — o, z[ est un ouvert de I non vide (car il contient x).
De méme Oz = In]z, +00[ est un ouvert non vide de I, et on a O1 n Oz = & et
01003 =1In(]—w,z[U]z, +c[= I (R\{z}) = I. Donc I n’est pas connexe.

Réciproquement, si I = [a,b] n’est pas connexe, alors I est la réunion de
deux fermés disjoints non vides Fj et Fs. Si a € F} alors ¢ = inf Fy € Fy (car
F, est fermé) et a < ¢ car Fy et Fy sont disjoints. On a donc [a,c[c F} (car
[a,b] = Fy U F») et donc ¢ = lim ¢ + i

n—oo
ce Iy n Fy, ce qui est impossible.

Si I est un intervalle de R. Si I est vide, alors I est évidement connexe.
Si I est non vide, alors I peut toujours étre écrit comme réunion d’une suite
de segments ayant tous un point commun (par exemple ]a, +0[= Upen[a +
+5,a+2+n]). Donc I est connexe comme réunion de connexes d’intersection
non vide. []

€ Fy car F;y est fermé. Donc

On en déduit directement le résultat suivant.

Théoréme 3.8 (des valeurs intermédiaires) Soit E un espace topologique
conneze et f : E — R une fonction continue, alors f(E) est un intervalle de
R.

En particulier, si f prend les valeurs o et B sur E, alors f prend toutes les
valeurs comprise entre o et B sur E.

Si f prend deuz valeurs de signes opposés sur E, alors f s’annule sur E.
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Remarque 3.3 Si E est conneze et compact, et si f est continue sur E alors
F(E) est un segment de R.

Le résultat précédent se généralise.

Proposition 3.9 Soit E un espace topologique connexe, F' un espace topolo-
gique, A une partie de F' et h : E — F une application continue. Si h(E) n
Int A+# & et h(E) nExt A # &, alors h(E) nFr A # .

En particulier (si E = [a,b]), tout chemin continue dans F qui relie un
point de Int A @ un point de Ext A coupe Fr A.

PREUVE. IntA et ExtA sont des ouverts de F' et F' est la réunion disjointe
de Fr A, IntA et Ext A. On a donc

E =h""(IntA) U k™! (ExtA) U A~ ' (Fr A)

Or cette réunion est disjointe et h~!(IntA) et h~1(Ext A) sont des ouverts E
par continuité de h, non vides par hypothése. Donc h~!(Fr A) ne peut étre vide
sans contredire la connexité de E. []

3.3 Composantes connexes

Proposition 3.10 Soit E un espace topologique et x un point de E. Il existe
une plus grande partie connexe de E contenant . On ['appelle composante
conneze de x dans E, et on la note C(x). On dit aussi que C(x) est une
composante connexe de E.

PREUVE. Soit C I’ensemble des parties connexes de E contenant x (C est

non vide car il contient au moins {z}). Alors U C contient x et est une partie
CeC
connexe de E (comme réunion de connexes d’intersection non vide). Enfin,
toute partie connexe de E qui contient x est contenue dans U c.d
CeC

Exemple 3.3 Soit E = R* et x € R*, alors C(x) est le plus grand intervalle
de R contenu dans R* et contenant x (d’aprés le caractére intrinséque de la
connexité). On en déduit que si x > 0, alors C(x) =]0,+[ et si x < 0,
C(z) =] — 0, 0[.
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Exemple 3.4 Soit E = Q. Les connexes de Q sont les intervalles de R conte-
nus dans Q. Comme R\Q est dense dans R (et donc intercepte tout intervalle
réel d’intérieur non vide), on en déduit que C(x) = {x}.

Proposition 3.11 Soit E un espace topologique.
1) Pour tout x € E, C(z) est un fermé de E.
2) Les composantes connexes distinctes de E forment une partition de E.

PREUVE.

1) Comme C(x) est connexe, C(x) est un connexe de E qui contient x.
Comme C(z) est le plus grand connexe qui contient x, on a C(x) = C(x),
donc C(z) est ferme.

2) C(x) contient x donc |J,.p C(x) = E. Il reste & montrer que si C(x)
et C(y) sont deux composantes connexes alors soit C(z) = C(y) soit
C(z) n C(y) = &. Supposons C(z) n C(y) # &, alors C(x) u C(y) est
un connexe de E qui contient x. On en déduit que C(z) v C(y) < C(x),
et donc C(y) € C(x). De méme, C(z) c C(y).

O

Remarque 3.4 Si E est l’ensemble considéré dans la remarque préliminaire,
10,1[ est la composante connezxe de 1/2 dans E. |0, 1] est bien un fermé de E
(mais pas de R).

Proposition 3.12 Soit E et F des espaces topologiques et h : E — F une
application continue.

Si A est une partie conneze de E alors h(A) est entiérement contenue dans
une composante connexe de F. En particulier, les composantes connezes de E
ont leur images contenues dans des composantes connexes de I

Si h est un homéomorphisme et (CF)icr, (C})jes sont les composantes
connexes (distincts) de E et F, alors il existe une bijection ¢ : I — J telle que
pour tout i € I, h induise un homéomorphisme de CE sur CF, .

En particulier des espaces topologiques homéomorphes ont des ensembles de
composantes connexes de méme cardinal.
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PREUVE. Puisque h est continue et A connexe, h(A) est connexe. On en
déduit que si y € h(A) alors h(A) ¢ C(y)¥. D’oti le premier résultat.

Si h est un homéomorphisme, alors pour tout ¢ € I, il existe j € J tel que
h(CF) c Cf. Comme les (C}) sont disjoints, j est unique. On pose ¢(i) = j.
Si ¢(i) = ('), alors (W(CF) v W(CF)) = CL ;). Comme h~" est continue, il
existe ¢ € I tel que h='(CL ;) = Cfi. On a alors

CF o Cf =h™ (WCF) v (Cf)) < hH(CLy) < Cf

comme les composantes connexes de E sont disjointes, on obtient CF = Ci],f =
Cch =ht (05(1'))- On en déduit que i = 3’ (donc ¢ : I — J est injective) et h
induit un homéomorphisme de Cf¥ sur C ;.

Enfin, si j € J, il existe i € I tel que h='(CJ") c CF. On en déduit que
C =hoh™"(C]) c W(CF) c CL,

et comme les composantes connexes de F' sont disjointes, on a CJF = Cg (i) €t

j = ¢(i). ¢ : I — J est donc une bijection et h un homéomorphisme de C'¥ sur
F

Co- U
Exemple 3.5 La lettre X n’est pas homéomorphe a la lettre Y. En effet, si un
homéomorphisme h de X surY existait, alors pour tout M € X, h se restrein-
drait en un homéomorphisme de X\{M} sur Y\{h(M)}. Or, si M est le point
de croisement des branches de X, alors X\{M} a 4 composantes connexes,
alors que pour tout point N de Y, Y\{N} a au plus 3 composantes connezes.
Ce qui n’est pas possible d’aprés la proposition précédente.

Exercice 3.1 Montrer que R n’est pas homéomorphe a R?.

Définition 3.4 Soit E un espace topologique. On dit que I est localement
connexe si et seulement si pour tout x € E admet un SFV constitué de voisi-
nages connezes.

Exemple 3.6 R muni de sa topologie usuelle est localement connezxe (car Jx —
€, + €[)e=0 est un SFV de tout x € R) mais pas Q (car aucun voisinage de Q
n’est connere).

Proposition 3.13 Si E est un espace topologique localement connexe et O est
un ouvert de E, alors les composantes connexes de O sont des ouverts de E.
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PREUVE. Soit z € O et C(x) sa composante connexe dans O pour la
topologie induite par celle de E. Soit y € C(x). Comme O est un ouvert de F,
O est un voisinage de y dans E. Par hypothése, il existe un voisinage connexe
V de y dans E tel que V < O. Alors V et C(x) sont des connexes de E (car les
connexes de O sont des connexes de E) d’intersection non vide (elle contient
y). On en déduit que V u C(z) est un connexe de E contenu dans O (donc un
connexe de O). Comme C(x) est le plus grand connexe de O contenant x, on a
V < C(z) et donc C(x) est un voisinage dans F de chacun de ses points. Donc
C(x) est un ouvert de E. []

Corollaire 3.14 Tout ouvert O de R est de la forme O = U,er]a;, bi[, ow les
intervalles sont disjoints, —o0 < a; < b; < 400 et I est un ensemble dénom-
brable (i.e. I est fini ou I =N).

PREUVE. Les composantes connexes de O sont des intervalles ouverts (ce
sont, des ouverts de R d’aprés la proposition précédente et les connexes de O
sont les connexes de R—donc des intervalles—contenus dans O). Comme O est la
réunion disjointe de ses composantes connexes, il ne reste plus qu’a montrer que
O a un nombre dénombrable de composantes. Or chacune de ces composantes
est un ouvert de R, donc elle contient au moins un nombre rationnel (car
Q est dense dans R). Comme les composantes sont disjointes et que Q est
dénombrable, on en déduit que O a un nombre dénombrable de composantes
connexes. []

3.4 Connexité par arcs

Définition 3.5 Soit E un espace topologique. On dit que E est connexe par
arcs si et seulement si pour tout couple (a,b) de points de E, il existe un chemin
continu reliant a et b dans E, i.e. il existe une application continue v : [0,1] —
E telle que v(0) = a et v(1) = b.

Proposition 3.15 Tout espace connezxe par arcs est connexe. La réciproque
est fausse en général.

PREUVE. Soit E une partie connexe par arcs. On fixe a € E. Alors pour
tout b € E, il existe v, : [0,1] — E continue telle que v,(0) = a et 7,(1) = b.
Done (([0, 1]))be  est une famille de parties connexes dont I'intersection est
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non vide (car elle contient a) et E = Upegv([0,1]). On en déduit que E est
connexe.

Soit A = {(z,sin(1)) € R?/z > 0}, comme A = F(]0,+o][), ou F(z) =
(z,sin(1/z)) est continue, on en déduit que A est connexe. On considére E = A
ot 'adhérence est prise dans R?. E est alors connexe, mais on va montrer que
E n’est pas connexe par arcs. On a E = A u ({0} x [—-1,1]). On va montrer
qu'’il n’existe pas d’application continue f : [0,1] — E telle que f(0) = (1/m,0)
et f(1) = (0,1). En effet, si f existe, soit t¢ = inf{t > 0/m o f(t) = 0} (ou
m(x,y) = x et ma(x,y) = y). Comme 1 0 f(0) > 0, on a ty > 0 par continuité
de m; o f en 0. Par définition de tg, il existe une suite 1 > ¢, = to qui tend
vers tg telle que 71 o f(t,) = 0. Par continuité de 71 o f on a 71 o f(tg) =0
et par définition de tg, m o f(¢) > 0 pour tout top > ¢t = 0 (i.e. f(t) € A pour
tout ¢ € [0,%o[). On note y = m3 o f(tg). Comme 75 o f est continue, il existe
to > n > 0 tel que m2 0 f(t) € [y — 1/2,y + 1/2] pour tout t €]n,ty]. Comme
Pintervalle [—1,1] est de longueur 2, il existe z € [—1,1]\[y — 1/2,y + 1/2] et
0 €]0,27] tel que z = sin(f). Comme pour k assez grand on a

1
of(tp) =0< ——— <m0
w1 o f(to) 0o <™ f(n),
le théoréme des valeurs intermédiaires implique qu’il existe ¢; €], to[ tel que
mof(ty) = ﬁ et donc, par définition de A, on a oo f(t1) = sin(m) =

z ¢ [y—1/2,y+1/2] ce qui est en contradiction avec la fagon dont 7 a été choisi.

O

Corollaire 3.16 Les parties convexes d’un espace vectoriel normé sont connezxes
(par arcs). En particulier, tout espace vectoriel normé est connexe et localement
conneze (par arcs).

PREUVE. Soit A est une partie convexe et z,y deux points de A. Alors la
fonction y(t) = z +t(y—x) est continue (car |z —y|-Lipschitzienne) et relie x &
y, donc A est connexe par arcs. En particulier, toutes les boules ouvertes d’un
espace vectoriel normé étant convexes, on en déduit que tout espace vectoriel
normé est localement connexe par arcs. []

Proposition 3.17 Soit (X, ||-|) un espace vectoriel normé. Les ouverts connezes
de X sont connexes par arcs. Autrement dit, les ouverts des espaces vectoriels
normeés sont connexes si et seulement si ils sont connexes par arcs.
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PREUVE. Soit O un ouvert connexe de X et a un point de O. On note A,
I’ensemble des points b € O pour lesquels il existe un chemin continu reliant a
et b dans O. On doit montrer que 4, = O.

A, est non vide car il contient a (prendre un chemin constant).

Montrons que A, est ouvert: soit b € A, alors il existe -, : [0,1] — O
continue tel que v,(0) = a et v,(1) = b. Comme O est un ouvert de X, il existe
r > 0 tel que B(b,r) ¢ O. Alors, pour tout y € B(b,r), le chemin défini par
vy (t) = 1p(2t) si t € [0,1/2] et v, (t) = b+ (2t —1)(y — b) si t € [1/2,1] est
continu et relie ¢ & y dans O (par convexité de B(b,r)). On en déduit que
B(b,r) c A,.

Montrons que A, est fermé dans O: soit (b, ) une suite d’éléments de A, qui
converge vers un élément b de O. Comme O est un ouvert, il existe > 0 tel que
B(b,r) € O. Comme (b,,) converge vers b, il existe N € N tel que by € B(b,r).
Or, il existe un chemin continu vy reliant a & by dans O, alors le chemin -,
défini par y,(t) = v~ (2t) si t € [0,1/2] et w(t) = by + (2t — 1)(b — by) si
t € [1/2,1] est continu et relie @ & b dans O (par convexité de B(b,r)). On en
déduit que be A,.

On a montré que A, est une partie non vide, ouverte et fermée de O. Par
connexité de O on en déduit que A, = O.

Remarque 3.5 Plus généralement, si E est un espace topologique localement
connexe par arcs alors tout ouvert connexe de E est connexe par arcs.

3.5 Applications

Vous trouverez des exercices basiques pour s’habituer & utiliser les convexes
dans des livres de niveau L (par exemple les livres de Ramis-Deschamps-Odoux
ou de Monnier contiennent beaucoup d’exercices). Dans cette section on utilise
la connexité pour démontrer des résultats classiques d’analyse et d’algébre.

On va démontrer une version assez générale de 'inégalité des accroissements
finis:

Théoréme 3.18 Soit (F,| - |) un espace vectoriel normé, f : [a,b] — F et
g : [a,b] = R deuz fonctions continues. On suppose que f et g admettent des
dérivées a droite partout sur [a,b]\D, ot D est un ensemble dénombrable, et

vérifient | f4(t)| < g/,(t) pour toutt € [a,b]\D. Alors | f(a)—f(b)]| < g(a)—g(b).
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Remarque 3.6 f admet une dérivée a droite en tq si et seulement si tg%t (f(tg)—

f(t)) admet une limite quand t tend vers tg par valeurs supérieures. On note
alors fi(to) la limite. Remarquez que lexistence d’une dérivée a droite en x
nimplique la continuité en x (seulement la continuité & droite en x). Le méme
énoncé est valable en remplacant dérivées a droite par dérivées G gauche.

PREUVE. On note D = {ag, a1, ...}. Soit € > 0 fixé et

U = {te[a,0]/|f(s) = f(@)] < g(s) —g(a) + e(s —a) + 25 Vs € [a,t]}

a;<$

On a a € U, donc U est non vide. Comme [a, b] est un connexe, il ne reste plus
qu’a démontrer que U est ouvert et fermé dans [a,b]. On en déduit alors que
U = [a,b], et donc be U, i.e.

€

gég(b)—g(a)—i-e@-l-b—a)

1) = f(@)] < g(b) = g(a) +e(b—a) + ]

ai<b

Comme € > 0 est arbitraire, on obtient I'inégalité voulue en faisant tendre e
vers 0.

Montrons que U est un fermé de [a, b]: soit (¢,) une suite d’éléments de U
qui converge vers un point ¢ de [a,b]. Soit s € [a, [, alors il existe N € N tel
que s < ty. Comme ty € U, on a

1£(s) = f(@)] < g(s) = g(a) + (s —a) + ] 2i

a;<s

Pour avoir ¢ € U, il ne reste plus qu’a montrer que 1’inégalité est valable pour
s = t. Comme elle est valable pour tout s < ¢, elle est valable pour ¢, = t —1/n.

Comme s +— Y __5- est croissante, on a

€

1£(tn) = F(@)] < g(ta) = g(@) + elta =) + 3} 5

a;<tp

gtn) — g(a) + e(tn —a) + ]

YA\

€
i
. 2

En faisant tendre n vers 'infini et en utilisant les continuités de f et de g en ¢,
on obtient l'inégalité voulue.
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Montrons que U est un ouvert de [a,b]: Soit t € U. On doit montrer qu’il
existe r > 0 tel que B(¢,r) c U. Comme on a [a,t] c U, il ne reste plus qu’a
montrer que [t,t + r[c U pour r > 0 assez petit, i.e qu’'on a

€

[£(s) = fla)ll < g(s) = gla) +e(s —a) + 2, o

a;<<S

pour tout s e]t t+r[. Sit = ay (ie. t € D) alors par continuité de f et
g, il existe m 2 r > 0 tel que Vs €]t,t + [, on a [f(s) — f(D)]| < 35w,
l9(s) — g(t)| < 5757 Comme ¢ € U, on en déduit

IIf() F@ <|f(s) = F@O + () = f(a)]

<gg HO @+ t-a+ 3 5 <yl —al0+es—a)+ 3 g
<gs) —gla) +e(s—a) + Y] o

pour tout s € [t, ¢+ 7].
Sit¢ D, alors f et g sont dérivables a droite en t, et on a ||f5(t)] < g4(1).

Il existe donc 7 > 0 tel que | f;(t) — f(s) f )| < /2 et lg);(t) — %| <¢/2
pour tout s €]t,t + r[. D’ou
1£(s) = fla)| < [f(s) = fFO + [£(#) = f(a)]
€ €
< Sl O+ IO =10+ 90) —gla) + et —a) + Y &
a; <t
€ €
< 505 =1 +9a(®)|(s =) +9(t) —g(a) +e(t —a) + ), 5
a; <S8
€
Se(s=1) +9(s) —g(t) +9(t) —gla) + et —a) + 2, o
a; <8
€
<g(s) —gla) +e(s —a) + ZT
i<S
pour tout s €]t t +r[. [J
Corollaire 3.19 Soit (E,| - |g) et (F,|| - |r) deux espaces vectoriels normés,

Q un ouvert convexe de E et h: Q) — F une application différentiable sur tout
Q. Alors pour tout (x,y) € Q2, on a

Ih(z) = h(y)]F < sup lld:Rll] % = =yl e
z€
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ot ||| - ||| est la norme d’opérateur associée aux normes |- ||g et |- | F.

PREUVE. Sisup,cq |||d.h]|| = +0, I'inégalité est évidente. Sinon, on pose
() =h(z+t(y—2)) et g(t) = tsup,cq |||d.hl|| x|z —y| p. Alors f est dérivable
sur [0,1] et vérifie | /(1) | = [dh(z— )| r < Sup.cq d:hll| % |7 - ylz = ¢'(1)
et donc, d’aprés le théoréme précédent, on a

[h(x) = h(y)le < |F1) = fO)z < g(1) —9(0) = sup lld:Rll] x & = y[ 2
O

Corollaire 3.20 Soit (E,| - |g) et (F,| - ||r) deuz espace vectoriel normé,
un ouvert connexe de E et h : Q — F une application différentiable sur tout ).
Si dzh =0 pour tout x € ) alors h est constante sur ).

PREUVE. Si Q est convexe, la propriété découle directement du corollaire
précédent.

Si €2 est seulement connexe, on fixe zo € {2 et on pose A = {x € Q/h(z) =
h(zo)}. Alors A est non vide car il contient xg. Comme d’habitude, on va
montrer que A est fermé et ouvert dans 2.

Si (z,,) est une suite d’éléments de A qui converge vers un élément x de €2,
alors par continuité de h, on a h(x) = lim,—, h(z,) = h(zg) et donc x € A.
On en déduit que A est fermé dans Q.

Six € A, alors il existe r > 0 tel que B(z,r) c Q (car Q est ouvert dans F).
Comme B(z,7) est convexe et que hjp(, ) est différentiable de différentielle
nulle, on a h(y) = h(x) = h(xg) pour tout y € B(x,r), et donc B(z,r) c A.
On en déduit que A est ouvert dans Q.

A est une partie, non vide, ouverte et fermée du connexe ) et donc A = Q,
ce qui donne le résultat. []

Comme autre application, on va donner une preuve du théoréme de D’ Alembert-

Gauss:

Théoréme 3.21 Soit P un polynéme non constant a coefficients complexes.
Alors P admet une racine dans C.

PREUVE. D’aprés la formule de Taylor pour les polynomes (qui se démontre
facilement par récurrence sur le degré de P), on a

deg(P)
P(z+h)= ) P¥(z)
k=1

hk

1 = P&+ P(2)h + he(h)
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ou €(h) tend vers 0 quand h tend vers 0. On en déduit que d,P(h) = P'(2)h.
On note F l’ensemble des racines de P’ dans C et H = P"'{P(F)} > F. Une
application de la division euclidienne montre que F' et H sont des parties finies
de C (tout polynome de degré d a au plus d racines). Soit Q = C\P(F'). Comme
P(F) est fini, il est facile de se convaincre que {2 est connexe par arc dans C et
donc 2 est connexe. Soit ' = P(C\H) c Q.

' est une partie non vide de .

Comme pour tout z appartenant a 'ouvert C\H, d.P est inversible, le
théoréme d’inversion local implique que ' = P(C\H) est un ouvert de C.
Comme €' c Q, on en déduit que Q' est un ouvert de Q.

Enfin, si (z,) est une suite d’éléments de Q' qui converge vers un élément
z de 2, alors cette suite est bornée et il existe M > 0 tel que |z,| < M pour
tout n € N. Par hypotheése, il existe 2, € C\F tel que z, = P(z,). On note

P(z) = agz® + -+ ap. Si |xn| = maX(l,Qw

Taa] ), alors on a

M = |P(z,)| = |ag||zn|® = |ag_1]|zn|" =+ —|ao]
laa—1] |ao|
> |ag||x d(l_i ..... 7>
> |aql|en| aallzn] ol
d
> |ad||xn|d(1_m ..... o] ) > ||
|ladl|zy] laal|zn] 2

On en déduit que pour tout n € N, on a

|lag—1| + - + |ao| (%)%)

|| < max(l, 2
|aal |aal

La suite (x,) est bornée dans C et donc elle admet une suite extraite (z,/)
qui converge vers un élément x de C. Par continuité de P en z, on a P(x) =
lim P(x,) = limz, = z € Q = C\P(F) et donc x € C\H. On en déduit que
z = P(x) e P(C\H) =, et donc ' est un fermé de Q.

) est un connexe et £ est une partie non vide, ouverte et fermée de Q. On
adonc P(C\H) = = Q = C\P(F). Comme par ailleurs on a P(H) = P(F),
on en déduit que

P(C) = P(C\H) u P(H) = (C\P(F)) u P(F) = C

et donc P est surjective. En particulier, il existe z € C tel que P(z) = 0.
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Espaces complets

4.1 Généralités

Définition 4.1 Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (X )nen d’éléments
de E est une suite de Cauchy si et seulement si pour tout € > 0, il existe ng € N
tel que pour tout (p,q) € N2, sip = ng et q = ng alors d(z,,z,) < €.

Proposition 4.1 Les propriétés suivantes sont trés pratiques.
1) Toute suite convergente est de Cauchy.
2) Toute suite de Cauchy est bornée.

3) Toute suite de Cauchy dont on peut extraire une suite convergente est
elle-méme convergente.

PREUVE.

1) Si &, — [ alors pour tout ¢ > 0, il existe ng € N tel que pour tout
n = ng on a d(zy,l) < €/2. D'ou, si p = ng et ¢ = ng alors d(xp, z4) <
d(zp, 1) + d(zg, 1) < e

59
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2) Il existe ng € N tel que pour tout n = ng, on a d(z,, xn,) < 1. Donc, pour
tout n € N, on a d(xy,, z,) < max(d(ocnmﬂcl)7 s d(Thg, Thg—1), 1).

3) Si lim Tg(n)y = [, alors pour tout € > 0, il existe ng € N tel que Vn = ny,
on a d(zm),l) < €/2. Or (x,,) est de Cauchy, et donc il existe n; € N tel
que sin = ng = ng et m = ny alors d(zy, Tm) < €/2. Comme ¢(n) — 00,
il existe k = ng tel que m = ¢(k) = ny. On en déduit que pour tout
n = ny, on a d(wn,l) < d(Tn, Teuy) + d(@gr),1) < e

O

Définition 4.2 (E,d) est complet si et seulement si toute suite de Cauchy de
E converge dans E.

Théoréme 4.2 Par construction, R est complet pour la distance usuelle.

Proposition 4.3 Soit (E,d) et (E’',d") deuzx espaces métriques. S’il existe f :
(E,d) — (E',d") bijective et uniformément bi-continue (i.e. f et f~1 sont
uniformément continues), alors (E,d) est complet si et seulement si (E',d’)
est complet.

PREUVE. Supposons que (E’,d’) est complet et soit (z,,)nen est une suite
de Cauchy de (F,d). Comme f est uniformément continue, pour tout € > 0, il
existe 7 > 0 tel que pour tout (z,y) € E?, sid(x,y) < nalors d'(f(x), f(y)) < e
Or (2,,)nen et de Cauchy, donc il existe ng € N tel que si p = ng et g = no, alors
d(zp, tq) <, et done d'(f(zp), f(z4)) < €. On en déduit que (f(zy)) est de
Cauchy dans (E’,d’), donc convergente vers y € E’. Comme f~! est continue,
(zn)nen = (f71(f(zn))) converge vers f~(y) € E. O

Corollaire 4.4 Soit d' et d deux distances équivalentes sur E, alors (E,d) est
complet si et seulement si (E',d’) est complet.

PREUVE. En effet, Id est alors bi-Lipschitzien, donc bi-continue. []

Corollaire 4.5 Tout espace isométrique a un espace complet est complet.

Remarque 4.1 Les propriétés pour une suite d’étre de Cauchy et pour un
espace d’étre complet ne sont pas topologiques (elles ne sont pas conservées pas
homéomorphisme).
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Exemple 4.1 Soit E = R¥ muni des deux distances d(x,y) = |z — y| et
d'(z,y) = |Inz —Iny|. d et d' sont topologiquement équivalentes (car ln et e
étant continues, Idg est un homéomorphisme), mais (E,d) est non complet.
En effet, (%) tend vers 0 dans R pour la distance usuelle et donc est de Cauchy
dans R pour la distance usuelle. On en déduit qu’elle est de Cauchy dans E
pour la distance d, mais par unicité de la limite dans R, elle ne converge pas
dans E pour la distance usuelle.

En revanche (E,d’) est complet (carIn : E — R est une isométrie de (E,d")

sur R muni de la distance usuelle) et la suite (1/n) n’est pas de Cauchy pour
d.

4.2 Sous-espaces, espaces produits

42,1 Sous-espaces

Théoréme 4.6 Soit (E,d) un espace métrique et F une partie non vide de E.
F est muni de la distance induite par d.

1) Si F est complet pour la distance induite par d alors F est un fermé E

2) Si F est un fermé de E et si (E,d) est complet alors F est complet pour
la distance induite par d.

En particulier, si (E,d) est complet alors F est complet pour la distance
induite par d si et seulement si F est un fermé de E.

PREUVE.

1) Soit (zy)nen une suite d’élément de F' qui converge vers [ dans E. Donc
(zn)nen est une suite de Cauchy pour d, et donc pour la distance induite
par d sur F. Comme F est complet pour la distance induite, (2, )nen
converge vers un élément I’ € F' pour la distance induite, et donc pour d.
Comme la limite est unique dans E, on a l =1’ € F. Donc F est fermé.

2) Soit (zy,)nen une suite de Cauchy de F. (z,)nen est aussi une suite de
Cauchy de F. Comme FE est complet, il existe [ € F tel que limz, = .
Or F est fermé, donc | € F. Alors (z,)nen converge dans F vers [ pour
la distance induite et F' est complet.
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Remarque 4.2 R est dense dansf@ muni de sa topologie usuelle et R complet
pour la distance usuelle. Or R # R. On en déduit qu’il n’existe pas de distance
sur R qui induise la distance usuelle sur R et la topologie usuelle sur R.

Théoréme 4.7 Soit (E,d) un espace métrique complet et (F,)neny une suite
décroissante de parties fermées et non vides de E dont le diamétre §(F,,) tend
vers 0. Alors il existe a € E tel que [,y Fn = {a}. De plus, si (zn)nen est une
suite de points de E telle que x,, € F,, pour tout n € N, alors (z,)nen converge
vers a.

PrREUVE. Comme les F), sont non vides, on peut se donner une suite (z,,)nen
telle que z,, € F,, pour tout n € N. Soit ¢ > p, comme z, € F, C F),, on a
d(zp,xq) < 0(Fp). Comme §(F,) — 0, d(xp, z,) tend vers 0 lorsque p tend vers
Pinfini (et ¢ > p). La suite (2, )nen est de Cauchy et E est complet, donc il
existe a € I tel que x,, — a. Pour tout n € N et tout p >nona x, € F, C F,.
Comme z, — a et que F, est fermé, on obtient ¢ € F,,. D’ou {a} c n,F,.
Si b e n,F, alors pour tout n € N, on a (a,b) € F2, et donc d(a,b) < §(F,).
En passant & la limite on obtient d(a,b) < 0, et donc a = b. On en déduit que
NnFp = {a}.

Enfin, en reprenant les arguments ci-dessus, on a facilement que toute suite
(zn)nen tel que x,, € F,, converge dans n, F,, et donc vers a. []

Remarque 4.3 Toutes les hypothéses du théoréme sont nécessaires. En parti-
culier la suite F,, = [n,+00[ est un suite décroissante de fermés non vides de
R d’intersection vide.

4.2.2 Espaces produits

Théoréme 4.8 Soit (E1,d1), ..., (En,dy,) des espaces et métriques et E =
Ey x ... x E, muni d’une des distances équivalentes Dy, Dy ou D,.. Alors le
produit E est complet si et seulement si tous ses facteurs (E;, d;); sont complets.

PrREUVE. Comme Dy, Dy et D, sont équivalentes, il suffit de montrer le
théoréme pour la distance D.,.

Si (E;, d;) n’est pas complet, soit (2; ), une suite de Cauchy de (E;, d;) qui
ne converge pas dans E;. Alors la suite (z1,...,%ip,...,%n), 00 21 € E1q, ...,
z, € B, sont fixés, est de Cauchy dans E et ne converge pas.

Réciproquement, si tous les espaces (E;,d;) sont complets et que X, =
(x1,ps ..., %n,p) est une suite de Cauchy de E alors pour tout ¢, on a d;(x; p, Zi q) <
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D (X,,Xg), et donc (z;p), est une suite de Cauchy de (E;,d;) pour tout
1 < ¢ < n. 1l existe donc x; € E; tel que la suite (z;,), tende vers x;. On en
déduit que (X,), tend vers (z1,...,%,). O

Exemple 4.2 On en déduit que R™ muni d’une des distances usuelles D1 (z,y) =
Z |$1 yz| DQ(I y Z |xl y1| ou Dy ('T y) = 11232( |xz - y1| est com-
= =1

1
plet.

Exemple 4.3 C muni de la distance usuelle d(z,2') = |z — 2’| est complet (car
(x,y) = x + iy est une isométrie de (R%, Dy) sur (C,|-|)). Plus généralement,

C™ muni d’une des distances usuelles D1(z,2") Z |, Da(z,2") =

n
Z |zi — 2> ou D (2,2') = max |z; — 2| est complet.
izl 1<i<n

Remarque 4.4 On verra que plus généralement, tout espace vectoriel normé
de dimension finie est un espace métriqgue complet.

4.3 Théoréme du point fixe

Définition 4.3 Soit (E,d) un espace métrique. Une application f : E — E
est dite contractante si et seulement si il existe k € [0,1] telle que pour tout

(z,y) € E X E, d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Théoréme 4.9 Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une
application contractante. Alors f posséde un unique point fite « € E. De plus,
pour toute suite xg € E, la suite définie par x,.1 = f(x,) pour tout n € N tend
vers . Plus précisément, on a

d(zo, f(x0)) .

< n
dla,zn) < k T %

PREUVE. Soit g € E et (z,) la suite définie par x,11 = f(z,). Alors
Vn =1 onadx,it,zn) < kd(@n, 2n_1) < k™"d(z1,20). On en déduit que si
q>p,d(zp,xg) < d(@p, Tpi1)+. .. d(wgo1,2q) < (KP+EPT 4. k9N d(z0, 21).
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d\zo,
On en déduit que pour tout ¢ > p, on a d(zg, zp) < kpw — 0 quand

p — +00. La suite (z,,)nen est donc de Cauchy, et comme E est éomplet, il existe
a € F tel que x, — a. Or f est continue (car Lipschitzienne) et z, 11 = f(x,)-
En passant a la limite, on obtient o = f(«) et donc « est un point fixe de f.
Si f(B) = B alors d(«, 8) = d(f(a), f(B)) < kd(a,8). Comme k € [0,1[, on
obtient d(«, 8) < 0 et donc « = 5. D’ou 'unicité du point fixe de f.

En reprenant les arguments précédent, toute suite itérée converge vers un
point fixe de f et donc vers a. []

Remarque 4.5 [’hypothése “f contractante” ne peut étre remplacée en général
par Uhypothése plus faible d(f(z), f(y)) < d(z,y) pour tout = # y, comme le
montre 'ezemple f : x € R — A/z2 + 1€ R.

Ce théoréme se généralise facilement de la maniére suivante.

Corollaire 4.10 Soit & un espace complet et f : E — E. S’il existe p € N*
tel que fP soit contractante, alors f admet un unique point fize et toute suite
(zn,) de E telle que x,,41 = f(xy,) converge vers a.

PREUVE. fP admet un unique point fixe dans E. Les points fixes de f sont
des points fixes de fP, donc f admet au plus un point fixe dans F. Soit « € F
le point fixe de fP. Comme fp(f(a)) = f(fp(a)) = f(a), on en déduit, par
unicité du point fixe de f? que o = f(«), d’ou existence d’un point fixe de
f. Enfin, si (x,)nen est une suite itérée de f, alors les suites (@,4np)n (pour
0 < r < p) sont des suites itérées de fP, et donc convergent vers «. On en
déduit facilement que (), converge vers a. []

4.4 Critéere de Cauchy pour les fonctions

Théoréme 4.11 (Critére de Cauchy) Soit (E,d) un espace topologique et
(E',d") un espace métrique complet. Soit X < E et a € E tel que a € X.
Une application f : X — E' a une limite quand x tend vers a en restant dans
X si et seulement si pour tout € > 0, il existe U € V(a) tel que pour tout

(z,y) € (X nU)?, d'(f(x), f(y)) < e.

PREUVE. Si f tend vers [ € E' quand z tend vers a en restant dans
X alors pour tout € > 0, il existe U € V(a) tel que pour tout = € (X N
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U)2, d’(f(m),l) < €¢/2 et donc pour tout (z,y) € (X N U)Z, d’(f(x),f(y)) <
d (f(:c), l) +d (l7 f(y)) < € (la complétude de E’ n’est pas nécessaire pour cette
implication).

Réciproquement, soit (x,,), est une suite d’éléments de X telle que z,, — a
et € > 0. Par hypothese, il existe U € V(a) tel que pour tout (z,y) € (X N U)Q,
d (f(x), f(y)) < e. Comme z,, — a, il existe ng € N tel que pour tout ¢ = p >
ng, on a (x,z4) € (U n X)? et donc d(f(zp), f(z4)) < e. On en déduit que
(f(xn))neN est une suite de Cauchy. Comme E’ est complet, (f(xn))n converge.
On a donc montré que pour toute suite (z,)nen d’éléments de X qui converge
vers a, (f(x,)) converge dans E’. On a vu précédemment que cela implique
que f a une limite quand x tend vers a en restant dans X. []

Corollaire 4.12 (Prolongement des applications uniformément continues)
Soit (E,d) un espace métrique, (E’,d') un espace métrique complet et D c E
une partie dense de E. Si f : D — E' est une application uniformément conti-

nue alors f admet un unique prolongement continue f : E — E’'. De plus, f
est uniformément continue sur E.

PREUVE. Sig: E — E’et h: E — E’ sont deux prolongements continus de
f ils coincident sur un fermé de E contenant D et donc sont égaux sur E = D.

Soit @ € E. Comme f est uniformément continue sur D, pour tout € > 0
il existe n > 0 tel que pour tout couple (z,y) € D?, si d(x,y) < n alors
d(f(z), f(y)) < e. On en déduit que pour tout (z,y) € (B(a,n/2) N D)2 on
a d(f(z), f(y)) < e, et donc que f vérifie le critére de Cauchy sur D en tout
point de E = D. La fonction f : E — E’ définie par f(a) = mﬁlirr;ED f(zx) est

alors un prolongement de f (car f est continue sur D). Il reste & montrer que
f est uniformément continue sur E.

Soit € > 0. Comme f est uniformément continue sur D, il existe n > 0 tel
que pour tout (z,y) € D?, on a d'(f(z), f(y)) < € dés que d(z,y) < 7. Soit
(a,b) € E? tel que d(a,b) < n/2. Comme E = D, il existe (a,), et (b,), des
suites d’éléments de D qui tendent respectivement vers a et b. Il existe donc
ng € N tel que d(ay,b,) < d(an,a) + d(a,b) + d(b,,b) < n pour tout n = ng.
On a donc d'(f(an), f(bn)) < € pour tout n > ng. Comme f(a,) — fla) et
f(by) — f(b), on obtient d'(f(a), f(b)) <e. O

Théoréme 4.13 (complété d’un espace métrique) Soit (E,d) un espace
métrique. Il existe un espace métriqgue complet (E',d') et une application i :
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E — E telle que pour tout (z,y) € E2, d'(i(x),i(y)) = d(z,y) et i(E) est
dense dans E'. (E',d') est unique & isométrie prés et on l'appelle le complété
de (E,d).

PREUVE. On note F' I’ensemble des suites de Cauchy de (E,d). On définit
une relation d’équivalence sur F' par la relation (z,) = X ~ Y = (y,) si et
seulement si d(z,,y,) — 0 (la transitivité découle de 'inégalité triangulaire).
On définit une distance sur E' = F/ ~ en posant d'(z,y) = imd(z,,yn), si
(z,,) est un représentant de x et (y,) est un représentant de y. d’ est bien
définie car d(zp,yp) — d(2q,yq) < d(Tp, ) + d(Tg, yq) + d(Yq, Yp) — d(Tg,yq) <
d(zp,2q) + d(yq, yp), et donc par symeétrie

|d(mp,yp) — d(zg, yq)| < d(wp, zq) + d(yq, Yp)

Les suites (z,) et (y,) étant de Cauchy, on en déduit que la suite d(x,,yn)
est de Cauchy dans R et donc converge dans R. Enfin, si (z]) et (y/,) sont
d’autres représentants de x et y alors l'inégalité triangulaire donne |d(a:n, Yn) —
d(@,, yh)| < d(@n, 2),) + d(yn,y,,) et donc la limite d’(z,y) ne dépend pas du
choix des représentants.

d’ est une distance sur E’ car

1. d'(z,y) = 0 comme limite d’une suite positive et si d(z,y) = 0, alors
pour tout représentant (x,), de x et tout représentant (y,), de y, on a
0 =d(x,y) = limd(z,,yn) et donc x = y par définition de ~.

2. d’ est symétrique comme d.
3. d'(z,2) =limd(zn, 2,) < lUmd(z,, yn) + d(Yn, 2n) = d'(2,y) + d'(y, 2).

On définit ¢ : E — E’ par i(z) est la classe de la suite constante z, = x
(qui est bien de Cauchy). Alors d'(i(z),i(y)) = limd(z,,y,) = d(z,y) pour
tout (z,y) € E.

Pour montrer que E’ est complet, commencons par remarquer que si (ay)
est une suite de Cauchy de E et (aq(,)) est une suite extraite de (ay ), alors elle
est de Cauchy et d(an, ag(,)) — 0 car ¢(n) = n pour tout n € N. On en déduit
que (a,) et toutes ses suites extraites représentent le méme élément de E'.

Soit (x,)n une suite de Cauchy de E’. Quitte & extraire une sous-suite, on
peut supposer que d'(Tp, Tm) < ﬁ pour tout m > n. Pour tout n € N, il

existe une suite de Cauchy (ag,"))p de E qui représente z,, et quitte & extraire
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une suite de (a,(,n))p pour tout n € N, on peut supposer que d(al(,"), aé")) < QP%
pour tout ¢ = p et tout n € N.

On pose po = 1, et on suppose construit py < - - < p,, tel que d(apk ; ap]iill )

+

% pour tout k € {0,--- ,n}. Comme ﬁ > d(xn,mnﬂ) = hmpﬁ, d(al(, ), (n

il existe pp+1 > pn tel que d(aéﬁll,aﬁ,ﬁif)) < a7 et donc d(apn ,az(,Zill)) <
d(aéﬁll,aéz)) + Qn% < ﬁ + 27% < 2% car p, = n. Par récurrence, on
obtient une suite (al(,ﬁ)) telle que pour tout m = n, on a d(aéﬁ),ag’:)) <

(k) _(k+1) 1
ankgmfl d(a‘pk s Aptr ) < Zn<k<m 158 S 2,, s—1. C’est donc une suite de

Cauchy de E. Soit z sa classe dans E’. On a d'(z,x,) = lim, d(al(,q), afl )) et si
q = py, alors d(a,(,‘fl),aé")) (a;Q),az(,Z)) + d( (n) agn)) < 2,},1 + 2%% Donc

Pn

d'(z,2,) € 521 + 3551 — 0. On en déduit que (z,) converge vers z dans
(E,d").

Si (E”,d") est un autre espace métrique complet pour lequel il existe j :
E — E" vérifiant d”(j(z),j(y)) = d(z,y) et j(E) est dense dans E”, alors
J =joit:i(E) - E" préserve les distances (donc est 1L1psch1t21enne)
et d’aprés le corollaire précédent, J admet un unique prolongement continu
J': E' - E". Ce prolongement préserve les distances. De méme, lapplication
I =i0j~':j(E) — E' admet une unique application continue I’ : E” — E’
qui préserve les distances. Alors I”o.J’ est un prolongement continue de Id;(g).
Par unicité de ce prolongement, on a I' o J' = Idg,. De méme J' o I' = Idgn»
et donc J' est une isométrie de E’ sur E”. [

1
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Définition 5.1 (Borel-Lebesgue) Soit E un espace topologique. E est dit
compact si et seulement si I est séparé et de tout recouvrement ouvert de F
on peut extraire un recovvrement fini (i.e. pour toute famille d’ouverts (O;)icr
de E telle que E = U;c10;, il existe J C I tel que J est finie et E = U;c;0;).

De maniére équivalente, E est compacte si et seulement si E est séparé et
de toute famille de fermés de E d’intersection vide, on peut extraire une sous
famille finie d’intersection vide.

Proposition 5.1 Soit E un compact et (Fy,)nen une suite décroissante de fer-
més non vide de E. Alors N, F, # .

PREUVE. Comme E est compact, si N, F;, est vide alors il existe (nq,...,np) €
NP tels que n; < ... <mny et ﬂ F,, =@ OronakF, >...2F, etdonc
1<ip
F,, = ﬂ F,, = &, d’ou la contradiction. []
1<i<p
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Définition 5.2 Soit E un espace topologique et X < E. On dit que X est une
partie compacte de E si et seulement si X muni de la topologie induite (par
celle de E) est compact.

Proposition 5.2 Soit E un espace topologique et X € E muni de la topologie
induite. On suppose que X est séparé. Alors X est compacte si et seulement si
de toute famille d’ouverts de E recouvrant X on peut extraire une sous-famille
finie recouvrant X .

PREUVE. Soit (O;)e; une famille d’ouverts de E telle que X © u;erO;.
Alors X = Ujer (X N Oi). Si X est compacte alors il existe J c [ finie telle que
X = UjeJ(X N Oi), et donc X c u;e;0;.

On démontre de méme la réciproque en utilisant que U est un ouvert de X

pour la topologie induite si et seulement si il existe une ouvert O de E tel que
U=0nX.J

De méme on démontre la proposition suivante:

Proposition 5.3 Soit E un espace topologique, F  E muni de la topologie
induite et X une partie de F'. X est une partie compacte de E si et seulement
st X est un partie compacte de F'. La propriété pour une partie d’étre compacte
est donc intrinséque.

Exemples 5.1
1) toute partie finie d’un espace séparé est compacte.

2) Soit E un espace séparé et (x,)nen une suite d’éléments de E qui converge
vers l, alors X = {x,, n € N} u {l} est compacte:

En effet, si (O;)icr est une famille d’ouverts de E qui recouvre X, alors
il existe igp € I tel que I € O,,. Comme x, — 1, il existe ng € N tel que
xy € Oy, pour tout n = ng. Comme pour tout n < ng, il existe i1 € 1
tel que x, € O;,,,, on en déduit que X C uyiglOij.

3) R est non compacte car F,, = [n, +00[ est une suite décroissante de fermés
non vides de R dont l'intersection est vide.

4) X =]0,1] n’est pas compact compact car O,, =]1/n,1] est une suite d’ou-
verts de X recouvrant X et dont on ne peut extraire aucum Sous TecoU-
vrement fini.
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Théoréme 5.4 Soit E un espace topologique séparé et X C E.

1) Si X est compacte alors X est un fermé de E.

2) Si X est un fermé de E et E est compacte alors X est compacte.

En particulier, si E est compacte alors X c E est compacte si et seulement
si X est fermée dans E.

PREUVE. 1) soit y € F\X. Comme E est séparé, pour tout x € X, il
existe des ouverts W, € V(z) et V, € V(y) tels que W, n V,, = &. Alors
(W) zex est un recouvrement ouvert de X. Comme X est compacte, il existe
(x1,...,2n) € X™ tels que X € WY = UigicnWa,. Alors VY = nici<n Va,
est un voisinage ouvert de y et V¥ n X c V¥ n (U1<icnWa;) = Ur<icn(VY N
W) € Viign(Ve, n W,,) = &. Donc Vy € F\X, il existe V¥ € V(y) tel que
V¥ c E\X, on en déduit que F\X est ouvert.

2) Si (F});er est une famille de fermés de X d’intersection vide, alors c’est
aussi une famille de fermés de E d’intersection vide (car X est un fermé de E).
Par compacité de E on en déduit qu’il existe une sous famille finie d’intersection
vide, d’ou la compacité de X. []

Remarque 5.1 Soit E un espace séparé, X etY deux parties compactes de E
disjointes. Soit y € Y. En appliquant ce qui est fait dans la preuve du point
1) du théoréme précédent, on obtient deur ouverts disjoints WY et VY tels
que WY o X ety € VY. Comme (V¥)yecy est un recouvrement de Y et que
Y est compact, il existe (y1,...,yn) € Y™ tels que Y soit inclus dans l'ouvert
V = u;V¥%. De plus W = n;WV¥i est un ouvert qui contient X et ona VW =
(UiV¥) A (W) € U (VY A WY) = .

Donc si X et'Y sont deux parties compactes et disjointes et E et si F est
séparé, alors il existe deur ouverts disjoints U et V de E tels que X c U et
YcV.

5.2 Propriétés des suites d’'un compact
Théoréme 5.5 Soit E un espace compact.
1) toute suite (x,,), d’éléments de E admet une valeur d’adhérence.

2) Si(x,)n admet une seule valeur d’adhérence, alors elle converge dans E.
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PREUVE. 1) Soit S, = {z,, p = n}. On sait que l'ensemble des valeurs
d’adhérence de (z,,), est égal & A = n,S,. Comme (S,), est une suite dé-
croissante de fermés non vides de E et que E est compact, A est non vide.

2) Soit a 'unique valeur d’adhérence de (z,,), et V un voisinage ouvert de
a. Comme F,, = S, n (E\V) est une suite décroissante de fermés de E et que
AnFn = (nSy) N (E\V) = {a} n (E\V) = &, il existe ng € N tel que F,,, = &,
et donc S,,, < Sy, € (E\V). On en déduit que z,, € V pour tout n = ng. [J

Corollaire 5.6 Tout espace métrique compact est complet. La réciproque est
fausse.

PREUVE. Rappelons que toute suite de Cauchy qui admet une valeur
d’adhérence converge et que R est complet mais non compact []

Théoréme 5.7 Soit E un espace métrique (ou G topologie métrisable). E est
compact si et seulement si toute suite de points de E admet une valeur d’adhé-
rence (i.e. admet une sous-suite qui converge).

PREUVE. D’aprés le théoréme précédent (valable pour tout compact) et la
caractérisation des valeurs d’adhérence en terme de suites extraites, il suffit de
montrer le sens indirect.

Comme E est un espace métrique, il est séparé. Soit (O;);er une famille
d’ouverts de E recouvrant E. On a besoin d’un premier lemme:

Lemme 5.8 (de Lebesgue) il existe r > 0 tel que pour tout point x de E, la
boule B(x,r) est contenue dans au moins un des ouverts O;.

Ce lemme se démontre par ’absurde, si pour tout r > 0 il existe x € E tel
que B(x,r) ne soit inclus dans aucun O;, alors en posant r = 1/n, on obtient une
suite (7,), tel que B(z,,1/n) n’est inclus dans aucun des O;. Soit (7)), une
suite extraite qui converge vers a € E et O;, tel que a € O;,. Comme O;, est un
ouvert, il existe p > 0 tel que B(a, p) < O;,. Or x4,y — a, donc il existe ng € N
tel que 24,y € B(a, p/2) pour tout n = ng. De méme, 1/¢(n) — 0 donc il existe
ny € N tel que Vn = nq, 1/¢(n) < p/2. En prenant N = max(ng,n1), on obtient
d(a,z4(ny) < p/2 et 1/p(N) < p/2, d'oit B(z4(n), 1/d(n)) < Bla,p) < Oy,
d’ou la contradiction.

On aura besoin d’un second lemme:
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Lemme 5.9 Pour toutr > 0, il existe un recouvrement fini de E par des boules
ouvertes de rayon r.

Ici encore on fait une preuve par l'absurde. Soit g € E. Si E n’est pas
recouvert par B(xg,r) donc il existe x; € E\B(zg,r), i.e. tel que d(zg,z1) >
r. Supposons construit (zo,...,x,) tels que d(z;,z;) = rsii # j. Si E #
Vogi<nB(x;, 1), 1l existe x,41 € E\ Uogi<n B(z;,7), et donc d(z,y1, ;) =1
pour tout 1 < i < n. Le lemme est faux alors obtient par récurrence une
suite (x,), de points de E telle que pour tout (i,5) € N2, si i # j alors
d(z;, ;) = r. Comme une telle suite n’a pas de suite extraite de Cauchy, on a
une contradiction avec ’hypothése sur E.

Pour finir la preuve du théoréme, soit » > 0 le rayon donné par le lemme
de Lebesgue, et (B(z,r)) \<k<n Un recouvrement fini de £ par des boules de
rayon 7. Pour chaque 1 < k < n il existe i € I tel que B(x;,r) < O;,. On en

déduit alors que E = U B(xg,r) € ui0;,, et donc E est compacte. []

Le théoréeme de Bolzano-Weierstrass combiné au théoréme précédent donne
les corollaires importants suivants.

Corollaire 5.10 Tout segment de R est compact et R muni de la topologie
usuelle est compact.

Théoréme 5.11 Soit (Ey1,d1) et (E2,d2) deuzr espaces métriques. On munit
Ey x Es de la topologie produit. Si Ey et Eo sont compacts alors Ey x Ey est
compact.

PREUVE. On sait que la topologie produit de E; x Es est métrisable (asso-
ciée & Dy, Dy ou De.. Soit (2, Yn)n € (Ey x E2)N. (2,,), est une suite de points
du compact Fj, donc il existe une suite extraite (z4(,)) qui converge vers un
point I € E1. (yg(n)) est une suite de point de Es, donc il existe une suite de
extraite (Yg(y(n)))n qui converge vers ly € Ey. Alors la suite (Tg(y(n))s Yo (v (n)) In
est extraite de la suite (z,,,y,) et converge vers (I1,12) € E1 x Es. [

Remarque 5.2
1) bien sur ce théoréme se généralise o un produit fini de compacts.

2) En fait le produit d’une famille finie d’espaces topologiques compacts est
aussi un espace topologique compact.
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5.3 Parties compactes de R, R", C et C”

Proposition 5.12 (E,d) un espace métriqgue et X < E. Si X est compact
alors X est fermé et borné.

PREUVE. On sait déja quune partie compacte est fermée. Comme (B(z,1))
recouvre X et que X est compacte, on en déduit qu’il existe (z1,...,z;) € X
tels que X < Uigi<k B(z4,1). Sionnote § = sup,¢; ;< d(zi, z;) alors pour tout
(z,y) € X2, il existe (i,j) € {1,...,k}? tels que = € B(z;,1) et y € B(x;,1),
d’ot d(z,y) < 2+ d(x;,z;) < 6 + 2. Le diamétre de X est donc majoré par
2+46.0

Remarque 5.3 La réciproque est fausse. Par exemple, la boule unité fermée

d’un espace vectoriel normé de dimension infinie est non compacte (théoréme
de Riesz).

Théoréme 5.13 Les parties compactes de R sont les parties fermées et bornées
de R (pour la distance usuelle).

PREUVE. Soit X une partie fermée et bornée de R. Alors X est contenu
dans un segment de R. Comme X est un fermé de R, c’est un fermé du segment.
Comme les segments sont compacts, X est aussi compact. []

Théoréme 5.14 Les parties compactes de R™ sont les parties fermées et bor-
nées (pour les distances usuelles).

PREUVE. On travaille avec D,,. Comme X est bornée, il existe M > 0
telle que X < B/(0,M) = [-M, M]". Comme [—M, M] est un compact de
R, [-M, M]™ est un compact de R”. Comme X est un fermé de R", donc de
[—M, M]™, on en déduit que X est un compact. [

Théoréme 5.15 Les parties compactes de C ou de C™ sont les parties fermées
et bornées (pour la distance usuelle).

PREUVE. Soit X une partie fermée et bornée de C" pour la distance usuelle.
Comme ¢ : (aj + iby,...,a, +ib,) € C* — (a1,b1,...,an,b,) € R?" est une
isométrie (et donc un homéomorphisme), on en déduit que ¢(X) est fermée
(car X est fermée et ¢! est continue) et bornée (car X est bornée et ¢ est
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un isométrie) dans R?". Donc X est une partie compacte de R?". Enfin, X =
¢~ 1(p(X)) et donc X est compacte (I'image d’un compact par une application
continue est compact, cf plus bas). [

Corollaire 5.16

1) toute suite bornée de R, R™, C ou C™ posseéde une valeur d’adhérence (i.e.
une suite extraite qui converge).

2) toute suite bornée de R, R™, C ou C™ qui posséde une unique valeur
d’adhérence converge.

5.4 Fonctions continues sur les compacts

Théoréme 5.17 Soit E un espace compact et F' un espace topologique séparé.
Si f: E — F est continue alors f(E) est une partie compacte de F.

PREUVE. Soit (O;)ser une famille d’ouverts de F' recouvrant f(E). Comme
[ est continue, (f~'(0;))_, est un recouvrement ouvert de E et par compacité
de E, il existe une partie finie J de I telle que £ = ujesf1(0;). Comme
FE) = f(vjes f7HO) )= Ujesf(f71(0;)) € UjesO;j, on en déduit que
f(E) est une partie compacte de F. []

Exemples 5.2

T T

1) [-3,5] est compacte et Uapplication f : [-7/2,m/2] — R définie par
f(z) = arctan(z) si v €] — 7/2,7/2[, f(—7/2) = —0) et f(7/2) = +0
est continue. On retrouve que R est un compact pour la topologie usuelle.

2) f:xel0,2n[— e eU={z€eC, |z| =1} est bijective et continue. Mais
f~' ne peut-étre continue car [0, 27| n’est pas compacte, contrairement a
U.

Corollaire 5.18 Soit E un compact et f : E — R une fonction continue.
Alors f est bornée sur E et il existe (x,y) € E? tels que f(x) = supg f et
fly) =infg f. On dit que les applications continues sur un compact atteignent
leurs bornes.
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PREUVE. Si f est continue et E compact alors f(E) est une partie compacte
de R. On en déduit que f(FE) est non vide, fermée et bornée dans R. Donc f est
bornée. Soit yo = sup f(E) € R, alors comme f(FE) est fermé on a yo € f(FE),
et donc il existe zg € f(E) telle que yo = f(xo). On montre de méme que 'inf
est atteint. []

Remarque 5.4 En particulier, si (E,d) est un espace métrique, A et B sont
des parties compactes non vides de E, et si x € E, alors la distance de x a4 A
est atteinte (i.e. il existe xy € A tel que d(x,xo) = inf,ea d(z,a)). De méme
la distance entre A et B est atteinte (i.e. il existe ag € A et by € B tels que
d(ao,bo) = inf, pyeaxp d(a,b)) et le diamétre d’un compact est atteint (i.e. il
existe (a,a’) € A tels que d(a,a’) = §(A)).

Pour démontrer ces propriétés, il suffit de remarquer que a € A — d(x,a) €
R, (a,b) € A x B+ d(a,b) € R et (a,a’) € A% +— d(a,a’) € R sont continues.

Théoréme 5.19 (Heine) Soit (E,d) et (E',d’) deuz espaces métriques et
f : E — E' une application. Si E est compact et [ continue, alors [ est
uniformément continue.

PREUVE. Soit € > 0 fixé. f est continue en chaque point de F, donc
pour tout x € E, il existe i, > 0 tel que pour tout y € E, si d(x,y) < N,
alors d'(f(z), f(y)) < ¢/2. Comme (B(x,m))weE est une famille d’ouverts
recouvrant le compact F, il existe une famille finie z1, ..., z,, de points de E tels
que E € Ui<i<kB(2i,ns,/2). Soit alors n = min(n,,,...,ns, )/2. Si (z,y) € E?
sont tels que d(x,y) < n, alors il existe i € {1,...,k} tel que z € B(x;,1n:,/2) et
donc d'(f(z;), f(z)) < €/2 et comme d(y, ;) < d(y,x) +d(z,z;) <N +n5,/2 <
Na;» on a aussi d' (f(x;), f(y)) < €/2. On en déduit que d'(f(z), f(y)) <e. O

Exemple 5.3 Toute application continue et périodique de R dans C est bornée
et uniformément continue.

En effet, si P est une période de f alors f(R) = f([0,P]) et donc f est
bornée. On a aussi f|jo,p+1] uniformément continue, i.e. pour tout € > 0, il
existe 1 = n > 0 tel que si (x,y) € [0, P + 1]* vérifient d(z,y) < n alors
|f(z) — f(y)| < €. Si maintenant (x,y) sont deuz points de R tels que d(z,y) <
n <1 (et x <y) alors il existe k € Z tel que x — kP € [0,P] et on a
y—kPe[0,P+1], et on a donc |f(z) — f(y)| = |f(x —kP) — f(y —kP)| <e.
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