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4. Séries entiéres : rayon de convergence

Exercice 4.1 Utilisation de la définition du rayon de convergence Déterminer le
rayon de convergence des séries entiéres > oo 2", Y., 5022, 2,50 182" et des polynomes
vus comme séries entiéres.

Exercice 4.2. Utilisation du critére de d’Alembert Déterminer le rayon de conver-
gence des séries entiéres suivantes. 1. ) - fT' 2.3 500%™ 3. ), 50 P(n)2", ot P est un
polyndme & coefficients complexes. 4. Zn_>0 P(n)a™z™, ot P est un polynome a coefficients
complexes et o > 0. 5. >~ - /nz".

Exercice 4.3 Utilisation du critére de d’Alembert pour les séries numériques

4 H Ari 2 Ny 2N In(n) 1 _3n
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres ) -, 2"nz"" et > o == 552"

Exercice 4.4 Détermination de rayons de convergence par comparaison Déterminer
le rayon de convergence de la série Zn21 a, 2" dans les cas suivants.
104+2x(—1)"+3 cos(n)

nln(n) .

2. Pour tout entier n > 1, a,, est le nombre de diviseurs positifs de n.

1. Pour tout entier n > 2, a,, =

3. Pour tout entier n > 1, a, = > ;_; ﬁ

Exercice 4.5 Rayon de convergence et somme Déterminer le rayon de convergence de
la série entiere y_ (3™ +2")z".

Exercice 4.6 Utilisation du produit de Cauchy Montrer que ’application définie sur le
disque unité ouvert par z — ﬁ s’écrit comme (restriction au disque unité ouvert) d’une

somme de série entiére.
Démonstration des propriétés du cours

Exercice 4.7 Lemme d’Abel Soient ) ., a,2™ une série entiére et p > 0. Supposons que
la suite (a,p™)n>0 soit bornée. Montrer que, pour tout nombre complexe z avec |z| < p, la
série numeérique » -, anz™ converge absolument.

Exercice 4.8 Rayon de convergence Soit ) ., a,2" une série entiére. On note
R = sup {r > 0,la suite (a,r")n>0 est bornee} € Ry U {400}

le rayon de convergence de cette série entiére. Montrer que :

1. Si|z| < R, alors la suite (a,2")nen est bornée, la série numérique } -, - a,2" converge
et la suite (a,2")nen converge vers 0.

2. Si [z] > R, alors la suite (a,2")nen est non-bornée. la série numérique ), -, anz
diverge et la suite (a,2")nen ne converge pas vers 0.

Exercice 4.9 Critére de d’Alembert pour les séries entiéres. Soit ) -, a,2" une
série entiére. Supposons que la suite (a,)n,en est non-lacunaire. Supposons aussi que la suite

(“’"7+|1|)n ait une limite L € Ry U {4+00}. Montrer alors que le rayon de convergence de la

|an

- N n 1 . 1 _ 1
série entiere ) -, a,2" est 7 (avec la convention § = 400 et - =0).



Exercice 4.10 Comparaison de rayons de convergence
Soient Y <, anz™ et > o, b,2" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R,
et Ry. Supposons que :

IN e N, Vn > N,|a,| < |bn|.

Montrer que R, > Ry.

Exercice 4.11 Rayon de convergence d’une somme Soient »_ -, a,2" et >, ~,b,2"
deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et Rj. Montrer que :

1. Si 'on note R le rayon de convergence de la série entiére ) - (a, + by)z", alors
R > min(R,, Ry).
2. Si R, # Ry, alors R = min(R,, Rp).
3. L’égalité R = min(R,, R;) n’est pas toujours vraie si R, = Rj.
Exercice 4.12 Rayon de convergence d’un produit de Cauchy Soient » ., a,2"
et Zn>0 b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et R,. Notons

R le rayon de convergence du produit de Cauchy de ces deux séries entiéres. Montrer que
R > min(R,, Ry).

Pour aller plus loin

Exercice 4.13 Formule générale Soit > a,, 2" une série entiére de rayon de convergence R.
On note L = limsup,, , |, ¥/|an| = lim, 100 SUPs>,, V/|ax| (pourquoi cette limite existe-t-
elle?). Montrer que R = +.




