UNS — COMPLEMENTS D’ALGEBRE ET D’ANALYSE — L2 2016-2017

8. Développement en série entiére

Exercice 8.1 Premiers exemples de développements en série entiére Montrer que
les fonctions suivantes sont développables en série entiére au voisinage de 0 et, dans chaque
cas, calculer leur développement en série entiére au voisinage de 0.

L 2+ 2 +exp(a).
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Exercice 8.2 Développement en série entiére de (1 + x)" Montrer que les fonctions
z+— (14 )", pour n € Z, sont développables en série entiére au voisinage de 0 et calculer
leurs développements en série entiére au voisinage de 0. On effectuera une récurrence pour
n < 0.

Exercice 8.3 Développements en série entiére par dérivée/primitive Rappeler les
fonctions dérivées des fonctions suivantes. En déduire que ces fonctions sont développables
en série entiere au voisinage de 0 et calculer leur développement en série entiére au voisinage
de 0.

1. z— In(1+x).

2. arctan.
Exercice 8.4 Développement en série entiére au voisinage d’un autre point que
0 Montrer que les fonctions suivantes sont développables en série entiére au voisinage de 1
et au voisinage de 2 et calculer leur développement en série entiére au voisinage de ces deux
points.
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Démonstration des propriétés du cours

Exercice 8.5 Unicité du développement en série entiére Soit f une fonction déve-
loppable en série entiére au voisinage de 0 dont un développement en série entiére de f au
voisinage de 0 s’écrit
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Montrer par récurrence sur n € N que :
1. La fonction f est de classe C™ sur un intervalle ouvert contenant 0.
(n)
2. L0 !(0) =a

n n:

En déduire que le développement en série entiére de f au voisinage de 0 est unique.

Exercice 8.6 Exemples de fonctions C*° qui ne sont pas développables en série
entiére au voisinage de 0
Soit f la fonction définie sur R par :

Vo >0, f(z)=e =
Vo <0, f(x) =0.
1. Montrer que la fonction f est continue sur R.

2. Montrer par récurrence sur n € N que la fonction f est de classe C" et que la dérivée
n-iéme de f vérifie :

Y > 0, /() = Zefe 2
Vo <0, f(")(a:) -0 ,

ou P, est un polyndme & coefficients réels.



3. Montrer que f n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0. Montrer aussi
que, si g est une fonction développable en série entiére au voisinage de 0, alors f + g
n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0.

Pour aller plus loin

Exercice 8.7 Principe des zéros isolés Soient f : C — C et g : C — C des fonctions
analytiques (i.e. s’écrivent comme somme de série entiére d’une variable complexe au voisi-
nage de chaque point de C). On suppose qu'il existe un ensemble fermé borné infini K tel

que f|K =9\K- Montrer que f = g.



