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9. Systèmes di�érentiels linéaires

Exercice 9.1 Systèmes di�érentiels triangulaires supérieurs Résoudre le système dif-
férentiel X ′(t) = A(t)X(t) (i.e. déterminer les solutions sur R de ce système di�érentiel) pour
chacune des matrices A suivantes.

a. A(t) =

1 0 0
0 2 0
0 0 0

 b. A(t) =

(
1 4
0 2

)
c. A(t) =

0 2 0
0 2 1
0 0 1

 d. A(t) =

(
1 e−t

2

0 2t

)

Exercice 9.2 Systèmes di�érentiels linéaires homogènes à coe�cients constants

Résoudre les systèmes di�érentiels suivants.

1. {
x′(t) = x(t) + 2y(t)
y′(t) = 2x(t) + y(t)

2.  x′(t) = −2y(t) + z(t)
y′(t) = −2y(t)
z′(t) = −2x(t) + 2y(t)− 3z(t)

Exercice 9.3 Système di�érentiel linéaire à coe�cients constants avec second

membre Résoudre le système di�érentiel X ′(t) = AX(t) +B(t) où

B(t) =

 0
et

0

 et A =

 0 −2 1
0 −2 0
−2 2 −3


Exercice 9.4 Résolution d'équations di�érentielles d'ordre ≥ 2 Résoudre les équations
di�érentielles suivantes.

a.


y(3)(t)− y′′(t)− 4y′(t) + 4y(t) = 0
y(0) = 1
y′(0) = 0
y′′(0) = 1

b.


y(3)(t)− y′′(t)− 4y′(t) + 4y(t) = 5
y(0) = 1
y′(0) = 0
y′′(0) = 1

Démonstration des propriétés du cours

Exercice 9.5 Solution générale = solution particulière+ solution générale du sys-

tème homogène associé Soient A : I →Mn(R) et B : I → Rn des applications continues.
On note Y0 : I → Rn une solution (sur I) du système di�érentiel

(S) Y ′(t) = A(t)Y (t) +B(t).

Montrer que l'ensemble des solutions sur I du système di�érentiel Y ′(t) = A(t)Y (t)+B(t) est
l'ensemble des fonctions de la forme Y0 + Yh, où Yh est solution sur I du système di�érentiel
homogène associé à (S).

Exercice 9.6 Structure de l'ensemble des solutions d'un système di�érentiel ho-

mogène Soit A : I → Mn(R) une application continue sur un intervalle ouvert I de R.
Démontrer que l'ensemble des solutions sur I du système di�érentiel X ′(t) = A(t)X(t) est
un espace vectoriel. Montrer que cet espace vectoriel est de dimension n.

Exercice 9.7 Technique de résolution des équations di�érentielles d'ordre ≥ 2 à

coe�cients constants On �xe des fonctions continues a0, a1, . . . , ak−1 et b dé�nies sur un
intervalle I de R et à valeurs dans R.
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1. Soit y0 : I → R une solution sur I de l'équation di�érentielle

(E) y(k)(t) + ak−1(t)y
(k−1)(t) + . . .+ a0(t)y(t) = b(t).

Montrer que l'application

Y0 : I → Rk

t 7→


y0(t)
y′0(t)
...

y
(k−1)
0 (t)


est solution sur I d'un système di�érentiel (S) Y ′(t) = A(t)Y (t) + B(t), où A : I →
Mk(R) et B : I → Rk sont des applications à déterminer.

2. Soit Y0 : I → Rk une solution du système di�érentiel (S). Montrer que la première
coordonnée de Y est solution de l'équation di�érentielle (E).

3. En déduire une bijection � naturelle � entre l'ensemble des solutions sur I de (S) et
l'ensemble des solutions sur I de (E). Montrer que cette bijection est un isomorphisme
linéaire lorsque b est la fonction nulle.

Exercice 9.8 Structure de l'ensemble des solutions d'une équation di�érentielle

d'ordre ≥ 2 Soit (ai)0≤i≤k−1 une suite (�nie) d'applications continues I → R sur un inter-
valle ouvert I de R. Soient b une fonction continue I → R, t0 ∈ I et (yi)0≤i≤k−1 une suite
�nie de réels.

1. Montrer que le problème{
y(k)(t) + ak−1(t)y

(k−1)(t) + ak−2(t)y
(k−2)(t) + . . .+ a0(t)y(t) = b(t)

∀0 ≤ i ≤ k − 1, y(i)(t0) = yi

admet une unique solution.

2. En déduire que l'ensemble des solutions sur I de l'équation

y(k)(t) + ak−1(t)y
(k−1)(t) + ak−2(t)y

(k−2)(t) + . . .+ a0(t)y(t) = 0

est un espace vectoriel de dimension k.

Pour aller plus loin

Exercice 9.9 Portraits de phase dans le plan

1. Déterminer les solutions à valeurs réelles du système di�érentiel X ′ = AX, où

A =

(
1 −2
2 1

)
.

Représenter les trajectoires des solutions de ce système dans le plan : on obtient un
foyer instable.

2. On prend maintenant une matrice A quelconque à coe�cients réels dont les deux valeurs
propres sont distinctes. Déterminer dans les di�érents cas les solutions du système
X ′ = AX. Représenter dans chaque cas les trajectoires solutions dans le plan.

3. On suppose maintenant que la matrice A (à coe�cients réels) a une seule valeur propre.
Montrer qu'il existe une matrice inversible P telle que la matrice P−1AP est de la forme

A =

(
a b
0 a

)
,

où a et b sont des réels. En déduire l'ensemble des solutions du système di�érentiel
X ′ = AX dans les di�érents cas et représenter dans chaque cas les trajectoires solutions
du système.
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