UNS — COMPLEMENTS D’ALGEBRE ET D’ANALYSE — L2 2016-2017

9. Systémes différentiels linéaires

Exercice 9.1 Systémes différentiels triangulaires supérieurs Résoudre le systéme dif-
férentiel X' (t) = A(t) X (t) (i.e. déterminer les solutions sur R de ce systéme différentiel) pour
chacune des matrices A suivantes.

10 0 L4 02 0 |t
a. Aty=10 2 0 b.A(t):(O 2) c. At)y=(0 2 1 d.A(t):(O 6%)
000 00 1

Exercice 9.2 Systémes différentiels linéaires homogénes a coefficients constants
Résoudre les systémes différentiels suivants.

1.
{m’(t) = z(t) + 2y
y() = 22() + y@)
2.
a'(t) = —2y(t) + 2(t)
y'() = =2yt
2(t) = —2ax(t) +2y(t) — 3z(t)

~

Exercice 9.3 Systéme différentiel linéaire a coefficients constants avec second
membre Résoudre le systéme différentiel X'(t) = AX(¢) + B(¢) ou

0 0o -2 1
Bt)=[e'] etA=|0 -2 0
0 -2 2 =3

Exercice 9.4 Résolution d’équations différentielles d’ordre > 2 Résoudre les équations
différentielles suivantes.

y (1) —y"(t) — 4y (1) + 4y(t) = 0 y (1) —y"(t) — 4y () +4y(t) = 5
. 4 y0)=1 b d w0 =1
"] v(0)=0 "] v(0)=0
y'(0) = y'(0)=1

Démonstration des propriétés du cours

Exercice 9.5 Solution générale — solution particuliére+ solution générale du sys-
téme homogéne associé Soient A: I — M, (R) et B: I — R™ des applications continues.
On note Yy : I — R™ une solution (sur I) du systéme différentiel

(S)Y'(t) = AQ)Y (t) + B(t).

Montrer que ’ensemble des solutions sur I du systéme différentiel Y'(t) = A(¢)Y (t)+ B(t) est
I’ensemble des fonctions de la forme Yy + Yj, ot Y}, est solution sur I du systéme différentiel
homogene associé a (.5).

Exercice 9.6 Structure de I’ensemble des solutions d’un systéme différentiel ho-
mogéne Soit A : I — M, (R) une application continue sur un intervalle ouvert I de R.
Démontrer que I’ensemble des solutions sur I du systéme différentiel X'(¢t) = A(t) X (¢) est
un espace vectoriel. Montrer que cet espace vectoriel est de dimension n.

Exercice 9.7 Technique de résolution des équations différentielles d’ordre > 2 a
coefficients constants On fixe des fonctions continues ag, a1, ...,ar_1 et b définies sur un
intervalle I de R et & valeurs dans R.



1. Soit yo : I — R une solution sur I de I’équation différentielle
(B) y™ () + ap-1()y™* D (0) + ...+ ao(t)y(t) = b(t).
Montrer que 'application

Yo: I — R*

)

est solution sur I d’un systéme différentiel (S) Y'(t) = A(t)Y (t) + B(t), ou A : I —
Mi(R) et B : I — R* sont des applications & déterminer.

2. Soit Yy : I — R* une solution du systéme différentiel (S). Montrer que la premiére
coordonnée de Y est solution de I’équation différentielle (E).

3. En déduire une bijection « naturelle » entre I’ensemble des solutions sur I de (S) et
Pensemble des solutions sur I de (E). Montrer que cette bijection est un isomorphisme
linéaire lorsque b est la fonction nulle.

Exercice 9.8 Structure de ’ensemble des solutions d’une équation différentielle
d’ordre > 2 Soit (a;)o<i;<k—1 une suite (finie) d’applications continues I — R sur un inter-
valle ouvert I de R. Soient b une fonction continue I — R, t9 € I et (y;)o<i<k—1 une suite
finie de réels.

1. Montrer que le probléme

{ y® (1) + ar—1 (g (1) + ar—2 )y 2 (1) + ..+ ao(t)y(t) = b(t)
VO <i<k—1y%(t) =y

admet une unique solution.

2. En déduire que I'ensemble des solutions sur I de ’équation
y P () + ar1 ()y* I () + ar—a (Oy* D () + ..+ ao(t)y(t) = 0

est un espace vectoriel de dimension k.

Pour aller plus loin

Exercice 9.9 Portraits de phase dans le plan

1. Déterminer les solutions & valeurs réelles du systéme différentiel X’ = AX, ou

A:G 12>.

Représenter les trajectoires des solutions de ce systéme dans le plan : on obtient un
foyer instable.

2. On prend maintenant une matrice A quelconque a coefficients réels dont les deux valeurs
propres sont distinctes. Déterminer dans les différents cas les solutions du systéme
X’ = AX. Représenter dans chaque cas les trajectoires solutions dans le plan.

3. On suppose maintenant que la matrice A (& coefficients réels) a une seule valeur propre.
Montrer qu'’il existe une matrice inversible P telle que la matrice P~' AP est de la forme

a b
4= 2
ol a et b sont des réels. En déduire I’ensemble des solutions du systéme différentiel

X’ = AX dans les différents cas et représenter dans chaque cas les trajectoires solutions
du systéme.



