UNS — EQUATIONS DIFFERENTIELLES — L3 2020-2021

TD d’équations différentielles

1 Séance 1

Exercice 1.1. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R des systémes suivants

{y+y=0
y(0) =1

y+y=0
y(0) =1
y'(0)=1

Exercice 1.2. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R de ’équation différentielle
y +y = cos(l)e.
Exercice 1.3. Déterminer I'ensemble des solutions définies sur |—2, +o00[ de I'équation différentielle

, e
Y e 060! T 21 0B+

Exercice 1.4. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R du systéme
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Exercice d’entrainement 1.1. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R du systéme

{ y' + 3y = sin(t)
y(0) =1

Exercice d’entrainement 1.2. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R de 1’équation
différentielle

y +ity=1.

Exercice d’entrainement 1.3. Déterminer I'ensemble des solutions définies sur R de 1’équation
différentielle
. o2
+2y= .
YT e ute

Exercice supplémentaire 1.1. Soient a : R — R et b : R — R des applications continues. Soit
¢ : R — R une application dérivable telle que

VieR, ¢ (t) <a(t)p(t) + b(t).

Que peut-on dire de ¢?



2 Séance 2

Exercice 2.1. Soit a un nombre réel. Déterminer en fonction de « I’ensemble des solutions définies
sur R de I’équation différentielle
(E,) t+ 1)y —ay=a.

Exercice d’entrainement 2.1. Déterminer I'ensemble des solutions définies sur R de I’équation
différentielle

t?
1+t
Exercice d’entrainement 2.2. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R de ’équation
différentielle

ly' +2y =

sin(t)*y’ — 2 cos(t)y = 0.
Exercice fait en amphi 2.1. On note K = R ou C. Soit [ un intervalle de R et a : [ — K
et b: 1 — K des fonctions continues sur /. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur [ de
I’équation différentielle
Y +a(t)y = b(t).
Exercice fait en amphi 2.2. Soit / un intervalle de R et a: [ — R et b: [ — R des fonctions
continues sur /. On note (F) 'équation différentielle

Y +a(t)y =b(t)

et (F),) I'équation homogéne qui lui est associée. On note o une solution de (F) qui est définie sur
I. Montrer que I’ensemble des solutions définies sur I de I’équation (F) est ’ensemble des fonctions
de la forme ¢q + ¢p, ol @y, est une solution définie sur / de I'équation différentielle (F},).

3 Séance 3

Exercice 3.1. Déterminer I'ensemble des solutions a valeurs réelles des systémes différentiels sui-
vants en décomposant une solution dans une base adaptée.

¥ = x 4+ y — 2z
S1)s vV = —x — y + 2z
Z = —r 4+ 0y
¥ = x +y — 2z + €
(S2)d ¥ = —x — y + 22
2 = —x + vy — ¢
Exercice d’entrainement 3.1. Résoudre les systémes différentiels suivants
¢ = 3z + 3y — 2 @ = 3z + 3y — 22 + 2
y = © + y + 2z y = ©» + y + 2z
7 = x + 3y 7 = x + 3y + 2!

Exercice supplémentaire 3.1. Soit A une matrice carrée a coefficient réels. A quelle(s) condi-
tion(s) sur les valeurs propres de A et la décomposition de Dunford de A peut-on dire que le systéme
différentiel X' = AX

1. est asymptotiquement stable ?

2. est stable ?



4 Séance 4

Exercice 4.1. Pour chacun des systémes différentiels suivants, déterminer I’ensemble des solutions
du systéme différentiel proposé, tracer le portrait de phase associé a ce systéme différentiel et étudier
la stabilité de I'origine.

¥ o= + y ¥ o= + 4y ¥ o= —xr — 4y
.37 2.4 7, 3.0
y = 2¢ + vy y = 3y y = 2z — Ty

Exercice d’entrainement 4.1. Pour chacun des systémes différentiels suivants, déterminer ’en-
semble des solutions du systéme différentiel proposé, tracer le portrait de phase associé a ce systéme
différentiel et étudier la stabilité de 'origine.

1x’:—2:1: 2:1:’:—6x+8y3:c’:—a:—2y
Yy = -y TlY =44+ 06y 7Y =

a b
une matrice a coefficients réels. On note (S) le systéme différentiel

¥ = ar + by
y = cxr + dy

Exercice fait en amphi 4.1. Soit

On suppose que A est diagonalisable & valeurs propres réelles non-nulles. On note (uq, us) une base
de R? formée de vecteurs propres de A, \; la valeur propre associée au vecteur propre u; et Ao la
valeur propre associée au vecteur propre u,. Déterminer I'ensemble des solutions de (S) et donner
'allure du portrait de phase de (S5) en fonction des valeurs de A\; et A..



5 Séance 5

Exercice 5.1. Pour chacun des systémes différentiels suivants, déterminer I’ensemble des solutions
du systéme différentiel proposé, tracer le portrait de phase associé a ce systéme différentiel et étudier
la stabilité de I'origine.

1x’=—y2$/=x—2y3$’=—4x+5y
Ny = = Ty = 2 + vy 1y = -2z + 2y

Exercice d’entrainement 5.1. Pour chacun des systémes différentiels suivants, déterminer I’en-
semble des solutions du systéme différentiel proposé, tracer le portrait de phase associé a ce systéme
différentiel et étudier la stabilité de 'origine.

1m’:—m+y2m’:6x—10y3m’ -3z + 13y
Ny = —x —y Ty = 4 — 06y Y = 2z + Ty

a b
A= (2 0)

une matrice a coefficients réels. On note (5) le systéme différentiel

¥ = ar + by
y = cxr + dy

Exercice fait en amphi 5.1. Soit

On suppose que A a une valeur propre complexe A = a + i avec « € Ret 5 € R\ {0}.
1. Déterminer une base (u;,us) de R? telle que Auy = cuy — Buy et Auy = fug + aus.

2. En décomposant une solution suivant la base précédente, déterminer I’ensemble des solutions
de (S) et donner l'allure du portrait de phase de (S) en fonction des valeurs de a et f3.

Exercice supplémentaire 5.1. Déterminer I'ensemble des solutions du systéme différentiel sui-
vant et tracer le portrait de phase associé a ce systéme différentiel.

¥ = —4x+5y—6
y = —2x+42y—2



6 Séance 6

Exercice 6.1. Pour chacun des systémes différentiels suivants, déterminer I’ensemble des solutions
du systéme différentiel proposé, tracer le portrait de phase associé a ce systéme différentiel et étudier
la stabilité de I'origine.

1{3:’= r 4+ 2 2{x’=—x+2y 3{$’=—:13—|—4y

y = -z — 2y Yy = -y y = —x + 3y

Exercice d’entrainement 6.1. Pour chacun des systémes différentiels suivants, déterminer I’en-
semble des solutions du systéme différentiel proposé, tracer le portrait de phase associé a ce systéme
différentiel et étudier la stabilité de 'origine.

11:’= :1;+2y2x’=:1:—y33:’=—x
Y = -2 -3y Ty =20 -2 Ty =

a b
A=
(¢ 0
une matrice a coefficients réels. On note (5) le systéme différentiel

{:L'/:ax+by

Exercice fait en amphi 6.1. Soit

/

y = cx + dy

On suppose que A n’est pas diagonalisable et que det(A) # 0.
1. Montrer qu’il existe un nombre réel X tel que (A — \I,)* = 0.
2. En déduire qu'il existe une base (u,v) de R? telle que Au = Au et Av = u + \v.

3. En décomposant une solution suivant la base précédente, déterminer I’ensemble des solutions
de (5) et donner l'allure du portrait de phase de () en fonction des valeurs de A.



