UNS — EQUATIONS DIFFERENTIELLES — L3 2020-2021
Correction des exercices d’entrainement

Dans le texte qui suit, on a indiqué en italique tous les commentaires qui ne font pas partie de la
correction de 'exercice a proprement parler.

1 Séance 1

Exercice d’entrainement 1.1. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R du systéme

{ y' + 3y = sin(t)
y(0) =1

Correction : Méthode 1 : Pour résoudre un tel systéme différentiel, on commence par trouver [’en-
semble des solutions de l’équation différentielle y + 3y = sin(t). On injectera ensuite la condition
initiale. Pour trouver I’ensemble des solutions de cette équation différentielle, on utilise le résultat
selon lequel les solutions sont les sommes d’une solution particuliére de l’équation et d’une solution
quelconque de I’équation homogene associée.

L’équation homogeéne associée a I’équation différentielle ¢’ + 3y = sin(t) est ’équation différentielle
y' + 3y = 0. L’ensemble des solutions définies sur R de cette équation homogéne est

R —- R
{ t — C’eSt|C€R}'

On a ici appliqué le théoréme du cours qui nous donne l’ensemble des solutions d’une équation
différentielle linéaire homogéne d’ordre 1.

Cherchons une solution particuliére de I'équation différentielle y' + 3y = sin(t) sous la forme

wo: R = R
t o= At)e 3t

ol A : R — R est une fonction dérivable sur R. Pour que ¢q soit solution de ’équation différentielle,
il suffit que, pour tout nombre réel ¢,

N(t)e™® — 3\(t)e ™ + 3\(t)e ™ = sin(t)

(Noter que c’est Uimplication réciproque qui nous inéresse ici : il s’aagit de démontrer que, si g
est égale a une fonction que l'on va déterminer, alors ¢ est solution de l’équation), ¢’est-a-dire que,
pour tout nombre réel ¢,

N (t) = sin(t)e*

ou encore que A est une primitive définie sur R de ¢ + sin(t)e3!. Déterminons une telle primitive.
Pour tout nombre réel ¢,
sin(t)e® = Im(e™e¥) = Tm (B



donc une primitive de cette fonction est la fonction [’ définie sur R par

1 .
F(t - 7T (B340t
®) T3t )
5
= Im 1—Oze3t(cos(t) +1i sin(t))>
1
= 1—0(— cos(t) + 3sin(t))e.

Ainsi, une solution de I'équation différentielle ¢’ + 3y = sin(t) est

R - R

t = 15(—cos(t) + 3sin(t))e¥e™ = 15(— cos(t) 4 3sin(t))

Par conséquent, ’ensemble des solutions définies sur R de ’équation différentielle ¢’ + 3y = sin(t)

est

{ R — R c GR}
t — Ce® 4+ L(—cos(t) + 3sin(t)) ’

Une telle solution ¢ : ¢ — Ce " + ;-(—cos(t) + 3sin(t)), avec C € R, vérifie p(0) = 1 si et
seulement si C' — % = 1, c’est-a-dire C' = %. L’ensemble des solutions du probléme proposé est

donc le singleton
{ R — R

PR %e—3t + %(— cos(t) + 3sin(t)) } .

Méthode 2 : on transforme directement le membre de gauche de l'équation, comme dans le cours.
Soit ¢ : R — R, une fonction dérivable. La fonction ¢ est solution du probléme proposé si et
seulement si, pour tout nombre réel ¢,

< (p(0)e™) = sin(t)e”

3t

et ©(0) = 1. Comme on I'a vu lors de la premiére méthode, une primitive de ¢ — sin(t)e’* est

R — R

t — 15(—cos(t) + 3sin(t))e -

Ainsi, en intégrant entre 0 et ¢, ¢ est solution du probléme proposé si et seulement si, pour tout
nombre réel t,

1 1
p(t)e” = p(0)e” = p(t)e” — 1 = 75(—cos(t) + 3sin(t))e™ + 5,

c’est-a-dire que, pour tout nombre réel t,
11 1
gO(t) = E + 1—0(— COS(t) + 3Sln(t>)

On retrouve comme ensemble de solution définie sur R du probléme proposé le singleton

R —- R
t — e 4 (= cos(t) + 3sin(t)) [

Exercice d’entrainement 1.2. Déterminer 'ensemble des solutions définies sur R de I'équation
différentielle
Yy +ty=t.



Correction : On remarque que la fonction constante égale a 1 est une solution définie sur R de
I’équation différentielle proposée. Il conuvient de vérifier rapidement en général si des fonctions
constantes sont solutions de l’équation différentielle.

L’équation différentielle homogéne associée a 1’équation différentielle proposée est
y +ty=0.

L’ensemble des solutions définies sur R de cette équation différentielle homogéne est

R —- R
2 |CeRy,.
t — Ce 2

Ainsi, 'ensemble des solutions définies sur R de I’équation différentielle proposée est

R — R
2 | CeRG.
t — 14+Ce 2

Exercice d’entrainement 1.3. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R de I’équation

différentielle o

/
oy
V= e 6

Correction : Dans cet exercice, les deur méthodes présentées dans la correction de 'exercice d’en-
trainement 1.1 permettent de le résoudre. Comme on aura l'occasion de revenir ultérieurement sur
la deuxiéme méthode, on va utiliser ici la premiére méthode.

L’équation différentielle homogéne associée a I’équation différentielle proposée est vy’ + 2y = 0, dont
I’ensemble des solutions définies sur R est

R — R
{ t Ce‘2t|O€R}'

Cherchons une solution particuliére de I’équation différentielle proposée sous la forme

@Yo - R - R
t o= At)e 2

ol A : R — R est une fonction dérivable sur R. Pour que ¢q soit solution de ’équation différentielle,
il suffit que, pour tout nombre réel ¢,

—2t

e
Ne ™ —2 e +2A(t)e ' = ————
() () (e = s
que 'on peut réécrire
1
N(t) = ———.
®) 2 —4t+6
Déterminons donc une primitive de t — m. Pour tout nombre réel ¢,
1 _ 1
t2—4t+6 (t—2)2+21

V2

2

|
Sl-



=2

Ainsi, une primitive de t — m est t — % arctan( \;52) et une solution particuliére de I’équation

proposée est 'application définie sur R par

polt) = % arctan (%) o2t

L’ensemble des solutions définies sur R de I’équation différentielle proposée est donc

R — R
{ t — \%.arctan(%)e_%—i—c*e—% Ce R}'



2 Séance 2

Exercice d’entrainement 2.1. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R de ’équation
différentielle

ty' +2y =

142

Correction : En divisant par t, on va pouvoir déterminer les solutions définies sur R7 et sur R* de
cette équation. On va ensuite étudier les raccordements dérivables possibles en O pour déterminer
les solutions définies sur R de cette équation.

Sur R*, 'équation se réécrit
' 2t
YT T e
L’équation homogéne associée a cette équation différentielle est ¢ +%y = (. L’ensemble des solutions
définies sur RY de cette équation homogeéne est

Ry — R
{ t — Ce2® :%|C€R}

Déterminons une solution particuliére définie sur RY de I’équation avec second membre a I'aide de
la méthode de la variation de la constante. Posons

w: RL — R

tH%’

ol A est une fonction dérivable sur R’ . Pour que ¢, soit solution de I'équation différentielle, il suffit
que, pour tout ¢ € R7,

N(it) 2 2 t
— 2Nt + SNt =
m O+ M) =15
que 'on peut réécrire

t3

N(t) = ——.

Q 1+t
Il s’agit donc de déterminer une primitive de ¢ — 7 :’tg

Comme le numérateur est de degré plus grand que le dénominateur dans cette fraction rationnelle,
on a besoin d’effectuer au numérateur la division euclidienne du numérateur par le dénominateur.

Pour tout ¢t > 0,

13 o t(14tA)—t
1+t2 1+t2
= t— s
_ 1%
= =3 Tp
Par conséquent, on peut prendre A défini sur R par
21
AMt) = = — = In(1 + ¢
() =% — S (1+2)

et une solution particuliére de I’équation est 'application ¢q définie sur R7 par

1
— —In(1 +#%).

1
t) ==



Ainsi, 'ensemble des solutions définies sur R de I’équation différentielle avec second membre est

{Me R

t = S+1-Ln(l+¢)

|CGR}

De méme, 'ensemble des solutions définies sur R* de I’équation différentielle est

{K_% R

t = S+3—5mh(1+2%)

|CER}

Déterminons maintenant I’ensemble des solutions définies sur R de cette équation différentielle.

On va ici raisonner par analyse/synthése. On va supposer que Uon dispose d’une telle solution et
on va essayer de trouver une expression de celle-ci. On vérifie ensuite que, réciproquement, les
expressions trouvées fournissent bien des solutions de l’équation.

Soit  une solution définie sur R de cette équation différentielle.

On se souviendra que, par définition de la notion de solution d’équation différentielle, p est dérivable
en tout point ot elle est définie, en particulier en 0.

Alors les restrictions PRy €t pr- sont des solutions respectives sur R et R* de cette équation.
Ainsi, il existe des constantes réelles C et Cs telles que

C, 1 1 )
vVt > 0, @(t)—t—2+§—2—t21n(1+t)
et c, 11
2 2
t )= — 4+ = — —1In(1+1%).
Vi <0, o(t) t2+2 572 n(l+¢%)

Remarquons que, comme In est dérivable en 1 de dérivée 1,

lim — In(1+ #*) = lim (In(1+#*) —1In(1)) = In'(1) = 1.

t—0 12 t—0 (14+12) —1

Ainsi, si C7 # 0, 1im+ lp(t)] = 400 et, si Cy # 0, lim |p(t)| = +o00, ce qui n’est pas possible puisque
t—0 t—0~

@ est continue en 0. Ainsi, C; = Cy = 0. Maintenant, comme ¢ est dérivable en 0,

p(t) — »(0)

0) = 1
O = BT
= lim ~—— In(1 4¢3
Jim o L+ 1)
= lim - = 400,
t—0+ ¢

ce qui n’est pas possible. Ainsi, I’équation proposée n’a aucune solution définie sur R et I’ensemble
recherché est ’ensemble vide.

Exercice d’entrainement 2.2. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R de ’équation
différentielle
sin(t)*y’ — 2 cos(t)y = 0.



Correction : Fixons un entier relatif k et notons I, =]km, (k + 1)x[. Sur l'intervalle I, 'équation
différentielle se réécrit

cos(t)
-2 = 0.
sin(t)3”
Une primitive définie sur I, de t — 2% est t — ﬁ Ainsi, I’ensemble des solutions définies

sur I, de 'équation différentielle est

[k: — R
__1_|CeRy.
t — Ce =n®?

Déterminons maintenant ’ensemble des solutions définies sur R de ’équation différentielle. Soit ¢,
une telle solution. Comme, pour tout entier relatif k, la restriction ¢, est solution de I'équation,
alors, pour tout entier k, il existe une constante réelle C, telle que, pour tout t € I,

-1
gp(t) — C'kesin(t)2 .
De plus, par continuité de ¢, pour tout entier k,

—1
p(km) = lim Cies»®* =) lim e’ = 0.

t—(km)* Yy——00

On peut aussi montrer qu’une telle fonction est nécessairement dérivable en les kmw de dérivée 0 en
ces points. Mais ceci n’ajoute pas de contrainte sur les constantes Cy donc on passe tout de suite a
la réciproque.

Réciproquement, fixons une suite (Cj)rez de nombres réels et notons

@ R —- R

1 _
tel, — C’ke sin(t)?
km +— 0.

Pour tout entier k € Z, ¢y, est solution de I'équation différentielle, d’aprés ce qui précéde. Ainsi,

la fonction ¢ est dérivable sur U I}, et, pour tout t € U 1,
k k

sin(t)*¢'(t) — 2 cos(t)p(t) = 0.

Fixons maintenant k € Z. On a, pour t € I}

pW=elkm) _  Cx mme
t—km t—km =
_ Ci(sin(t)?—sin(kn)?) esin(t)?
- t—km sin(t)? -

Comme la fonction sin® est dérivable en kr de nombre dérivé 2 cos(kr)sin(kr) = 0, alors

2 2
lim sin(t)? — sin(km)

=0
t—kn t—km

donc . L
PO =) _ 00 0 fim et = 0.
t— (k) t—kmw z——00



De méme, on montre que
p(t) —lkm) _
t—(km)~ t—km

donc ¢ est dérivable en k7 de dérivée nulle en ce point. Enfin
sin(km)3¢' (kn) — 2 cos(km)p(km) = 0.
Ainsi ¢ est solution de I’équation proposée. L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle

proposée est donc
R —- R

1
tel, — Cpe =02 | (Cp)rez € R®
kr — O

Noter que l'on trouve ici un espace de solutions de dimension infinie.

3 Séance 3

Exercice d’entrainement 3.1. Résoudre les systémes différentiels suivants

¥ = 3r + 3y — 2z ¥ = 3z + 3y — 2z + 2
y = x + y + 2z Yy = = + y + 2z
2 = x + 3y 2 = x + 3y + 2e7?

Correction : On suit ici la méthode décrite dans la section 2.1 du polycopié. Il s’agit tout d’abord
de réduire la matrice du systeme différentiel.

On note (Sy) le premier systéme différentiel et (S) le deuxiéme systéme différentiel. On remarque
que le systeme (Sp) est le systéme homogeéne associé a (S). On note

3 -2
A=11
1

W = W

2
0
Réduisons la matrice A. Le polynome caractéristique de A est, en développant par rapport a la

premiére colonne,

X-3 =3 2

XaX) = | -1 Xx-1 -2
-1 -3 X

X—-1 -2 |-3 2| | -3 2

- (X_3)‘ -3 X|T|-3 x| T |x-1 —2‘

= (X =3)(X(X —1)—6)+ (=3X +6) — (6 — 2(X — 1))
X3~ 4X? —4X + 16

(X - 2)(X? —2X —8)

(X =2)((X —1)?-9)

= (X —2)(X—1-3)(X —1+3)= (X —4)(X —2)(X +2).



x
Déterminons les sous-espaces propres associés 4 A. Soit (y €R3. On a
z

De méme

<

€ Ker(A — 413)

€ Ker(A — 213)

L,
Ls

— Ly— 1L,
— L3—L1

Nl R N R

8

< 8

~ o~
|

+ 3Jy — 2z
- 3y + 2z
+ 3y — 4z
+ 3Jy — 2z
0
6y — 6z
= z
= z
z 1
=|lz]l==211
z 1
1
€ Vect | 1
1
+ 3y — 2z
-y + 2z
+ 3y — 2z
+ 3y - 2z
—4y + 4z
0
= —z
= z
—z
= z =
z
—1
€ Vect | 1
1

e}

e}

e}

e}



et

x br + 3y — 2z = 0
y | € Ker(A — 213) & r + 3y + 22 =0
z r + 3y + 22 =0
Ly < Ly—5L;
Lo <+ LQ—L3
—12y — 12z = 0
& 0 =20
r + 3y 4+ 2z =0
& { y=
r = z
T z 1
& yl=1—-=2]=21-1
z z 1
x 1
4 y | € Vect | —1
z 1
1 -1 1
Les vecteurs u; = | 1], ups = 1 | et u3 = | —1 | forment des bases respectives des espaces
1 1 1

propres associés a 4, a 2 et a —2. Comme ces espaces propres sont en somme directe, la famille
(u,v,w) est libre. Comme elle est constituée de 3 = dim(R3) vecteurs, c’est une base de R3.

Résolvons donc le systéme différentiel (Sp). Soit ® : R — R3 une application dérivable. Comme
(u, v, w) est une base de R3, on peut poser, pour tout nombre réel t,

q)(t) = 1 (t)u1 + @2(t>U2 + Wg(t)u;g.
L’application ® est solution de (Sp) si et seulement si
(x) Vt e R, D'(t) = AD(¢).
On a
(x) & VEeR, ¢i(t)ur + pa(t)us + @(t)us = p1(t) Aur + @2(t) Aus + p3(t) Aus
& VieR, pi(t)ur + ©h(H)uz + 5(t)us = @1(t).(dur) + a(t) (2uz) + @3(t)(—2us).
Comme (u1,ug, u3) est une famille libre, on a
pi(t) = 4pi(t)
(¥) & VteR, ¢ ¢h(t) = 2po(1)
ps(t) = —2p3(t)
¥1 (t) == 01€4t
= EI(C’l, 02,03) € RS, vVt € ]R, QDQ(t) = CQGQt
303(t) = 036_2t

1 -1 1

54 E'(Cl, CQ, 03) € Rg, Vit € R, (I)(t) = 01€4t (1 + CQGQt 1 + 036721‘/ —1
1
e (

Ainsi, I'ensemble des solutions définies sur R du systém

R — R3
0164t _ 02627& + 03672t
t — 01€4t + Cge2t — 0367%
01€4t + 02€2t + 036_%

’ (01702703) € Rg



Déterminons une solution de (5).

Comme on connait déja l'ensemble des solutions du systéme homogeéne associé, il suffit de trouver
une solution particuliére de (S) pour en déduire l’ensemble des solutions de (Sp). Pour ce faire, on
va rééerire le systeme différentiel dans la base (uy, ug, uz). On pourrait aussi intuiter la forme d’une
solution particuliere, mais cetle deuriéme méthode ne marche pas a tout les coups, contrairement
a la réécriture dans une base adaptée.

2¢et
Fixons t € R. Déterminons les coordonnées du vecteur 0 dans la base (uq,us,usz). Soit
2et
()\1,/\2,/\3) € R3. On a
26t )\1 - )\2 + >\3 == 2€t
0 = A1 + Aous + Asus = AL+ Ay — /\3 = 0
2¢t )\1 + )\2 + )\3 = ¢t
Ly «+ Lo— 1,
Ly «+ L3— 1,
)\1 — )\2 + )\3 - Qet
54 2 o — 2X3 = —2et
2\ = 2e 7t — 2!
)\1 = 2€t+)\2—>\3:€t
= A3 = Ao+ et =et
)\2 = e_t — €t

Soit ® : R — R3. On note, pour tout nombre réel ¢,
®(t) = pr(t)ur + pa(t)us + ps(t)us
L’application ® est solution de (5) si et seulement si, pour tout nombre réel ¢,
2¢t
P'(t)=Apt)+ | O
2et

ce que 'on peut réécrire, en décomposant dans la base (uy, us, us),

Vt € R, @\ (t)ur + @h(t)us + s (t)uz = (4p1(t) + e uy + (202() + €7 — e ug + (—2p3(t) + e Hus

ou encore
pi(t) = dpi(t) +e
Vt € R, Oy(t) = 2po(t) +et—¢é
ps(t) = —2p3(t) +e
ou encore
Flp(t)e™) = e
vVt € R, L(pa(t)e™) = e —et |

G(es(t)e®) = e

I suffit donc de prendre @ de sorte que, pour tout nombre réel ¢, ¢ (t)e™* = ZLe ™, py(t)e™

Ste ¥ + e et p3(t)e* = e'. Une solution particuliére de (S) est donc l’apphcatlon & définie sur

2t
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Par conséquent, I’ensemble des solutions définies sur R du systéme () est
R — R?
4t 4 —t 4t 2t —2t
36 + e "+ 016 — CQB + 036 R3
t = %et_%e—t+cle4t+02€2t_03€—2t | (01,02,03) S
St +et) + Cret + Coe® + Cye ™



4 Séance 4

Exercice d’entrainement 4.1. Pour chacun des systémes différentiels suivants, déterminer 1’en-
semble des solutions du systéme différentiel proposé, tracer le portrait de phase associé a ce systéme
différentiel et étudier la stabilité de 'origine.

1x’:—2x 2$’=—6x—|—8y3x’:—$—2y
Tl Yy = x —y T ly = —4x + 6y T | vy = 4r + by

Correction : 1. Comme le systeme différentiel est triangulaire supérieur, il n’y a pas besoin de réduire
la matrice du systéme.

Soit
d: R — R?

t
L (901( ))
(1)
L’application ® est solution du systéme différentiel proposé si et seulsement si

(+) V€ R, { alt) = —2pi(t)

une application dérivable.

wh(t) = @et) — palt)

On résout alors la premiére ligne puis la deuziéme ligne.

On a

©1 (t) = 01672{/
< dC} eR, VteR ; _
(*) 1 ) ) { A (t) — Cle 2t 9 (t)

(,01@) = 01€_2t
<— dC; eR, VteR, , _
' { Flpa(t)e!) = hlt)e' + po(t)e! = Cre
2 pi(t) = Cre
<— 3(01,02) € R*, VteR, { <p2(t)et _ —Cle_t + O,
2 pi(t) = Cre™
@ 3(017 CQ) E R 5 vt E R, { S02(2(/_) _ —01@*2’5 + 0267)&

L’ensemble des solutions définies sur R du systéme proposé est donc

R — R?

016_% (Cl, CQ) € R?
b= (—C’le_gt + 026_t>

. 1 . .
Si 'on pose u = (_1> et v = ((1]), on peut réécrire cet ensemble sous la forme suivante

R — R?
t = Cie 2u+ Chreto

(C1,Cy) € ]RQ}.

Pour toute solution ® de ce systéme différentiel, on a tli+m ®(t) = 0 donc Porigine est asymptoti-
—+00

quement stable.



Portrait de phase : On note (@1, $2) les coordonnées d’une solution ® dans la base (u,v) (cette
famille a déterminant 1 # 0 donc forme une base de R?). On reprend les notations précédentes.

Si Cy = 0, alors, pour tout t € R, ®(t) = Cre .
Si €, = 0, alors, pour tout t € R, ®(¢t) = Cye 'v.

Si C) # 0 et Cy # 0, on remarque que @; = constante.3 donc les trajectoires sont incluses dans
les courbes d’équations & = Constante.?, ou (Z,¢) sont les coordonnées dans la base (u,v).

On obtient donc le portrait de phase suivant.

2. Notons
—6 8
=50
et réduisons la matrice A. Le polynome caractéristique de A est

XA(X) = XZ_6 X__86
= (X+6)(X —6)+84
= X? 4= (X-2)(X+2).



Les valeurs propres de A sont donc —2 et 2. Déterminons les sous-espaces propres associés.

Soit (;) € R? On a

x —4r 4+ 8y = 0
(y) € ker(A + 215) = { dr 4 8y = 0
Lo < Lo+ Ly
—4xr + 8y = 0
= v = 0
— xr =2y
= <z € Vect(u)

avec u = (?) De méme

T —8r + 8y = 0
(y> € ker(A — 21,) = { Sz 4 Ay = 0
LQ — L2 + Ll
— { —8r + 8 = 0
0 =0
— r=y
= @ € Vect(v)

(1
avec v = | J.

Les vecteurs u et v forment chacun une base d’un sous-espace propre de A. Comme les sous-espaces
propres de A sont en somme directe, alors (u, v) est une famille libre donc, comme elle est constituée
de 2 = dim(R?) vecteurs, c’est une base de R2.

Soit ® : R — R? une application dérivable. On décompose ® suivant la base (u,v) : pour tout
nombre réel t,

O(t) = p1(t)u + @a(t)v.
L’application ® est solution du systéme proposé si et seulement si
(x) Vt € R, '(t) = AD(2).
On décompose alors dans la base (u,v).

(x) <= VteR, ¢(t (t)v = @1(t) Au + po(t) Av
— VteR, ¢i(t (v = =201 (t)u + 2¢9(t)v

— Vie R,{ Qoll(t) _2901(t)

Ju 4 b
Ju 4 @b
Oh(t) = 2p2(1)

2 p1(t) Cre”™
<~ 3(01,02) € R*, Vte R,{ 902(15) _ C2€2t

[’ensemble des solutions définies sur R du systéme proposé est donc

R — R2?
t — Cie 2y + Cye’ln

(Ch,Cy) € RQ}



que 'on peut réécrire

R — R?
PN 2016_2t + 0262t (Ol, Cg) € R?
01672t + 02627:

SiCp =0et Cy =1, on voit que
lim ||[®(2)|| = +o0
t—+o00
donc l'origine n’est pas stable.
Portrait de phase : On note ® une solution du systéme et on reprend les notations précédentes.

Si Cy = 0, alors, pour tout réel t, ®(t) = Cre *u.

Si C; = 0, alors, pour tout réel ¢, ®(t) = Cye*v.

Si C1 # 0 et Cy # 0, alors po(t) = % donc les trajectoires sont incluses dans les courbes
d’équations g = <BEE op (F, §) sont les coordonnées dans la base (u,v).

On en déduit le portrait de phase de ce systéme différentiel.

3. Notons
-1 -2
et réduisons la matrice A. Le polynome caractéristique de A est

= (X +1)(X —5)+4.2

— X?_4X +3

- (X-22-1

= (X—2-1D)(X-2+1)=(X-3)(X—1)

Les valeurs propres de A sont donc 1 et 3. Déterminons les sous-espaces propres associés.



Soit (i) € R2 On a

T — 2y = 0
(y)eker(A—]g) = { dr 4 dy = 0
Lo+ Lo+ 21,4
— - =0
0 =0
< Yy =
<= (x)e\/ect
Y
() e
avec u = | . De méme
x —4r — 2y = 0
L2<—L2+L1
— —dxr — 2y = 0
0 =0
<~ Yy =
<= (;)E\/ect

(1
avec v = _, |-

Les vecteurs u et v forment chacun une base d’un sous-espace propre de A. Comme les sous-espaces
propres de A sont en somme directe, alors (u, v) est une famille libre donc, comme elle est constituée
de 2 = dim(R?) vecteurs, c’est une base de R2.

Soit ® : R — R? une application dérivable. On décompose ® suivant la base (u,v) : pour tout
nombre réel t,

O(t) = w1 (t)u + pa(t)v.

[’application ® est solution du systéme proposé si et seulement si
(x) Vt e R, ®'(t) = AD(¢).
On décompose alors dans la base (u,v).

(x) <= VteR, ¢
— VteR, p

<— VteR,{

<~ 3(C1,0C%)

L’ensemble des solutions définies sur R du systéme proposé est donc

R — R?
t — Cietu+ Cyev

(C1,Ch) € R2}



que 'on peut réécrire
R — R?
( C'let + Cg@gt ) (Cl, CQ) € R?

t —C’let — 20263t

SiCp =1et Cy =0, on voit que
lim ||[®(2)|| = +o0

t—+o00

donc l'origine n’est pas stable.

Portrait de phase : On note ® une solution du systéme et on reprend les notations précédentes.
Si Cy = 0, alors, pour tout réel t, ®(t) = Cretu.

Si C; = 0, alors, pour tout réel ¢, ®(t) = Cye®lv.

Si C) # 0 et Cy # 0, alors po(t) = constante.p;(t)® donc les trajectoires sont incluses dans les
courbes d’équations § = constante.z®, ou (Z,7) sont les coordonnées dans la base (u,v).

On en déduit le portrait de phase de ce systéme différentiel.




5 Séance 5

Exercice d’entrainement 5.1. Pour chacun des systémes différentiels suivants, déterminer 1’en-
semble des solutions du systéme différentiel proposé, tracer le portrait de phase associé a ce systéme
différentiel et étudier la stabilité de 'origine.

1a:’:—a:+y2x’:6x—10y31"=—3x+13y
: _ "ly = 4z — 6y T\ Y = 220 + Ty

Correction : 1. Ce premier systéeme est de la forme

{x’:ax—by
/

y = br + ay

On peut donc utiliser la méthode décrite dans la section 2.1.83 du polycopié pour résoudre ce type de
systeme : on pose z = x + 1y et on trouve une équation différentielle vérifiée par z.

Soit
®: R — R?

to (50)

une application dérivable. On pose, pour tout nombre réel ¢, z(t) = ¢1(t) + ips(t). L’application ®
est solution du systéme différentiel proposé si et seulement si, pour tout nombre réel ¢,

P (1) +i05(t) = (—1(t) + p2(t) +i(—p1(t) — @2(t)),
c’est-a-dire que, pour tout ¢ € R,
2Z(t) = (=1 —1)z(1).
Ceci équivaut a dire qu’il existe C' = C; 4+ 1Cy € C telle que
Vt € R, 2(t) = Cel-170,

Ainsi, 'ensemble des solutions définies sur R du systéme proposé est

R — R?

PR (' cos(t) + Cysin(t) (C1,Cy) € R?
—Csin(t) + Cy cos(t)

On remarque que, pour toute solution ® du systéme,

lim ®(t) =0

t——+o00

donc l'origine est asymptotiquement stable.

Portrait de phase : Comme précédemment, on note z ’affixe d’une solution du systéme. Remarquons
que, pour tout nombre réel ¢, |2(t)| = e~* donc le module est décroissant et converge vers 0 en +oo.
De méme, pour nombre réel ¢, arg(z(t)) = arg(C') —t donc la solution tourne dans le sens indirect.



2. Ici, on va réduire la matrice pour se ramener a un systéme de la forme de la question précédente.

6

On pose A = (4

_—160)' Le polynome caractéristique de A est
xa(X) = (X —6)(X +6)+40 = X> +4 = X? — (2i)* = (X — 2i)(X + 2i).

Ici, comme la matrice A est o coefficients réels, si 'on conjugue un vecteur propre pour 2i, on
obtient un vecteur propre pour —2i. La connaissance d’un seul espace propre suffit donc.

Déterminons ’espace propre associé a la valeur propre 2:. Soit (:;) €C? Ona

(g) € ker(A — 2il,) =
Ll%Ll—%LQZLl—aLQ

—
—
—

avec u = (3 i z) On pose alors u; = Re(u) = (3) et ug = Im(u) = (é) Comme la famille

2
(u1,us) a pour déterminant —2 # 0 dans la base canonique, la famille (u, u2) constitue une base de
R2. En prenant les parties réelles et imaginaires de la relation Au = 2iu, on trouve que Au; = —2u,
et A’LLQ = 2U1.

Le systeme écrit dans la base (uy,us) sera alors de la forme

{x’:a:v—by
/

y = bxr + ay

)



ce qui permet d’appliquer la méme méthode que dans la question précédente.

Soit @ : R — R? une application dérivable. On décompose ® dans la base (uy,us) :
Vit c R, q)(t) == gpl(t)ul + QOQ(t)UQ

On pose, pour tout nombre réel ¢, z(t) = ¢1(t) + ip2(t). L’application ® est solution du systéme
proposé si et seulement si

(x) Vt e R, ®'(t) = AD(¢).
On a

Vt - R, QOll(t)Ul + @é(t)UQ = —2@1 (t)UQ + 2g02(t)u1
/ _

wer | )~ 2ol
5 =

()

vt e R, 2 (1) = (—20)2(1)
H(Cl, CQ) S RQ, YVt € R, Z(t) = (Cl + ?:02>€—2it

) () = Re(=(t)) = C cos(2t) + C sin(2t)
AC, Go) €RY, Ve € R{ o) = Tm(=(t) = —C\ sin(2t) + Cj cos(26)

riree

Ainsi, 'ensemble des solutions définies sur R du systéme proposé est

R — R?
((301 + Cy) cos(2t) + (3Cy — CY) sin(2t)> (C1,Cy) € R?

t 2(Cy cos(2t) + Oy sin(2t))

Toute solution ® du systéme différentiel est bornée donc l'origine est stable. Par contre, comme le
module de I'affixe z de ® dans la base (u1,us) est constant, Porigine n’est pas asymptotiquement
stable.

Portrait de phase : on reprend les notations précédentes. Pour tout t € R,
|2(t)] = |C1 +iCy
. Le module est constant. De plus, pour tout t € R,
arg(z(t)) = arg(Cy +1iCy) — 2t

donc I'argument est décroissant : les trajectoires solutions tournent dans le sens opposé du sens
donné par Porientation de la base (uj,uz). Comme la base (uj,uy) est indirecte, les trajectoires
tournent donc dans le sens direct.
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-3
3. On pose A = (_2 .

). Le polynome caractéristique de A est

Xa(X) = (X+3) (X —=7)+26 = X?—4X +5+(X —2)°+1 = (X —2)* =i = (X —2—)(X —2+1).

@) € ker(A — (2+)1) = { (_:;)”7

Ll — Ll 5+z

Déterminons ’espace propre associé a la valeur propre 2 + 7. Soit (;j) €C? Ona
_|_
+

<~ 0 =0
2x+ 5—i)y = 0

<~

<~

€ Vect(u

< 8

2 0
(u1,us) a pour déterminant 2 # 0 dans la base canonique, la famille (u1,us) constitue une base
de R% En prenant les parties réelles et imaginaires de la relation Au = (2 + 4)u, on trouve que
Au1 = 2U1 — U9 et AUQ = U + 2U2.

avec u = (5 N Z). On pose alors u; = Re(u) = (g) et ug = Im(u) = (_1). Comme la famille

Soit @ : R — R? une application dérivable. On décompose ® dans la base (uy,us) :
Vi ER, O(t) = p1(t)ur + @2(t)us

On pose, pour tout nombre réel ¢, z2(t) = p1(t) + ips(t). L’application ® est solution du systéme

proposé si et seulement si
(x) Vt € R, ®'(t) = AD(¢).

On a



©1(t) = 2p1(t) + palt)
WER’{ At = —pi(t)+20a(t)
Vi e R, Z(t) = (2 —i)2(t)
3(01, Cg) < RQ, Vt € R, Z(t) = (Cl + iCQ)G(Q_i)t
9 oi1(t) = Re(z(t)) = e*(Cy cos(t) + Cysin(t))
ACr, C2) e R, Vi € R’{ oo(t) = Tm(=(t)) = e2(—Cy sin(t) + Cy cos(t))

riree

Ainsi, 'ensemble des solutions définies sur R du systéme proposé est

R — R?
€2t ((501 — CQ) COS(t) + (502 + Cl) sm(2t)) (Cl, Cg) € RQ

b= 2(C cos(2t) + Cysin(2t))

Prenons C; =1 et Cy = 0. Alors lim |z(t)| = +oo donc

t—+00

lim [|B(¢)] = +oo.

t—00
L’origine n’est donc pas stable.
Portrait de phase : on reprend les notations précédentes. Pour tout t € R,
|2(t)] = |Cy + iChe
. Le module est croissant et tend vers 0 lorsque t — —oo. De plus, pour tout ¢ € R,
arg(z(t)) = arg(Cy +iCy) — t

donc I'argument est décroissant : les trajectoires solutions tournent dans le sens opposé du sens
donné par lorientation de la base (u1,us), donc dans le sens indirect.




6 Séance 6

Exercice d’entrainement 6.1. Pour chacun des systémes différentiels suivants, déterminer 1’en-
semble des solutions du systéme différentiel proposé, tracer le portrait de phase associé a ce systéme
différentiel et étudier la stabilité de 'origine.

11‘/: $+2y2w’:x—y3x’:—:}c
My = -2 — 3y Ty =22 — 2y Ty = x — y

1 2 .
9 _3>. Le polynoéme caractéristique de A est

xa(X)=(X - 1)(X+3)+4=X+2X +1= (X + 1)~

Correction : 1. On pose A = (

A admet une unique valeur propre : —1.

Déterminons l'espace propre associé a la valeur propre —1. Soit (z) € R%2. On a

x 20+ 2y = 0
(y) € ker(A+ 1) = { Cow — 2y = 0
Lo+ Lo+ 14
+ 2y= 0
— 0 _ 0

= y =

= (
1 2 1

Posons v = (0) ¢ ker(A+ L) etu=(A+1)v= (_2) = 2. <_1) donc Au = —u et Av=u—w.

De plus le déterminant de la famille (u,v) dans la base canonique est 1 # 0 donc (u, v) est une base

de R2.

Soit ® : R — R? une application dérivable. On décompose ® dans la base (u,v) :
VteR, ®(t) = p1(t)u + pa(t)v.

L’application ® est solution du systéme proposé si et seulement si
(x) Vt € R, ®'(t) = AD(¢).
On a

(%) vVt e R, ¢} (t)(u)Jr ©h(t)v :( <)P1(t)(z1;) ot (1 — v)
llt = —p1(t) + pat
vVt € R7{ QD/Q(t) B —zQ(t) ©
30, € R,{ 328 - (—jil_(f) + Cye!

L(epi(t) = Cy
dC5 e R, Vte R dt
2 ) 7{ (102(16) _ 026—15

4 t)i (C + Cot)e?
3(Cy, Cy) € R2, Vi € R, a1 1
(€1, C2) { pa(t) = Coe™

[ A



L’ensemble des solutions définies sur R du systéme différentiel est

R —- R
(20 +2C5t + Oy (Cl Cg) c R2
t )
b ( —2Cy — 2Cst )

Pour toute solution ® du systéme proposé, on a lim ®(t) = 0 donc 'origine est asymptotiquement

t——+o0
stable.
Portrait de phase : Si Cy = 0, alors, pour tout t € R, ®(t) = Cre 'u.

Si Cy # 0, alors, pour tout t € R, ©)(t) = (Cy — C; — Cyt)e™™. On en déduit les tableaux de
variations suivants.

—00 —025 G +00
2
signe de ¢/ () + 0 —
Variations 901(020;201)
de ya N
©1 —00 0
Variations 400
de N\
P2 0
Si Cg <0
—00 —CQCT ot +00
2
signe de ¢ (t) - 0 +
Variations +00 0
de Ny Ve
Y1 901(020;201>
Variations 0
de /!
©2 —00
Enfin
pat)

im
donc les trajectoires sont tangentes en l'origine a la droite dirigée par le vecteur wu.



1

2. On pose A = (2

:;) Le polynéme caractéristique de A est
XaAX)=(X-1)(X+2)+2=X"+X = X(X +1).

A admet 0 et —1 pour valeurs propres.

Déterminons les espaces propres de A. Soit <:;) € R2 On a

(y) € ker(A) = {QZE _ 9y = 0

(1
avec u = | | |.

x 2 — y = 0
<y) € ker(A+ 1) = { 2w o~y = 0
L2 — L2 — Ll
— { 2 — y= 0

0 = 0
— y =2z
= (;) € Vect(v)

(1
avec v = |, |.

Comme les vecteurs u et v appartiennent a des sous-espaces propres distincts, la famille (u,v) est
libre. Comme elle est constituée de 2 = dim(R?) vecteurs, cette famille constitue une base de R2.



Soit ® : R — R? une application dérivable. On pose :

Vi € R, O(t) = v1(t)u + pa(t)v.

L’application ® est solution du systéme proposé si et seulement si
(x) Vt e R, D'(t) = AD(t).

On a

L’ensemble des solutions définies sur R du systéme différentiel est donc

R —- R
' Ci + Cgeft (Cl, CQ) € R?
Cl + 202€_t

Soit @ : t — Chu + Cretv une solution définie sur R du systéme différentiel. Pour tout ¢ > 0
1RO < [Cu] [[u]l + [Cole™ [Jo]l < |Cul [Jull + [Co [|v]]

donc Dorigine est stable. Néanmoins, si 'on prend C; = 1 et Cy, = 0, on a 1tlian d(t) # 0 donc
—+00

I'origine n’est pas asymptotiquement stable.

Portrait de phase : Notons (Z,7) les coordonnées dans la base (u,v). La premiére coordonnée
1 des trajectoires est constante donc les trajectoires sont incluses dans les droites d’équations
T = constante. Par ailleurs, la deuxiéme coordonnée , des trajectoires est monotone et tend vers
0 en +o0.

3. On a ici un systeme triangulaire inférieur donc il n’y a nul besoin de réduire la matrice du
systéme.



Soit
®: R — R?

t
PN <801( ))
pa2(t)
L’application ® est solution du systéme différentiel proposé si et seulement si, pour tout ¢ € R,

{so’l(t) = —pit)
Oh(t) = p1(t) — palt)

une application dérivable.

ce qui équivaut a

@1(15) = 016 ¢
JCh e R, Vt e R, —t >
' {@’z(t) = —@o(t) + Cre’
que 'on peut réécrire
@1(2&) = C’le*t
aC, e R, Vt € R, ,
' { aleea(t) = O
ce qui est équivalent a
C’le*t

2 (pl(t) -
E|<Cl7 CQ) €eR ’ vt R’ { @Z(t) = (Clt + CZ)G_t '

L’ensemble des solutions définies sur R du systéme proposé est donc

R —- R

Cl€_t (Cl, CQ) S R2
b= ((Clt + 02)6_t>

Alinsi, pour toute solution ® de ce systéme différentiel, on a

lim ®(t) = 0.

t—+o00

L’origine est donc asymptotiquement stable.

Portrait de phase : Si C; = 0, alors, pour tout t € R, ®(t) = Che™! ((1])

Si Cy # 0, alors, pour tout t € R, @4(t) = (C; — Cy — Cit)e . On en déduit les tableaux de
variations suivants.

SiC; >0
—00 010;102 +00
signe de ¢} (t) + 0 -
Variations c,pg(clc;IC?)
de / N\
Y2 —00 0
Variations | +o00
de Ny
1 0




SiCy <0

signe de ¢} (t) — 0 +

Variations 400
de N Ve
Y2 902((;—1 )

Variations
de Ve

©1 —00

Enfin
lim 210) =
t=+00 o (1)

donc les trajectoires sont tangentes en 'origine a ’axe des ordonnées.

.
i J<_ /A."#'
< <




7 Séance 7

Exercice d’entrainement 7.1. Soit 6 un nombre réel non-nul. Notons A et B les matrices
0 -0 00
a=(09) 2= 0):

B L AGE.

Montrer que

Correction : Remarquons que les matrices A% et B2 sont nulles donc

+00
1 1 -0
A _ L opk _
e _kzk!A _12+A_<0 1).
=0

10
eB:[Q—l—B:(Q 1).

Posons C' = A + B et calculons e415,

De méme,

Le polynome caractéristique de C' est
xe(X) = X2 +60% = X% — (i0)* = (X — i0)(X +i0).

Calculons le sous-espace propre de C' associé a la valeur propre 6.

Soit (gyj) €C?2 On a

(;) € ker(A — i0L) & { Zf_ Zgz - 8
Li <+ Li+1Lo
- { 0 =0
Or —i0y = 0
= T =1y

& (‘;) € Vect(u),

avec u = (i) Posons v = u = (EZ) En conjuguant la relation Au = i6u, comme la matrice A

est a coefficients réels, on obtient que Av = —ifv. Comme u et v sont des vecteurs propres de A
associés a des valeurs propres distinctes, alors la famille (u,v) est libre. Comme elle est constituée
de 2 = dim(C?) vecteurs, c’est une base de C%. La matrice de passage de la base canonique vers la

base (u,v) est

p:(j —12').

Par conséquent, par changement de base, C = PDP~!, avec D = (109 _(29> et

“+00 1 “+oo 1
€ =N 0" = Z —pPD"P! = pePpt

n! n!
n=0 n=0



Or

et . .
1 =2
Pl= — toomp) = — ).
det(P) ") 2 (—1 z)
d’om, aprés calcul des produits matriciels,

o1 (i(ew—l—e_w) —ew—l—e_w) _ (cos<e> _smw))

T\ e —e (et 4 ) sin(f)  cos(6)

1—-6* —46
A B _
Or e®e” = ( 0 1
voit que cos(d) = 1 donc 0 = 2k7 avec k € Z. En regardant le coefficient en haut a droite, ceci
implique que 6 = 0, en contradiction avec 'hypothése faite sur . Ainsi, eAT? £ edeB.

. Si l'on avait e¢ = e“e?, en regardant le coefficient en bas & droite, on

Dans le cas particulier de cet exercice, on pouvait aussi calculer e€ directement en utilisant la
définition de e© et en reconnaissant les développements en série entiére du sinus et du cosinus.



8 Séance 8

Exercice d’entrainement 8.1. Mémes questions avec la matrice

-1 2 -1
A= -1 -4 1
1 0 -1

en remarquant que (A + 213)> =0

Correction : Comme le polynome (X + 2)® est un polynome annulateur de A, alors A admet —2

x
comme unique valeur propre. Déterminons le sous-espace propre associé. Soit | y | € R3.
z
x r 4+ 2y — 2z =0
y | € Ker(A+ 21I3) & —r — 2y + 2z =0
z z + 2z =0
Ly + L2+L3
L1 — Ll—L3
2y — 2z =0
& -2y + 2z =0
x + 2z =0
Ll — L1+L2
0 =0
& -2y + 2z =0
x + 2z =0
o {x = —z
y = z
x
& y | € Vect(u).
z
-1
avec u = 1
1

Déterminons maintenant un vecteur v non-nul de sorte que Av = u — 2v. Le systéme linéaire a
résoudre aura le méme membre de gauche que le systéme ci-dessus, ce qui rend le calcul plus simple.



T r + 2y — z = -1
(A+2L) |y ]| =u & —r — 2y + z =1
z z + 2z =1
L2 — L2+L3
Ly « Ll—Lg
2y — 2z = =2
& =2y 4+ 2z = 2
T + z =1
L1 — L1+L2
0 =0
& -2y + 2z =
x + z =1
r = 1—2
< { y = —1+4+=z2
1
Il suffit de prendre v = | —1 | et on aura Av = u — 2v. Pour terminer la réduction de la matrice
0
A, il nous reste a déterminer un vecteur w non-nul tel que Aw = —2w +v. On a
T r + 2y — 2z =1
(A+2L) |y | =v & —r — 2y + z = -1
z x + 2z =0
LQ — L2+L3
L1 — Ll—Lg
2y — 2z =1
& 2y + 2z = -1
x + 2z =0
Ll — L1—|—L2
0 =0
& -2y 4+ 2z = -1
x + 2z =0
r = —z
< { y = 1/2+4z2
0
On peut prendre w = | 1/2
0

Montrons que la famille (u, v, w) est libre. Soit (A1, A2, A\3) € R? et supposons que A\ju—+ Apv + A3w =
0. Alors

—)\1 + )\2 = O
A — A — 1225 = 0
/\1 - O

donc A\; = Xy = A3 = 0. Comme la famille (u,v,w) est libre et constituée de 3 = dim(R?) vecteurs,
cette famille constitue une base de R3.

1. Pour cette premiére méthode, il s’agit d’appliquer le théoreme 2.12. du polycopié. Pour ce faire,
on cherche & calculer e, pour tout nombre réel t.



La matrice de passage de la base canonique vers la base (u, v, w) est

-1 1 0
P={(1 -1 1/2
1 0 0
Ainsi, on a A = PTP™!, avec
-2 1 0
T=10 -2 1
0 0 =2
+o00 1 +o0 1
Ainsi, pour tout nombre réel ¢, comme tA = PtT P!, alors et = Z —'(tA)” = Z —‘P(tT)”P_1 =
n! n!
PetTP—l. n=0 n=0
010
Remarquons que les matrices D = —2[3 et N = [0 0 1| commutent donc, pour tout ¢t € R,
000
e!T = eMD+N) — tDetN Or comme N3 = 0, alors

2 1t &
eN=L+tN+—=N>=1[0 1 ¢
00 1

2
De plus
400 1 6_2t 0 0
tD n —2t
nzzo n!< ) 0 e %
Ainsi
1 ¢t £
ol — otNtD _ =2t [ o 4 i
00 1
et

-1 1-t t-%
Pl =™ 1 t—1 %—t—i—%

t2
1t =

Ainsi, 'ensemble des solutions définies sur R du systéme proposé est

R — R? R — R3
{ t o X 'XGRS} ~ 1t o PeTPIX XGRg}
R —» R? 3
- { t = Pely ‘YGR}
car I'application
R? — R?
X — PX

est bijective. Ainsi, I’ensemble des solutions définies sur R du systéme est



R — R3
—yi+ (L=t + (- 5)ys -
tom e g+ (= Dy + (1/2—t+ 5)ys v
Y1 +tys + %yg -

€R?
2. Soit @ : R — R?®. On décompose @ dans la base (u,v,w) : ® = pu + pav + Q3w.
L’application ® est solution du systéme différentiel proposé si et seulement si

(x) Vt € R, D'(t) = AD(2).

(x) & VEeR, gi(t)u+¢s(t)o + @1 (t)w = =2¢1(t)u + pa(t) (u = 20) + p3(t) (v — 2w)

(1) —2p1(1) + ¢a(1)
& VteR < ph(t) = —2p9(t) + p3(t)
ps(t) = —2p3(t)
Flei)e™) = pa(t)e”
& d03 e R, Vt € R, %(@Q(t)eﬂ) = (4
(,03(75) = 036_%
%(@1@ €2t) = CQ + Cgt
& 3(Cy,C3) € R Vt €R, a(t) = (Cy+ Cst)e ™
903(t) = Cge_Qt
ng(t) = (Cl + Cot + C3§)672t
= 3(01, Cs, 03) € Rg, vVt € R, gOg(t) = (Cg + Cgt)GiQt
p3(t) = Cae™

Ainsi, 'ensemble des solutions définies sur R du systéme différentiel proposé est

{]R—>R3

3
t = (Cr+Cot+ 03§)€72tu + (Cy + 0375)672'51) + Cse 2w (C1,C2,C5) €R }

que 'on peut réécrire

R — RS
Cy — Oy + (Cs — Co)t — C3&
t o e | O~ Coy+ Cy/2+ (Co — Co)t + Cat
Ci + Cot + C3&

(Cly 027 03) € RS

On trouve bien le méme ensemble de solution qu’a la question précédente. Noter que l'on aurait pu
trouver un ensemble écrit différemment si l'on avait choisi différemment les vecteurs v et w.
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Exercice d’entrainement 9.1. On note (Ey) 1’équation différentielle
y® — 3y 43y —y =0.

1. Ecrire un systéme différentiel (S) d’ordre 1 dont la résolution est équivalente & la résolution
de (EQ)

2. En étudiant le systéme (.5), retrouver I'ensemble des solutions & valeurs complexes de (Ejp).

Correction : 1. Pour résoudre I’équation différentielle (Ey), il suffit de résoudre le systéme différentiel

Yo = W%
(S)q i = v
Yo = 3y2— 3y + Yo
(1)
En effet si ¢ est solution de (Fy), alors t — [ ¢'(t) | est solution de (S) et, réciproquement, si
p®(t)
wo(t)
t— | @1(t) | est solution de (5), alors @1 = ¢y, Y2 = @} et g est solution de (Fy).
pa(t)

2. Résolvons donc le systéme (5). La premiére composante des solutions de () nous donnera ensuite
les solutions de (E).

Pour ce faire, nous allons réduire la matrice A. Posons

0 1 0
A=10 0 1
1 -3 3
Le polynome caractéristique de A est
X -1 0
xa(X) = [0 X -1
-1 3 X-3
X -1 0 —1
= X3 X—3+‘—1 X -3
= X(X(X-3)+3)+1=X3-3X2+3X -1
= (X -1)%

A n’admet qu’une valeur propre : 1. Déterminons le sous-espace propre de A associé a la valeur
x

propre 1. Soit |y | € C3.
z



x -z + y = 0
y | € Ker(A— 1) & -y + z =0
z r — 3y + 22 = 0

L3 — L3—|—L1

< -y 4+ z =0
0 =0
o r = z
y = =z
T
= y | € Vect(u).
z
1
avecu = |1
1

Déterminons un vecteur v € C3 non-nul tel que Av = u + v. On a

x -r + y = 1
(A-IL)|y| =u & -y + z =1
z r — 3y + 2z =1
L3 — L3—|—L1
—-r + y =1
& -y + z =1
{ -2y + 2z =
L3 — L3 —2L2
- 4+ y =1
& -y + 2z =1
{ 0 =0
r = —1+y
< { z = 14y
-1
On peut prendre v = | 0 |. Pour terminer la réduction de A, déterminons un vecteur w de C3
1

tel que Aw =v+w. On a



T - + vy = —1
(A-IL)|y| =v & -y + z =0
z { r — 3y + 2z =1
L3 — L3+L1
- + vy = —1
= -y + z =0
{ -2y + 2z = 0
Ly + L3—2Ly
- 4+ y = —1
& -y + z =0
0 =0
o {x = 1+y
z =y
1
On peut prendre w = [ 0 |. Le déterminant de la famille (u,v,w) dans la base canonique vaut
0
10 . ,
‘1 1’zldonc la famille (u, v, w) est une base de C°.

Soit ® : R — C3, une application dérivable. On pose, pour tout t € R,
D(t) = p1(t)u + 2 (t)v + @3(t)w

[application ® est solution du systéme différentiel (S) si et seulement si
(x) Vt € R, ®'(t) = AD(¢).

Ju + (v + ph(t)w = @1 (H)u+ @2(t) (u + v) + @3(t) (v + w)

) = e+

B = galt)+

) = sl

J(l
& 30;eC, Ve RS S(p

) =
pa(t)
@3(t)

) = pat)e™
) = (4

(t) = Cget

(p1(t)e™)
= 3(02,03) < (C2, Vt € R, QOQ(t)
)

t

)
)
)
u(
(

~+
S— N
beb

SIEES

Cy + Cst
(CQ + C3t)6t
= Oget
pi(t) = (C1+ Ot + Cs8)et
= 3(6’1,02, Cg) c (C3, vVt € R, ng(t) = (CQ + Ogt)@t
g03<t) = Cget

Ainsi, 'ensemble des solutions définies sur R et & valeurs complexes de (5) est

R —» C?
t — (C+Cyt+ Cg%)etu + (Cy + Cst)elv + Cselw

(Ch,Cy,C5) € C3} .

En prenant la premiére composante dans la base canonique des solutions ci-dessus, on détermine
I'ensemble des solutions définies sur R et a valeurs complexes de ’équation différentielle (Ey) qui
est



R —» C
t s (O1+ Cot + CsL)el — (Cy + Cyt)e! + Che!

que 'on peut réécrire

(Cla OQa 03) S C3}

R — C
t > ((Cy— Cy+ Cs) + (Cy — Ca)t + Cy)et

(C1,Cy, Cs) € CS}.

Comme I'application linéaire

c: - C3
(C1,Cy,C3) = (Cr—Cy+C3,0, — Cs, %)

1 -1 1
a pour matrice dans la base canonique | 0 1 —1 ] qui a pour déterminant %, cette application
0 0 11
2

est bijective. On peut donc réécrire 'ensemble des solutions définies sur R de (Ej) sous la forme
suivante :

{R—>R

3
t = (C1+ Ost + Cst?)e! (C1,Cy,C3) € C } .

Comme le polynome caractéristique de I'équation différentielle (Fy) est (X — 1)3, on retrouve ici
I’ensemble des solutions voulu.
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Exercice d’entrainement 10.1. Déterminer ensemble des solutions (définies sur R et a valeurs
réelles) des équations différentielles suivantes.
v'+2y' +y=0
(E1) y(0) =1

y'(0) = 0.
(Es) y" — 2y + 10y = 0.
y// . 3y/ =0
(B3) ¢ y(1)=1
(1) = 0.

(By) y® =2y =Ty —4y=0 (B5) yY +2¢" +y=0 (E) yW —y® + 4y — 4y = 0.

Correction : Dans cet exercice, il s’agit essentiellement d’appliquer le théoreme 2.17 du polycopié
de cours.

L’¢quation différentielle y” + 2y’ +y = 0 a pour polynome caractéristique X2 +2X +1 = (X +1)?
donc 'ensemble des solutions définies sur R de cette équation est I’ensemble des applications de la

forme
R —- R

t — C’le*t —f—CQt@it ’
avec (O, Cy) € R% Une telle application ¢ vérifie p(0) = 1 et ¢'(0) = 0 si et seulement si

¢, =1
-Ci+Cy, = 07

c’est-a-dire que Cy = Cy = 1. L’ensemble des solutions définies sur R de (£}) est donc le singleton
R - R
t = et+tet [

Le polynome caractéristique de I'équation (Es) est
X2 -2X+10=(X-1P2+9=(X—-1)>—(3i)? = (X —1-3i)(X — 1+ 3).
Par conséquent, 'ensemble des solutions définies sur R de (FE,) est

{R—>R

2
t = Ciecos(3t) + Cae’ sin(3t) ‘ (C1,C5) €R }

Le polynome carctéristique de 1’équation différentielle 3’ — 3y’ = 0 est X? — 3X = X (X — 3) donc
I’ensemble des solutions définies sur R de cette équation différentielle est I’ensemble des applications

de la forme
R — R

t — Cl + Cg€3t ’
avec (C1, Cy) € R2. Une telle solution ¢ vérifie (1) = 1 et ’(1) = 0 si et seulement

01—|—0263 = 1
30263 =



Cela revient a dire que C5 = 0 et C; = 1. L’ensemble recherché est donc
R - R
t — 1 '

On anticipe ici sur la suite du cours et on applique le théoréme de Cauchy-Lipschitz. On aurait pu
directement voir que la fonction constante égale a 1 est solution du probléme de Cauchy (E3) et
appliquer Uunicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour en déduire que c’est U'unique solution.

Le polynome caractéristique de 1'équation différentielle (Fy) est

X3 —2X? —7X —4 =

Par conséquent, 'ensemble des solutions définies sur R de (FEy) est

{R—>R

3
t = Cle_t + Cgte_t —+ 0364t (Cla 027 03) eR } .

Le polynome caractéristique de I'équation différentielle (Ej5) est

X1+2X2+1 = (X?2+1)?
= (x2-4b)
= (X —0)*(X +1i)~

Par conséquent, I'ensemble des solutions définies sur R de (FEs) est

{R—>]R

4
t — Cycos(t) + Caytcos(t) + Cssin(t) + Cyt sin(t) (C1, €2, G, Ca) €R } '

Le polynome caractéristique de 1'équation différentielle (Fg) est

X4 - X3 44X?2 —4X = X(X3—X?+4+4X —4)
X(X - 1)(X2 +4)

X(X —1)(X? = (20)?)
X(X — 1)(X —20)(X + 2i)

On en déduit que I'ensemble des solutions définies sur R de (Ejg) est

{R—>R

4
t — O+ Cye’ + C3cos(2t) + Cysin(2t) (C1,C2,C3,Cy) €R } :
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Exercice d’entrainement 11.1. 1. Déterminer les solutions définies sur R’ et R* I"équation

différentielle (E) suivante

2%y (x) + 2y (2) + y(z) = 0.

On pourra poser 7 = —e! sur R* .

2. En déduire I'ensemble des solutions définies sur R de (F).

Correction : On suit la méthode décrite par [’énoncé de [’exercice 11.1. En particulier, on posera
z(t) = y(e'). On raisonne ici par analyse syntheése. On suppose dans un premier temps que l’on
dispose d’une solution de (E) et on en déduil une expression de cette solution. On vérifie ensuite
que les expressions trouvées définissent bien des solutions de (E).

Déterminons les solutions définies sur R* de I’équation différentielle (E). Soit ¢ : R — R une
solution de (E). On note v la fonction définie sur R par

U(t) = p(e).
Par composition de fonctions dérivables, la fonction v est deux fois dérivable sur R et, pour tout
t e R,
P'(t) = e(e)
W’(t) _ €tcp/(€t) + e2tg0//(6t)
Par conséquent, pour tout £ € R,
W(t) +¢(t) — (Bt)QQDH(et) + €t¢/<€t) 4 (p(et) = 0.

Le polynome caractéristique de I'équation différentielle v +y = 0 est X? +1 = X? — %2 =
(X —4)(X +14). On en déduit qu’il existe des constantes réelles C et Cy telles que, pour tout réel ¢,

Y(t) = Cycos(t) + Cysin(t).
Par conséquent, pour tout z > 0,
o(z) = p(e®) = Oy cos(In(x)) + Cysin(In(z)).

Réciproquement, soit ¢ une fonction définie sur R de la forme ci-dessus. Alors ¢ est deux fois
dérivable sur R* et, pour tout x > 0,

{ ¢'(x) = —sin(ln(z)) + £ cos(In(z))
¢'(z) = “52sin(In(z)) + =45 cos(In(x)).

2

Par conséquent, pour tout x > 0, on a

v () + 2 (z) + p(x) = (()Cl — Gy)sin(In(z)) + (=C1 = Cy) cos(In(z)) — Cy sin(In(z)) + C; cos(In(z)) +

La fonction ¢ est donc solution de (£). Les solutions définies sur R* de (E) sont par conséquent
les fonctions de la forme
R, — R
r — Cjcos(ln(z)) + Cysin(In(x))

avec (C1,Cy) € R2.



Déterminons maintenant les solutions définies sur R* de I’équation différentielle (E). Soit ¢ : R* —
R une solution de (£). On note 9 la fonction définie sur R par

Par composition de fonctions dérivables, la fonction ¢ est deux fois dérivable sur R et, pour tout

t eR,
{ () = —e@(=e)
¢”(t) — —€t90,<—€t) + e2t¢//(et)

Par conséquent, pour tout t € R,

V() + (1) = (—e")*¢"(—€") + (=€) (=€) + p(—€") = 0.

On en déduit comme dans le cas précédent qu’il existe des constantes réelles C et Cy telles que,
pour tout réel ¢,

Y(t) = C cos(t) + Cysin(t).
Par conséquent, pour tout z < 0,
o(z) = (=) = O cos(In(—x)) + Cosin(In(—z)).

Réciproquement, soit ¢ une fonction définie sur R* de la forme ci-dessus. Alors ¢ est deux fois
dérivable sur R* et, pour tout x < 0,

{ P(x) = —% sin(In(—x)) + % cos(In(—x))
¢'(z) = “S2sin(In(—z)) + =45 cos(In(—z)).

Par conséquent, pour tout x < 0, on a
29" (x) + 29 (z) + p(x) = 0.

La fonction ¢ est donc solution de (E). Les solutions définies sur R* de (E) sont par conséquent
les fonctions de la forme

R* — R
r — Cjcos(In(—z)) + Cysin(ln(—x))
avec (C1,Cy) € R%

2. Soit ¢ : R — R une solution de (£) définie sur R. D’aprés la question précédente, il existe des
constantes réelles C, Cy, C] et C} telles que, pour tout z > 0

o(x) = Cy cos(In(x)) + Cy sin(In(z))
et, pour tout x < 0,
o(z) = C] cos(In(—x)) + Cy sin(In(—x)).

Comme ¢ est continue en 0, alors

lim C cos(In(z)) + Cysin(In(x)) = ¢(0).

z—0t

Ainsi,
©(0) = lim Cjcos(In(e™?")) + Cysin(In(e” ")) = Oy

n—-+o0o



et
©(0) = lim €} cos(In(e™2"+™/2)) 4 Cysin(In(e” 2" + 7/2)) = C,

n—-+o0o

donc

@(0) = lim Cycos(In(e™" /%)) 4 Cy sin(In(e™*"" + 7/3)) = % + (12\/75 -1 +2\/§

©(0)

et p(0) =0 = C; = C; donc g, est la fonction nulle. De la méme maniére, on montre que Qg _
est la fonction nulle donc ¢ est la fonction nulle. Réciproquement, la fonction nulle est bien une
solution définie sur R de I’équation différentielle (E). Ainsi, I’ensemble des solutions définies sur R

de (E) est le singleton
R - R
x — 0 |

12 Séance 12

Exercice d’entrainement 12.1. En utilisant ’exercice précédent, déterminer ’ensemble des so-
lutions du systéme différentiel suivant

1+t = to + vy
1+8)y = -2 + ty

Le systéme différentiel proposé peut se réécrire

/ t 1
{ ro = 1+{2x + 1—&£t2y
= =1 _t ’
Yy = 5% T ey
_t o _1_
2 2 2
Posons, pour tout ¢t € R, A(t) = (11“{ 14t > Pour tous réels ¢ et s, on a
1+t2 1+4¢2

)17 AH) (149

ts—1 t+s
A(t)A(s) = (wl“f“) <1+i2“1“2)) = A(s)A(1)-

On est donc dtans le cadre d’application des résultats de ’exercice 12.1. On veut donc calculer, pour
tout t € R, eloA)ds_ Soit t € R. On a

b - [Laas= (L0200 ) < (o) 26).

Remarquons que, pour ¢ = 0, B(0) est la matrice nulle donc son exponentielle est la matrice
identité. Prenons t # 0, de sorte que «(t) et 5(t) ne s’annulent pas. Pour calculer I’'exponentielle de
la matrice B(t), on va réduire cette matrice (on omet les ¢ pour alléger les notations). Le polynome
caractéristique de B est

XB(X)=(X—a)’+42=(X-a)- (i)’ = (X —a—if)(X —a+if).

Les valeurs propres de B sont o + 15 et oo — 13.



Soit (i) € C2 On a

(:;) € ker(B — (o +i8) )

car 8 # 0. On pose alors u =

<~
Lo+ Lo+1il4
=

=

—zﬁx+ﬁy:0
— iy = 0

{—zﬁx+ﬁy=0

Yy =

€ ker(B — (a + i0)I3). Posons v = (—11) En conjuguant la

relation Au = (a + if)u, on obtient Av = (a — if)v. Comme u et v sont des vecteurs propres
associés a des valeurs propres distinctes (car 3(t) # 0), alors la famille (u, v) est libre. Comme cette
famille est constituée de 2 = dim(C?) vecteurs, la famille (u,v) est une base de C2. La matrice de
passage de la base canonique vers la base (u,v) est

donc B = PDP~! avec D = (a +if X ‘ )

Alinsi,

Or,

d’omu, apreés calcul,

B

e =

0 a—1if
+o0 1
B __ ~ npn
e = Zn!B
n=0
+o0 1
= —pPpD P!
n!
n=0
+00 1 .
ZE(OH_ZB)
= p| =0 oo
0 il
a+if3 0
_ -1
N ( 0 e“iﬁ) P
1 1 —1

—e® (—i(ew + e~ %)

2i el —eiP

Par conséquent, pour tout nombre réel ¢,

olo Als)ds _ 3

Lin(1+¢2)

— sin(arctan(t)) cos(arctan(t))

(cos(arctan(ti) sin(arctan(t)))

cos(B) Sin(6>) |

—i(e + e"ﬁ)) =< (— sin(B) cos(p)

5 ( cos(arctan(t)) sin(arctan(t))
L+t (— sin(arctan(t)) cos(arctan(t))

)



Par conséquent, d’aprés le résultat de ’exercice 12.1, I’ensemble des solutions définies sur R du
systéme différentiel proposé est

R — R? o
1 2
ey | @)

2
que 'on peut réécrire

R — R?

C cos(arctan(t)) 4+ Cy sin(arctan(t
/ 2
b Vit (—C’l sin(arctan(t)) + Cs cos(arctan(

)

) ) (01,02) < RQ
t))
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Exercice d’entrainement 13.1. On s’intéresse dans cet exercice a I’équation différentielle
(E) tz" + (1 —2t)2" + (t — 1)z = 0.

1. Vérifier que la fonction exponentielle est solution de cette équation différentielle.

2. En utilisant le wronskien d’un systéme fondamental de solutions de (F), déterminer ’en-
semble des solutions définies sur R* de (E).

Correction : 1. La fonction exponentielle est C* avec exp’ = exp et exp” = exp. Pour tout nombre
réel t,
te' +(1—2t)e' + (t —1)e' =0

donc la fonction exponentielle est solution de (E).
2. Sur R, Péquation différentielle (E) se réécrit

g 12,
t t

On va ici raisonner par analyse-synthése pour trouver une solution fy de (F) indépendante de f.
Ceci nous permettra de conclure en utilisant le fait que 'espace des solutions de (E) définies sur
R% est de dimension 2.

Notons f; = eXpprs et f> une solution de (E) définie sur R’ indépendante de f;. Notons W le

wronskien du systéme fondamental de solutions (fi, f2). Par définition, X est le wronskien du

systéme fondamental de solutions ((?) , (“J%)) du systéme différentiel X’ = A(t)X avec, pour
1 2

tout ¢ > 0,

0 1
Aft) = ( )
b1 2o
D’aprés le théoréeme de Liouville, on a, pour tout ¢ > 0,
1
Wi(t) = Tr(AO)W(E) = (2 = )W (D).

Par conséquent, il existe une constante réelle C' telle que, pour tout nombre réel t,

6275
W(t) = Ce* 00 = C—.

En revenant a la définition du wronskien, on en déduit que, pour tout nombre réel ¢,

€2t

e (f3(t) = fo(t) = A f(1) = () fi(t) = W(t) = C—

donc, pour tout nombre réel ¢,
d C

%(eftﬁ(t)) =7



donc il existe une constante réelle Cs telle que, pour tout ¢ € R,

f2(t) = C'ln(t)e’ + Cye'.

Réciproquement, on prend C' =1 et Cy = 0 et on considére fy définie sur R’ par

fo(t) = In(t)e’.

On va montrer que
1. fy est solution de (E). (Bien noter que ce point n’a pas été démontré auparavant).
2. la famille (f1, f2) est libre.

Comme P'espace des solutions définies sur R* de (E) est de dimension 2, on déduit de ces deux
faits que (f1, f2) est une base de cet espace et ’ensemble des solutions définies sur R de (£) est

Ry — R
t — Ce' + Cotln(t)

' (C1,Cy) € RQ} .

Notons que fy est C*° sur R et que, pour tout ¢ > 0,
{ ft) = (n(t) + {)e!
J(t) = (In(t) + 3 — z)e.

Alinsi, pour tout ¢ > 0,
tfyt)+ (1 —=20)f3(t) +(t = 1) fo(t) = e (tln(t)(1 =2+ 1) +In(t)(1 — 1)+ (2—2) + %(—1 +1))=0

et fo est bien solution de (E).

Enfin, montrons que la famille (fy, fo) est libre. Soit (A1, A\2) € R? et supposons que Ay fi + Ao fo = 0.
En évaluant en 1, on obtient que

/\161 = )\1f1(1) -+ )\Qfg(]_) =0

donc A\; = 0. Comme f5(2) > 0, on en déduit en évaluant ensuite en 2 que Ay = 0. La famille
(f1, f2) est donc libre.

De maniere alternative a la réciproque ci-dessus, on pouvait aussi raisonner de la maniére suivante.
On a montré que Uespace des solutions de (E) définies sur R est inclus dans ’espace vectoriel
engendré par f1 et fo. Maintenant, comme ce deuzriéeme espace vectoriel est de dimension au plus 2
et que l'espace des solutions de (E) recherché est de dimension 2, on en déduit que ces deuz espaces
ont dimension 2 et sont égaux. Cette deuzriéme méthode a l'avantage d’dtre plus rapide mais le
calcul qui démontre que fo est solution permet de se mettre a ’abri d’éventuelles erreurs.
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Exercice d’entrainement 14.1. Rechercher des solutions de I'équation différentielle

(t=)y"(t) + (1 = 3t)y'(t) —y(t) = 0
qui sont développables en série entiére au voisinage de 0. En déduire I’ensemble des solutions définies

sur ]0, 1 de cette équation.

Correction : Soit Ya,t™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Notons S la somme de
cette série entiére. Alors S est C sur | — R, R[ et, pour tout t €] — R, R], on a

+o00o
S'(t) = Znantn_l
E

S"(t) = ) n(n—1at">.

n=2

S est solution de 'équation différentielle proposée si et seulement si, pour tout ¢t €] — R, R,

400 +o00 +o00 +oo +oo
Z n(n — Da,t" ' — Z n(n — 1a,t"™ + Z na,t" 1 —3 Z na,t" — Z a,t"™ = 0.
n=2 n=2 n=1 n=1 n=0

+00
On veut écrire cette équation sous la forme E b,t" = 0. L’unicité du développement en série entiére
. n:O . .
de la fonction nulle nous permettra alors d’en déduire que tous ces coefficients b, sont nuls. Pour

écrire ’équation sous cette forme, on va devoir effectuer des changements d’indice dans certaines
de ces sommes.

Pour tout t €] — R, R|, on a

+00 +0o0
Z nn — Da,t" ' = Z(n + 1)nap1t"
n=2 n=1
—+00 “+o0
Z na, "t = Z(n + Dan1t".
n=1 n=0

On a posé n' =n — 1, que l'on peut réécrire n =n' + 1, dans chacune de ces deux sommes.

De plus, pour tout ¢t €] — R, R,

( +o0o —+o0
SN0 Dt = S0+ Ut
n=1 n=0

+o0 +o0
Zn(n — Da,t" = Z n(n — 1)a,t"
n=2 “+o0 :ng

Z na,t" = Z na,t".

n=1 n=0




Ainsi S est solution de 1’équation différentielle proposée si et seulement si, pour tout t €] — R, R],

+00 +o00 400 +o00 400
Z(n + Dna, 1" — Z n(n — 1)a,t" + Z(n + Da,t" —3 Znant" — Z ant™ =0,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

c’est-a-dire que, pour tout ¢t €] — R, R|,

Jio((n +1)n+(n+1))ap — (n(n—1)+3n+ 1)a,)t" = 0.

n=0

que 'on peut réécrire
+oo

D (4 1) (anp1 — an)t" = 0.

n=0

Par unicité du développement en série entiére de la fonction nulle, cela équivaut a dire que, pour
tout entier n > 0

(n+ 1D*(any1 — an) = (n+Dn+ (n+1))ap — (n(n—1) +3n+1)a, =0
ou encore que, pour tout entier n > 0,
Apy1 = Ap

c’est-a-dire que la suite (a,),>0 est constante.

Pour C' € R, la série entiére Y  Ct"™ est le développement en série entiére de la fonction ¢ — %
et a rayon de convergence 1 > 0. En particulier, d’aprés le raisonnement ci-dessus, la fonction

fo:t ﬁ est une solution définie sur | — 1, 1[ de I'équation différentielle proposée.

Pour déterminer 'ensemble des solutions définies sur )0, 1] de l’équation différentielle, on a vu deuz
méthodes en TD : la technique de l'abaissement de ['ordre (cf exercice 10.2 de TD) et la méthode
en utilisant le wronskien d’un systéme fondamental de solution (cf exercice 15.2). Ici on va trouver
l’ensemble des solutions en utilisant la premiere méthode, mais utiliser le wronskien d’un systeme
fondamental de solution aurait tout aussi bien marché.

Déterminons I’ensemble des solutions définies sur |0, 1[ de I’équation différentielle. Soit ¢ :]0, 1[— R
une telle solution. On pose, pour tout ¢ €]0, 1],

p(t) = At) fo(t).
Ainsi, pour tout ¢t €]0, 1, A\(t) = (1 — t)e(t) donc A est dérivable sur |0, 1] et, pour tout ¢ €]0, 1],

{ P(t) = N@)folt) + At) folt)
Pr(t) = A0 fo(t) +2X (1) fo(2) + A) fo'(¢)

Ainsi, pour tout t €]0, 1],

0 = (t=1)p"(t) + (1 =3t)¢'(t) — p(t)

= (t=)N" () fo(t) + N () (1 = 3t) fo(t) + 2 — £2) fo(t)) + M) ((t = 1) f5' () + (L = 3t) fo(t) — fo(t))

= () + N3+ 2)

car fy est solution de I’équation différentielle. \’ est donc solution de I’équation différentielle ¢ +%y =
0. Par conséquent, il existe une constante réelle C; telle que, pour tout ¢ €]0, 1],

&

N(t) = Cren® = =



En intégrant, on obtient qu’il existe une constante réelle Cy telle que, pour tout ¢t €]0, 1],
A(t) = CyIn(t) + Cs.

Ainsi, pour tout ¢ €]0, 1],

hl(t) CQ
Ci— : + T—¢

p(t) =

Réciproquement, soit ¢ une fonction de la forme ci-dessus. Alors ¢ est deux fois dérivable sur |0, 1]
et, pour tout ¢ €]0, 1],

. In(t) C!
¢'(t) = tC(} t) + Ol(l lt)2 + (1 2)
2t—1) 21n(t
o(t) = t21((1 o2 T Clt(l nz T G (1- t)3 T 2(1(32'?)3'

Par conséquent, pour tout ¢ €]0, 1]

(¢ = 2)9(0) + (1= 300(0) — (1) = St + Culy + O + 2%
+C;(1 3t) L0 1(131‘,5121() +021(1tit C' _%
01(215 14t41-3t) 4 Cy In(#)(2t41—3t—(1—t)) + Co(2t4+1—-3t—(1—t))
t(1—t) (1—1)2 (1-1)2
=0.

Ainsi, ¢ est solution de I’équation différentielle. L’ensemble des solutions définies sur |0, 1[ de
I’équation différentielle proposée est donc

On pouvait remplacer dans cet exercice la réciproque par l'argument suivant. L implication directe
montre que [’espace des solutions de l’équation différentielle définies sur |0, 1] est inclus dans l’espace
vectoriel engendré par t — 1(tt) et t — 1. Comme l’espace des solutions de I'équation différentielle
est de dimension 2 et que ce deumeme espace est de dimension au plus 2 (il est engendré par deux

fonctions), alors ces deux espaces doivent étre égaut.

15 Séance 15

Exercice d’entrainement 15.1. A I'aide de la méthode de 'équation différentielle, démontrer
que la fonction exponentielle (définie comme 'application réciproque du logarithme népérien) est
développable en série entiére et déterminer son développement en série entiére.

Correction : Quelques rappels avant de corriger cet exercice. La fonction In peut étre définie comme

la primitive de la fonction inverse qui s’annule en 1. Comme la fonction In est continue et strictement

croissante sur R, elle réalise une bijection de R* sur ]lil;n In, lim In[=] — 00, +00[. On peut alors
0 +o0

définir la fonction exponentielle comme la fonction réciproque de In (c’est ce que Pon fait dans cet
exercice). Ce n’est pas la définition historique mais c¢’est une définition courante pour les cours de
L1, qui évite d’avoir a parler de série entiére. Pour ce qui concerne la dérivabilité de I'exponentielle,
on utilisera le théoréme suivant vu en L1.



Théoréme (Dérivabilité de application réciproque). Soit f : I — f(I) une fonction strictement
monotone et dérivable sur un intervalle I de R d’intérieur non-vide. On suppose que

Vz €1, f'(z) 0.

Alors Uapplication f~': f(I) — I est dérivable sur f(I) et, pour tout point x de Uintervalle f(I)

1

(f7)(x) = @)

Correction : Etape 1 Comme la fonction In est dérivable sur R* et, pour z > 0, In(z) = 1/x # 0,
alors la fonction exp est dérivable sur In(R%) = R et, pour tout nombre réel =

1 1
C In'(exp(z)) —— exp().

exp(z)

exp/ ()

De plus, comme In(1) = 0 par définition, alors exp(0) = 1. Ainsi, la fonction exponentielle est
solution du probléme de Cauchy
{ y =y
y(0) = 1

Etape 2 Soit > ant™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors I'application

S: |]-R,R[ - R
+oo

toe Y ant”
n=0

est dérivable sur | — R, R[ et, pour t €] — R, R|,

+0o0 +oo
S'(t) = Zna@"il = Z(n + Da,1t".
n=1 n=0

S est solution de y' = y avec S(0) = 1 si et seulement si

+o0o +oo
vVt €] — R, R|, n+ 1)a,1t" = ant"

S(0) = 1.
Par unicité du développement en série entiére, on obtient

Vn € N Dapy =
() & (R){ vn €N, (Bt 1o = an
o= 1.
Une récurrence simple montre que 'unique suite qui vérifie (R) est la suite (),>0. Cette suite est
non-lacunaire et

= = —0
(n+1)! n+1

(n—&l—l)! n! 1
1
n!

quand n — +oo. Ainsi, d’apreés le critére de d’Alembert sur les séries entiéres, la série entiére » %t”
a pour rayon de convergence +o0o. Notons désormais S la somme de cette série entiére.



Etape 3 Ainsi les fonctions exponentielles et S sont des solutions définies sur R du probléme de
Cauchy

{21

donc, d’apreés le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, exp = S et exp est développable en série entiére au
voisinage de 0.

De maniére alternative au théoréme de Cauchy-Lipschitz, on pouvait remarquer que %(e’tS(t)) =0
pourt € R d’ot S = constante.exp. La constante vaut alors 1 comme S(0) = 1 = exp(0).

Exercice d’entrainement 15.2. Soit « € R — N. Montrer que la fonction f : ¢ +— (1 4+ 1) est

solution sur | -1, 1] de I'équation différentielle (E) y/'(t) = 153y(t). En déduire que f est développable
en série entiére au voisinage de 0.

Correction : Correction : On indique les étapes de la méthode décrite dans les notes de cours.
Ftape 1 La fonction

f+]1-1L1 — R
t (1 —|—t)a — ealn(l—i—t)
est dérivable sur | — 1,1] et
vi el =L (1) = aln/ (L 0e 00 = e f ()

donc f est solution de I'équation différentielle (£).

Etape 2 Soit > ant™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors I'application

S: |]-R,R[ - R
+o00

t o Zant”
n=0

est dérivable sur | — R, R[ et, pour t €] — R, R],

+00
S'(t) = Znantn_l.
n=1

S est solution de (E) avec S(0) =1 si et seulement si

vt €] - R, Rl (1+8)S'(t) = aS(t)
(*) { S(0) =1

—+00 —+00 —+00
() o Vt €] — R, R|, Zna,ﬂf”fl + Z na,t" = Z aa,t"
n=1 n=1 n=0

CLOZ].

On effectue le changement d’indice n’ =n—1<< n'+1 =n dans la premiére somme du membre de
gauche et on remarque que l’on peut démarrer la deuxieme somme du membre de gauche @ partir



du terme n = 0 sans changer la valeur de cette somme.

( 400 400 400
() Vt €] — R, R], Z(n' + Dapat™ + Znant” = Z aant"
n’=0 n=0 n=0
L ag = 1
( 400 400
. ) vtel-RR| Z;[(n + Dapys + nap)t" = Z; aa,t"
ag = 1

\

Par unicité du développement en série entiére d’une fonction au voisinage de 0, on obtient

Vn €N, (n+ 1)ap1 + na, = aa,

ag = 1

o (R) { Zn_e 1N, (n+ 1ap1 = (e —n)ay,
0=

(*)

Soit (a,), une suite vérifiant les relations (R). Montrons par récurrence que

VneN, a, =

Pour avoir Uintuition d’une telle formule, écrire

_a—@m-1)  _fa—(-1a-m=-2) _
" n nl n(n —1) n-2

Jusqu’a découvrir la formule a démontrer.

La propriété est vraie pour n = 0. Pour mémoire, le produit vide vaut 1. Supposons la propriété
vrai a un rang n > 0. Alors

_ a—n
An+1 = 510
n—1

[Je-%

a—n k=0

n+1 n!
n

H(a — k)

k=0
(n4+1)!

ou l'on a utilisé le fait que la suite (a,,) vérifie (R) pour la premiére ligne et 'hypothése de récurrence
pour la deuxiéme ligne. D’otu la propriété au rang n + 1.

Ceci achéve la récurrence.
n—1

Réciproquement, la suite =0 vérifie (R).

n>0

Pour s’assurer que notre série entiere définit une fonction au voisinage de 0, on doit démontrer
que le rayon de convergence de la série entiére est strictement positif.



n—1

[Je-%

Déterminons le rayon de convergence R de la série entiére Z k:O—'t” a l'aide du critére de
o
[Je-%
d’Alembert pour les séries entiéres. Comme o ¢ N, la suite h=0 ' est non-lacunaire.
n!
n>0

De plus

[[(e-*#)

k=0

(n+1)!
Ja—n| |1—a/n|

n-1 Con+1l 1+1/n

[T(e—#)

k=0

n!
n—1
[[(e-%
lorsque n — +oo. D’apreés le critére de d’Alembert sur les séries entiéres, la série entiére Z kzo—'t"
n!
a pour rayon de convergence % =1.
Les raisonnements faits précédemment montrent que
S: |-1L,1] - R
n—1
+o00 H(CK - k)
k=0 n
e S
n=0

est solution de (£) avec S(0) = 1.
Etape 3 : Ainsi, les applications S et f sont toutes deux solutions sur | = 1,1 du probléme de

Cauchy

{ y = 15Y
y(0) =1

et comme t — 1% est continue sur | — 1, 1], alors, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire,
pour tout ¢ €] — 1, 1], f(¢t) = S(t) et f est développable en série entiére au voisinage de 0.
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Exercice d’entrainement 16.1. Déterminer pour quelles conditions initiales (¢o, zo) (ou (¢o, (o, ¥o))
ou (to,%0,y1)) on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz aux problémes de Cauchy sui-
vants.

1 4.
¥’ = arctan(tx) ¥ =ty
{ l’(to) = X y/ = Ty
9. .T(t()) = X
¥ = |z y(to) = o
{ x(to) = X 5
3, y' +arctan(t)(y')* = y*

(
{ ¢ o= 2 y(to) Yo
z(ty) = o y'(to) = n

Correction : 1. L’application
R? - R
(t,z) ~ arctan(tz)
est de classe C'!' donc on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz au systéme proposé pour
(to, wo) € R% En effet, 'application proposée est composée des applications (t, ) — tx, bilinéaire
sur R x R done C* et y — arctan(y) qui est C.

2. L’application
f: R? — R
(t,z) — |zl
est continue.

Comme la fonction |.| n'est pas dérivable a l'origine, on va démontrer directement que l’on a une
fonction localement lipschitzienne par rapport & la variable de phase.

De plus, pourt e R, x e Ret y € R, on a

[f(tx) = f(ty)| = [lz] = [yl] < |z =yl
d’aprés I'inégalité triangulaire.

Ceci est une inégalité classique que vous pouvez appliquer directement. Pour rappel, on a |z| =
lz —y+yl < | —y|+ |yl et, en échangeant les roles de z et de y |ly| < |v — y| + |x| donc
] = [yl < |z —yl et |y[ — || < [z —y[ donc ||| — |y|| = max(|z] —|y|, [y| — |2]) < |z —yl.

Ainsi, f est lipschitzienne par rapport a la variable de phase. On peut donc appliquer le théoréme
de Cauchy-Lipschitz pour (ty, ) € R
3. L’application
R*xR — R
t,r) — —
(o) = =
est de classe C' donc on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour (g, zo) € R* x R.



4. L’application
RxR? — R?

(t, (z,y) — (ty,zy)
est de classe C' donc on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour (g, (2o, v0)) € RxR2.

5. Comme on le fait d’habitude pour les équations différentielles d’ordre supérieur, il s’agit ici d’ap-
pliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz au systéme d’ordre 1 associé a notre équation différentielle.
Ce systéme d’ordre 1 est

y =y
Y = y®— arctan(t)y?

L’application
RxR? — R?
(tv (yv y)) = (yu y2 - arctan(t)yz)

est de classe C'!' donc on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour (to, (yo,%1)) € RxR2.
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Exercice 17.1. Dans cet exercice, on s’intéresse a I’équation différentielle
(E) y = ty*.

1. Montrer que toute solution de (£) distincte de la fonction nulle ne s’annule jamais.

2. Déterminer la solution maximale de (E) qui vérifie y(0) = 1.

Exercice d’entrainement 17.1. Soit (o, yo) € R?. Déterminer la solution maximale de 1'équation
(E) de I'exercice 17.1 qui vérifie y(ty) = yo en fonction de ¢y et yo.

Correction : L’application
RxR — R

(ty) — ty’
est de classe C'' donc on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz a I’équation différentielle
(E). En particulier, I'application
R —- R
t — 0

est solution de (E) donc est la solution maximale recherchée si yo = 0.

Supposons donc que 1y # 0.

On va ict, comme souvent, raisonner par analyse synthese. On suppose que [’on dispose d’une solu-
tion et on recherche son expression. On vérifiera ensuite que ['expression trouvée est bien solution

de l’équation.

Notons ¢ : I — R une solution du probléme de Cauchy proposé. D’apreés 'exercice 17.1, application
© ne s’annule pas et, pour tout nombre réel ¢t € I,

que 'on peut réécrire

Pour prendre Uinverse de cette égalité, il faut préalablement s’assurer que les quantités concernées
ne s’annulent pas, ce qui induira des restrictions sur ['intervalle I.

Comme le membre de gauche de 1’égalité ci-dessus ne s’annule pas, alors, pour tout ¢t € I,

21t
(*)57&%+5-

On distingue alors plusieurs cas.



2
Cas1:si -+ %0 < 0, la relation (x) est toujours vérifiée et, pour tout t € I,
Yo

Yo
L yo(% — %)

p(t) =

Réciproquement, une fonction ¢ définie sur I C R par I'expression ci-dessus est dérivable sur [ et,
pour tout t € I,
2
Y
P(1) = 12— (1)
(1+30(% - £))

et ¢(ty) = yo donc ¢ est solution du probléme de Cauchy proposé.

Cas 2 : on suppose que

2
i+t0>0
Yo 2

. La relation (%) implique alors que t # =+, /y% + t2 pour tout t € I donc

o T o T o]

1l s’agit de déterminer maintenant dans lequel de ces trois intervalles I est contenu suivant les cas.

Sous-cas 2.1 : si yg > 0, alors, comme ¢y € IN] — \/% + 12, \/% +t3[, I C] — \/y% +t2, \/% + 3

et, pour tout t € I,
Yo

L+u(f-5)

Des calculs identiques au cas 1. montrent que, réciproquement, de telles fonctions ¢ sont solutions
du probléme de Cauchy proposé.

Sous-cas 2.2 : si yp < 0 et ty > 0, alors, comme t, > 1/% + 13 et tg € I, alors I CJ, /y% + 12, +oo|

et, pour tout t € I,
Yo

2
1+ yo(2 — ﬁ)

Des calculs identiques au cas 1. montrent que, réciproquement, de telles fonctions ¢ sont solutions
du probléme de Cauchy proposé.

p(t) =

p(t) =

Sous-cas 2.3 : si yp < 0 et tg < 0, on montre de maniére analogue que I C|] —o00, — y% + t3[ et que,

pour tout t € I,
Yo
p(t) = BTN
1 =+ yO(_ ) )
Des calculs identiques au cas 1. montrent que, réciproquement, de telles fonctions ¢ sont solutions
du probléme de Cauchy proposé.

Finalement, la solution maximale du probléme de Cauchy proposé est
1. Papplication

R —- R

t — 0

siyo = 0;



2. l'application

2 f2

I+yo(2—5)
S1 8 :
sl -+5 < 0;

3. lapplication

Yo
t — 2
I+yo(5—%)

sit4+8>0ety>0;
Yo 2 Yo )

4. lapplication

. 2
81y—10+%°>0,y0<0ett0>0;
5. l'application

2
si -4+ 2>0,y0<0etty <0,

Exercice d’entrainement 17.2. On considére I’équation différentielle
(1+t)y =y

1. Peut-on appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz a cette équation 7 Pourquoi?
2. Déterminer les solutions maximales de cette équation définies sur | —oo, —1[ et sur | —1, +-00].

3. En déduire 'ensemble des solutions de cette équation définies sur R.

Correction : 1. Pour pouvoir appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on commence pas mettre
I’équation sous forme résolue

1
I 2
R TL
On peut donc applique le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour des conditions initiales (¢g, o) dans
] — 00, —1[xR ou dans | — 1, +00[xR car les applications
U —- R

ty) = 9
avec U =] — 0o, —1[xR ou U =] — 1, +00o[xR, sont de classe C'.
2. Soit ¢ : I - R, avec I C] —oo,—1[ou I C] —1,+o0].

On veut diviser par ©? les deux membres de I’égalité. Pour ce faire, on commence par traiter le cas
ot ¢ s’annule.



Supposons qu'il existe ty € I tel que ¢(ty) = 0. Alors 'application nulle et ¢ sont toutes deux des
solutions définies sur / du probléme de Cauchy

{ y = v
y(to) = 0

donc, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz (que ’on peut appliquer d’aprés la question précé-
dente), ¢ est I'application nulle.

Supposons donc ¢ distincte de 'application nulle. Par contraposition de 'implication précédente,
I’application ¢ ne s’annule pas et, pour tout ¢ € I,

') 1
o2 1+t

Par conséquent, il existe une constante réelle C' telle que, pour tout t € I,

-1
— =In(|]1+¢t)) +C.

()
On veut maintenant prendre 'inverse des deuxr membres de ’égalité : le membre de droite ne doit
pas étre nul.

Comme le membre de gauche de 1’égalité ci-dessus ne s’annule pas, on doit avoir, pour tout ¢t € I,
1+t +C#0et#—1+e ¢ ~1—eC.
Ainsi, I C]—o00,—1—e U —1—eC —1[U] =1, -1+ “[U] = 1+e7 %, +o0 et, pour tout t € I,

—1

=L

Réciproquement, soit ¢ : I — R définie par 'expression ci-dessus, avec [ vérifiant la condition
ci-dessus. Alors ¢ est dérivable sur I et, pour tout t € I,

1 1 1

T it (1O 1+t¢<t>2'

(1)
L’application ¢ est donc solution de I’équation différentielle.
Les solutions maximales de I’équation différentielle définies sur un intervalle inclus dans | — 1, +00]

sont donc les applications de I'une des formes suivantes.
1. L’application
| 1,400 —
t — 0°
2. Les applications de la forme

| —1+e% 40

R
t —1__ >

In(1+8)+C

U3

avec C' € R.



3. Les applications de la forme

avec C € R.

De méme, les solutions maximales de I’équation différentielle définies sur un intervalle inclus dans
] — 00, —1[ sont donc les applications de 'une des formes suivantes.

1. L’application

2. Les applications de la forme

—1 ;
t = woove
avec C' € R.
3. Les applications de la forme
]—00,—1—¢° — R
—1 5
t = weoso

avec C € R.

3. Si ¢ est une solution de (£) définie sur R, alors ¢j_o,—1[ €t @)_1,100[ SONt des solutions de (E) qui
sont respectivement définies sur | — oo, —1[ et | — 1, +00]. Or, la seule solution définie sur | — oo, —1]
ou sur | — 1,400] est la solution nulle, d’aprés la question précédente. Par continuité de ¢ en —1,
on obtient aussi que p(—1) = 0 et ¢ est 'application nulle. L’application nulle étant bien solution
de (E), c’est la seule solution de (E) définie sur R.
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Exercice d’entrainement 18.1. Déterminer les solutions maximales de I’équation différentielle
v =(1—y)t

On commencera par démontrer que les solutions non-constantes ¢ vérifient soit ¢ < —1, soit
-1 <p<1,soit p > 1.

Correction : On commence par suivre 'indication donnée pas 1’énoncé.

Une fonction constante
I — R

t — C

définie sur un intervalle I est solution de I’équation différentielle proposée si et seulement si, pour
tout t € I,0=(1—C?t, cest a-direque 0 =1—-C?*=(1-C)(1+C), i.e. C =10uC = —1.

Soit ¢ : I — R une solution non-constante de I’équation différentielle proposée. Montrons par
I'absurde que, pour tout t € I, p(t) # 1 et p(t) # —1.

Supposons qu’il existe to € I tel que p(ty) = €, avec € = 1 ou € = —1. Alors ¢ et 'application
constante égale a e sont des solutions définies sur I du probléme de Cauchy

{ y = (1—y’)t
y(to) €.

RxR — R
(ty) — (1—y)t
est de classe C'. Par conséquent, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, I'application ¢ est
constante égale a ¢, en contradiction avec ’hypothése faite sur .

De plus, 'application

Le théoréme des valeurs intermédiaires implique alors que

— soit, pour tout t € I, ¢(t) < —1,

— soit, pour tout t € I, —1 < p(t) < 1,

— soit, pour tout t € I, 1 < p(t).
On va maintenant trouver une expression d’une solution de l’équation différentielle. 1l y a deux
manieres de faire pour cette équation : soit on la voit comme une équation a variable séparable, soit
on la voit comme une équation de Riccati, en ulilisant une solution constante. Ici, on va corriger
en considérant [’équation comme une équation & variables séparables.

Soit ¢ : I — R une solution non-constante de I'équation différentielle. D’aprés ce qui précéde 1 — 2
ne s’annule pas et, pour tout ¢t € I,
'(t)

T2 "

Pour déterminer une primitive du membre de gauche, on décompose la fraction rationnelle ﬁ

en éléments simples. On a

1 A B

1—X2_1—X+1+X




1-— 1
avec A = lim T 1/2 et B = lim tro_ 1/2. Ainsi, il existe une constante C' € R telle
z—1 ] — 1’2 z——11 — [Ez
que, pour tout t € I,
1 t?
() (=1 = p@)]) + In(L + o)) = 5 + C.

Pour se débarrasser des valeurs absolues, on doit distinguer les cas suivant les signes de 1 — ¢ el
14 .

Premier cas : On suppose que ¢ > 1. Dans ce cas, (x) implique que, pour tout ¢t € I,

In (;Z;)—SO_(% =t* +2C.

Ainsi, pour tout ¢t € I,
L+o(t) Qt2+2C
p(t) —1
donc, pour tout t € I,
(1— "2 p(t) = =1 — "2,
La encore, avant de diviser par (1 — et2+20), on doit s’assurer que cette quantité est non-nulle. Ici,
comme le membre de droite est strictement négatif, elle sera strictement négative.

Pour tout ¢ € I, —1 — e*+2¢ < 0 donc 1 — " T2¢ < 0 et 2 4+ 2C > 0. Ainsi, soit C' > 0 et cette
relation est toujours vérifice, soit C' < 0 et I C] — oo, —v/—2C[U]/—2C, +o0[. Dans tous les cas,
pour tout t € I,

14 e’ +2C
P(t) = e 1
Réciproquement, toute application ¢ : I — R définie par 'expression ci-dessus avec I vérifiant les
relations ci-dessus est dérivable sur I et, pour tout t € I,

, B 2t6t2+20(6t2+20 _ 1) i (1 + 6t2+20)2t6t2+20
b (t) - <€t2+2C _ 1)2
—4t€t2+2c

(€t2+20 _ 1)2 ’

De plus, pour tout t € I,

t(l B (t)2) _, (€t2+20 _ 1)2 B (1 +€t2+20)2
¥ - <€t2+2C _ 1)2 <€t2+2c _ 1)2

2
. —4et +2C _ /(t)
(et2+26’ —1)2 R
donc ¢ est bien solution de I’équation différentielle.

Deuxiéme cas : —1 < p < 1.

On anticipe ici sur la suite du cours. Dans ce cas, la solution est bornée et le théoréeme des bouts,
que 'on verra plus tard dans ce cours, impliquera que les solutions mazximales correspondantes sont
définies sur R.



La relation (x) implique ici que, pour tout ¢ € I,

In (%) =t* +2C.

Ainsi, pour tout ¢t € I,
1+ () _ t* 20
1—¢(t)
puis
(1+ e p(t) = 120 — 1

t242C

Ici, on n’a aucune restriction sur I puisque 1 + e ne s’annule pas.

Ainsi, pour tout ¢t € I,
et2+20 -1

A0 = 1o
Réciproquement soit ¢ : I — R définie par 'expression ci-dessus. Alors ¢ est dérivable sur [ et,
pour tout ¢t € I,
, 2t6t2+20(1 + et2+2C) B (et2+2c _ 1)2tet2+20
¢'t) = (1 + eP+20)2
4t€t2+20

(1 + €t2+20)2 ’

De plus, pour tout t € I,

2 2
t(l B (t)Z) _ (et +2C + 1)2 B (et +2C _ 1)2
¥ - (€t2+20 T 1)2 <€t2+20 4 1)2
46t2+2C

_ o
- t(€t2+20 4 1)2 =¥ (t)

donc ¢ est bien solution de I’équation différentielle.

Troisiéme cas : ¢ < —1. La relation () implique ici que, pour tout t € I,

In (_11__—9;;”) =t*+2C.

Ainsi, pour tout t € I,
—1— () _ t’+20C
1— (1)
puis
(€t2+20 _ 1)30(25) _ e152—i-2C’ +1.

Pour tout ¢ € I, comme e t2¢ 41 > 0 et ¢(t) < 0, alors e’ T2¢ — 1 < 0. Ceci revient a dire que
t2 +2C < 0. Si C > 0, cette inéquation n’a pas de solution. Si C' < 0 'ensemble des solutions de
cette inéquation est | — v/—2C, v/ —2C. Ainsi, nécessairement, C' < 0, I C] — v/—2C,+/—2C] et,
pour tout t € I,
e’ +20 +1
) = e



Réciproquement, toute application ¢ : I — R définie par 'expression ci-dessus avec [ vérifiant les
relations ci-dessus est dérivable sur I et, comme son expression est identique a celle trouvée dans
le premier cas, une telle application est solution de I’équation différentielle.

Les solutions maximales de I’équation différentielle sont donc les applications de 'une des formes
suivantes.

1. Les applications constantes

R —- R
t — 1
et
R —- R
t — —1°
2. Les applications de la forme
R —- R
et?+20_1
t o= et?+20 41
avec C' € R.
3. Les applications de la forme
IC — R
ot2+20
t = ij?-‘-zc_l

avec Ic =R si C' > 0, Io =] — 00, —/—2C[ ou | — V/—2C,/—2C| ou |\/—2C', +o0[ si C' < 0
et Io =] — 00,0] ou |0, +o0[ si C' = 0.
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Exercice d’entrainement 19.1. Tracer le portrait de phase puis tenter de déterminer I’ensemble
des solutions maximales de I’équation différentielle 3/ = 33® + y de deux maniéres différentes :

1. en linterprétant comme une équation de Bernoulli.

2. en l'interprétant comme une équation & variables séparables.

Correction : St le membre de droite de ’équation est strictement positif en yy, cela signifie qu’une
solution, quand elle vaut vy, est strictement croissante et donc va vers la droite sur ['aze réel. De
méme, st le membre de droite est strictement négatif en yo, cela signifie qu’une solution, quand elle
vaut Yo, est strictement décroissante et donc va vers la gauche sur ['axe réel. Enfin, si ce membre
de droite est nul, cela signifie que notre solution est la fonction constante t — 1y et reste au méme
point & tout instant (par le théoréme de Cauchy-Lipschitz). On parle de point d’équilibre.

Pour y € R, la quantité 3y® + y = y(3y® + 1) est du méme signe que y, donc strictement positif
pour y > 0, strictement négatif pour y < 0 et nulle en y = 0, d’ott le portrait de phase suivant.

0

4 4 <4 <4 <4 4 4<4“ <“ <4 E<C << > > > > > > >

e point d’équilibre

Pour les deux méthodes, on devra diviser par une quantité qui sera non-nulle si la solution ne
s’annule pas. On commence donc par démontrer que les solutions non-constantes ne s’annulent
pas.

Une application constante ¢t — C' est solution de ’équation différentielle si et seulement si

3C° +0=0CBC*°+1)=0&C =0.

Soit ¢ : I — R une solution de (F). Supposons que lapplication ¢ s’annule : il existe ¢y € I tel que
©(to) = 0. Alors ¢ est 'application nulle sont des solutions définies sur I du probléme de Cauchy

{ y o= 3 +y

RxR — R
(t,y) — 3y +y

est polynomiale donc de classe C. Ainsi, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ¢ est 'appli-
cation nulle. Par contraposition, toute solution de ’équation différentielle distincte de ’application
nulle ne s’annule jamais. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, une telle solution est a valeurs
soit toujours strictement positives, soit toujours strictement négatives.

Par ailleurs, ’application

1. Soit ¢ : I — R une solution de I’équation différentielle distincte de la fonction nulle. Alors ¢ ne
s’annule pas et, aprés division de ’équation par ¢,
—2¢/ 2
(pf t5=6




Posons 1) = #. Alors 1) est une solution définie sur I de I’équation différentielle (Ey) y' 4+ 2y = —6.
Remarquons que ¢ — —3 est une solution de (Ey) et que ’ensemble des solutions définies sur I de
I’équation homogéne associée a (Ey) est

I — R
t — (Ce 2

OGR}.

Ainsi les solutions définies sur I de (Fy) sont les applications de la forme

I — R
t — —34+Ce 2"

avec C € R.

Par conséquent, il existe une constante réelle C' telle que, pour tout t € I,

1 ot
0L =(t) = =3+ Ce .

Comme le membre de gauche de cette égalité est strictement positif, alors, pour tout ¢ € I,

C>0
_ —ot
3+Ce=>0 & {ln(C)—2t>ln(3)

{ C>0
tn($) >t
Ainsi, C >0, I C] — 00, 5 In (%) [ et, pour tout ¢t € I,

2
1
= ——.
o (t) -3+ Ce2

Si ¢ > 0, alors, pour tout t € I,
Si ¢ < 0, alors, pour tout t € I,

Réciproquement, soit ¢ : I — R définie par
€

V=3+ Ce 2’

avec e = +1, C > 0et I C| — o0, % In (%) . Alors @ est bien définie et dérivable sur I et, pour tout
tel,

Vtel, o(t) =

2¢Ce2t eCe™2

ATV oo Tl e surorrith

De plus, pour tout t € I,

3 B 3e e(=3+Ce?)
390(t) +(10(t) - (\/W)B + (\/W)g = (t)

donc ¢ est solution de ’équation différentielle.

Ainsi, les solutions maximales de I'équation différentielle sont les applications de 'une des formes
suivantes.



1. L’application nulle
R —- R
t — 0°
2. Les applications de la forme

]—oo,lln(%)

5 R
€ )

N
=
V—=3+Ce=2

[
t
avec O >0 et e = £1.

2. Soit ¢ : I — R une solution non identiquement nulle de 'équation différentielle. Alors ¢ ne
s’annule pas donc 3¢® + ¢ = p(3¢* + 1) ne s’annule pas et

/

QO p—
3p* 4+
Décomposons la fraction rationnelle m en éléments simples : déterminons (A, B,C) € R? tels
que
1 A N BX +C

3X3+X X 3X2+1

Ona A =lim =1et
z—0 323 + x
1 _ (3X*+1)+BX*+CX (B+3)X*4+CX +1
3X34+X X(3X2+1) B 3X3 4+ X

ce qui revient a dire que B = -3 et C' = 0.

Alinsi,
/ /

® 3o'p

v 3p2+1 B
Ainsi, il existe une constante C' € R telle que, pour tout ¢ € I,

In(le(t)]) — 5 (Bt +1) =4 C

que 'on peut réécrire
Ainsi, pour tout ¢t € I,

donc
(1— 362t+2c)¢(t)2 _ Q2420

Comme, pour tout t € I, e2+2¢ > 0, alors

In(3
1—362t+20>0¢>t<—¥—0

In(3)
2

donc I C] — 00, — — C] et, pour tout ¢ € I,

€2t+2C 1

2 _ _
90(75) T 1 — 3e2t+2C T -2t-2C _ 3’




On a vu au début de la résolution de l'exercice que ¢ avait un signe constant. Ainsi, il existe
e € {—1,1} telle que, pour tout ¢ € I,

Réciproquement, soit ¢ : [ — R définie par I'expression ci-dessus avec I C| — oo, —még) — (. Alors
© est bien définie et dérivable sur I et, pour tout ¢t € I,

—266_2t_c

et

3 3¢ e(e” 2720 — 3) ,
390(t) +90(t) = (\/m)B + (\/m)g = (t)

donc ¢ est solution de ’équation différentielle.

Les solutions maximales de I’équation différentielle sont les applications de I'une des formes sui-
vantes.

1. L’application nulle

R —- R
t — 0
2. Les applications de la forme
} . ’_lné3) C[ S R
t — < ’

avec C € Ret e = £1.

On retrouve le méme ensemble de solution, a ceci prés que la constante C' strictement positive de
la premiére méthode de résolution s’est transformée en la constante e qui apparait avec cette
deuxieme méthode.
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Exercice d’entrainement 20.1. Déterminer les solutions maximales de I’équation différentielle
Y=y +y-2
1. en linterprétant comme une équation de Riccati (on trouvera préalablement une solution

évidente de I'équation différentielle).

2. en l'interprétant comme une équation & variables séparables.

Correction : Une fonction constante ¢t — C' est solution de I’équation différentielle proposée si et

seulement si 0 =C*+C —2=(C+3)’—2=(C—-1)(C+2),ie. C=10ouC =-2.

Montrons que les solutions non-constantes de cette équation différentielle ne valent jamais 1 ou
—2. Soit C € {—2,1} et ¢ : I — R une solution de I'équation différentielle proposée. Supposons
qu’il existe to € I tel que ¢(ty) = C. Alors ¢ et la fonction constante égale a C' sont des solutions
définies sur I du probléme de Cauchy

{ y v +y—2
y(to) = C.

RxR — R
(t,y) — y*+y—2

De plus, 'application

est de classe C! car elle est polynomiale. Par conséquent, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
pour tout t € I, p(t) = C. Par contraposition, toute solution non-constante de I’équation différen-
tielle proposée ne vaut jamais 1 ni —2.

1. Soit ¢ : I — R une solution non-constante de ’équation différentielle proposée. Posons, pour
tout t € I, p(t) = 1+ u(t) & u(t) = ¢(t) — 1. Alors u est dérivable sur I et, en injectant dans
I’équation différentielle,

u'=(1+u)’+ (1+u) —2=3u+u’

Comme ¢ ne vaut jamais 1, alors u = ¢ — 1 ne s’annule jamais et

/
— 3
]
u u
Posons ¢ = % Alors 9 est solution de 1’équation différentielle (E;) v + 3y = —1. Notons que

t— —% est une solution particuliére de (E;) et que I’ensemble des solutions définies sur I de

I’équation homogéne associée a (Ej) est

I —- R
{ t — Ce3t ¢e R} '
Ainsi, 'ensemble des solutions définies sur I de (Ey) est
I — R
{ t o= —5+Ce™ CGR}'
Ainsi, il existe une constante réelle C telle que, pour tout t € I,
1 1
—— =(t) = —= + Ce .
ap ~ P =g e



Comme le membre de gauche de cette égalité ne s’annule pas, alors, pour tout t € I,

1 1
—g—l—Ce_gt;éO(:)C’gOou (C’>0ett7é§ln(30)).

Ainsi, si C > 0, I C] — o0, £ In(3C)[U]3 In(3C), 400 et, pour tout ¢ € 1,

0 1 3
Uu = = .
—34+Ce 3t —1+43Ce™3

Par conséquent, pour tout t € I,

3
t) =14+ ————.
(1) + —1+3Ce3t

Réciproquement, soit ¢ : I — R une application définie par 'expression ci-dessus avec [ vérifiant
la condition ci-dessus. Alors ¢ est dérivable sur I et, pour tout ¢t € [,

, —27Ce=3
¢(t) = —3t)2
(=14 3Ce=3)
et
p(t)* +o(t) =2 = 17+ fracb—1+3Ce™ + fracd(—1+3Ce™)* + 1+ 55— — 2

_ e—3t
= ooy = ¢(#).

Ainsi, ¢ est solution de I'équation différentielle proposée.

Les solutions maximales de I’équation différentielle sont donc les applications de I'une des formes
suivantes.

1. L’application

R —- R
t — 1
2. Les applications de la forme
R —- R
t = 1+ —1+33Ce*3t
avec C' < 0.
3. Les applications de la forme
] —o0,:In(3C)[ — R
to= 1+ —1+330e*3t 7

avec C > 0.

4. Les applications de la forme

avec C > 0.



Remarquer que le cas C'= 0 nous donne la solution constante égale a —2.

2. Soit ¢ : I — R une solution non-constante de ’équation différentielle proposée. Alors, comme
on I’a vu en début de résolution, la fonction ¢* + ¢ — 2 = (p — 1)(p + 2) ne s’annule pas et

/

v _
P+ —2
Décomposons la fraction rationnelle m en éléments simples. On a
1 A N B
X2+X-2 X-1 X+2
r—1 1
BT 7 _ = 1 T+ _ _1
avec A = glgl_I)Ile PR lim 2723 et B=lim,, 5 5= 3

Ainsi, en primitivant la ligne ci-dessus, on obtientqu’il existe une constante réelle C' telle que, pour
tout t € I,
1 1
S n(lp(t) = 1) = 3 In(lp() +2]) = ¢+ C.
c’est-a-dire que, pour tout ¢t € I,
(%) lp(t) — 1 _ B3tH3C
|p(t) + 2|

On a vu que ¢ ne prenait jamais la valeur 1 ni —2. D’aprés le théoréme des valeurs intermeédiaires,
ceci implique que 'on est dans I'un des trois cas suivants :

— Cas1l:¢p>1.
— Cas2:1>¢p>-2
— Cas 3: =2 > o.

Cas 1 : On suppose que ¢ > 1. Dans ce cas, d’aprés (x), pour tout ¢t € I,

pt) —1 (3t+3C

donc
(1 . e3t+30)¢(t) _ 2€3t+30 + 1

Comme le membre de droite de cette égalité est toujours strictement positif, il doit en étre de méme
du membre de gauche donc, comme ¢ > 0, pour tout t € [

1-e3Y>020>3t+3C < —C >t
Ainsi, I C] — o0, —C| et, pour tout t € I,

2e3t+3C +1 363t+3C’ 3
p(t) = 1 _ g3t+3C 1+ 1 _ e3t43C 1+ o—3t-3C _ 1"

Réciproquement, soit ¢ : I — R définie par ’expression ci-dessus, avec [ vérifiant les contraintes ci-
dessus. Alors ¢ est bien définie et dérivable sur [ et un calcul analogue a celui fait avec la premiére
méthode de résolution montre que ¢ est solution de 'équation différentielle (il suffit de changer la
constante 3C qui apparait avec la premiére méthode par e=3¢).



Cas 2 : On suppose que 1 > ¢ > —2. Dans ce cas, d’aprés (x), pour tout ¢ € I,
1—o(t) (31430
p(t) +2

donc
(_1 o €3t+30)90<t) — 263t+30 o 1

donc, pour tout t € I,

_263t+30 +1 B 363t+3C 3

p(t) = 1+ e3t+3C T 1 4 edtt3C 1- 1+ e-3t-3C"

La encore, des calculs analogues a ceux faits avec la premiére méthode (en remplacant la constante
3C qui apparait dans cette premiére méthode par —e3¢ montrent que ¢ définie par 1'expression
ci-dessus est bien solution de I’équation différentielle.

Cas 3 : On suppose que ¢ < —2. Dans ce cas, d’aprés (x), pour tout t € I,

L—ot) _ suac
—p(t) =2

donc
(63t+3C _ 1)90(t) — _263t+30 —1.

Comme le membre de droite de cette égalité est toujours strictement négatif, il doit en étre de
méme du membre de gauche donc, comme ¢ < 0, pour tout t €

S0 _1>083t+3C>0at>—C.
Ainsi, I C] — C,4o0] et, pour tout t € I,

_ 263t+3C + 1 B 363t+3C 3

@(t) - 1 — e3t+3C =1+ 1 — e3t+3C =1+ e—3t=3C _ 1’

Réciproquement, toute application ¢ : I — R définie par 'expression ci-dessus avec [ vérifiant la
contrainte ci-dessus est solution de ’équation différentielle proposée.

Les solutions maximales de ’équation différentielle proposée sont donc les applications de 'une des
formes suivantes.

1. Les applications constantes

R —- R

t — 1
et
R —+ R
t — =2
2. Les applications de la forme
]—00,-C] — R
t = ]- + e—3t—3C_1 ’

avec C € R.



3. Les applications de la forme

R —- R
to 11— gl
avec C' € R.
4. Les applications de la forme
] —C,+o0] — R
t o= 1+ e

avec C € R.
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Exercice d’entrainement 21.1. Que peut on dire de l'intervalle d’existence des solutions maxi-
males des équations différentielles ci-dessous ?

(E1) y' = cos(e'y)

In(y® +1)
E == EIn(t? +1).

Correction : Le théoréme des bouts n’est valable que pour les systémes différentiels qui vérifient les
hypothéses du théoreme de Cauchy Lipschitz. On commence donc par s’assurer que c’est bien le
cas.

L’application
R? - R
(t,y) — cos(e'y)

est de classe C'' donc on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz a I’équation différentielle
(E1).

Soit ¢ :]ar, B]— R une solution maximale de (E;). On va montrer par l'absurde que 8 = +o0 et
o= —00.

On veut appliquer le théoréme des bouts. Pour ce faire, on veut majorer la valeur absolue de p(t),
pour montrer que @(t) reste dans un compact en temps fini, d’ot les calculs suivants.

Fixons tg € I. Pour tout t dans |a, g,
|©'(t)] = [ cos(ep(t))] < 1

donc d’aprés I'inégalité des accroissements finis,

(%) [e(t) = o(to)] < [t —tol.

Dans ce type de situation, le théoréeme ou l'inégalité des accroissements finis sont tres utiles : ils
nous permettent de passer d’une estimation sur la dérivée d’une fonction 4 une estimation sur la
fonction elle-méme.

Supposons que [ < +o0. L'inégalité (%) implique alors que, pour tout ¢ € [to, 3],

|o(t) = (to)| < (t —t0) < B —to.

Ainsi, pour t € [to, 8], le couple (¢, p(t)) reste dans le compact
[to, B] x [¢(to) — (B — to), ¢(to) + (B —to)],

en contradiction avec la maximalité de . Ainsi § = +o0.

On vient d’appliquer le théoréeme des bouts qui nous dit en gros qu’une solution maximale ne peut
pas rester dans un compact (voir les notes de cours pour un énoncé précis). On fera souvent un
raisonnement par ’absurde comme ci-dessus pour montrer qu’une solution est définie jusqu’a 400
ou —o0. On supposera que ce n’est pas le cas et on montrera alors que notre solution reste dans un
compact. On raisonne de méme pour o.



Supposons que o > —oo. L'inégalité (%) implique que, pour ¢ €], to],
lp(t) —w(to)| < [t —to] =t —t <ty — .
Ainsi, pour t €]a, to], le couple (¢, (t)) reste dans le compact

[, o] X [ip(to) — (to — @), p(to) + (to — )],

en contradiction avec la maximalité de ¢. Ainsi a = —o0 et toute solution maximale de (£;) est
définie sur R.

On passe maintenant a I’équation (Es). Pour tout y € R, on a

1 33

2 2
—y+1= — =)+ =-> -
y -y (y 2) 4=

donc 3
(%) ey+y2—y+1>0+1>0.

Ces premiéres lignes servent a montrer que l'application ci-dessous est bien définie. L’inégalité ()
nous sera utile ultérieurement.

L’application
R? - R
n 2
(ty) = Fagtle +In(t2 + 1)

est de classe C' donc on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz a I'équation (Fs).

Pour ce qui concerne l'équation (Ey), la stratégie est la suivante. Comme pour (E1), on veut majorer
le membre de droite de ’équation. On va montrer que ce membre de droite est majorée par une
fonction de t continue sur R (qui ne dépend pas de y). Comme on va le voir, cela va suffire pour

pouvoir appliquer le théoreme des bouts. Pour ce faire, on veut majorer la fonction g définie ci-
dessous.

On note
g: R —- R
In(y2+1
y = %

Montrons que g est bornée.

Montrer que g est bornée va nous permettre de majorer le membre de droite de ’équation par une
fonction de t uniquement.

Pour tout y € R, y*> + 1 > 1 donc, par croissance de In, In(y? + 1) > In(1) = 0. et, d’aprés (x),

9(y) = 0.

Pour montrer que g est majorée, on va montrer que lim g = limg = 0.
“+o0o —00

Plus généralement, on peut montrer qu’une application continue R — R qui admet des limites finies
en +oo et —oo est bornée. On va redémontrer cette propriété dans le cas particulier de g.

Pour calculer les limites de g en +00 et en —oo, on commence par effectuer les changements
d’écriture classiques pour lever les indéterminations.



Pour y > 0, on a

In (y2 (1 + y—12>>
eV (14 y?e v —ye ¥ +e7Y)

1
21n(y) 1 n tn(1+55 )
eV " (l+y2e Y—ye Y+e V) e¥(1+y2e~Y—ye Y+e V)

gly) =

donc lim g(y) = 0. De plus, pour y < 0,

y—r+00
1
L) ! L w(7)
9(y) = —5— :
e 1,4 1 2 e 14 1
Y (1+y2 y+y2) y<1+y2 y+y2)

donc lim g¢(y) = 0. Par définition de la limite en —0o0 ou en +o00, cela implique qu’il existe A > 0

Yy——00
tel que

{ Vy>A , g(y)
Vy<—-A , g(y)

VANIVAN
— =

Le choix de la borne 1 est ici arbitraire. 1 aurait pu étre changée par n’importe quelle constante
strictement positive dans ce raisonnement. On peut maintenant montrer que g est bornée.

De plus, comme la fonction g est continue sur [—A, A, alors elle admet un maximum M; sur
[—A, A]. Ainsi, pour tout y € R,

0<g(y) <M =max(M,1).

On montre maintenant que les solutions maximales sont majorées en valeur absolue par une fonction
qui ne dépend que de t.

Soit ¢ :]a, f[— R une solution maximale de (Es). Alors, pour tout t €]a, 3],

£ (1) |g(p(t))e’ +In(t* + 1)]
g9(p(t))]e’ + | In(t* + 1)]
Me! +1In(t? + 1)

IAIA

car, comme %+ 1 > 1, alors In(¢*> + 1) > In(1) = 0. Notons

h:

~+~ &

— R
— Me'+In(t? +1) -

h est continue sur R et, pour tout ¢t €, ],

&' ()] < h(t).

Cette derniere majoration va nous permettre d’appliquer le théoreme des bouts. On va comme dans
le cas de (Ey) faire un raisonnement par l'absurde.

Fixons ty €]a, 5.



Raisonnons par 'absurde et supposons que § < +o0o. Comme h est continue sur [tg, 5], alors h
admet un maximum M, sur [tg, 5] et, pour tout t € [tg, 5[, |¢'(t)| < M. Alors, d’aprés I'inégalité
des accroissements finis,

vt € [to, B, [p(t) = p(to)| < Ms(t —to) < Ma(8 — to).

Ainsi, pour t € [to, A[, le couple (¢, ¢(t)) reste dans le compact [to, 5] X [@(to) — Ma(B — to), ¢(to) +
M, (5 — to)], en contradiction avec la maximalité de . Ainsi = +oc.

Démontrons de la méme maniére que @ = —oo. Supposons que « > —oo. Par continuité de h, la
fonction h admet un maximum Mj sur [«, to] et, pour tout t €]a, tol, |¢'(t)| < Ms. Par conséquent,
d’aprés I'inégalité des accroissements finis,

Vt €l to], [@(t) —@l(to)] < Mslt —to| = Ms(to — 1)

S Mg(to — Oé).

Ainsi, pour t €]a, ty], le couple (¢, p(t)) reste dans le compact [, to] X [p(to) — Ms(to — ), ¢(to) +
Ms(ty — a)], en contradiction avec la maximalité de ¢. Ainsi, § = 400 et toute solution maximale
de (E3) est définie sur R.

La méthode développée dans cet exercice marche a chaque fois que le membre de droite de I’équation
peut étre majorée par une fonction continue qui ne dépend que de t.



22 Séance 22

Exercice d’entrainement 22.1. 1. Montrer que les solutions maximales du systéme différen-
tiel suivant sont définies sur R.
1 = xy?
y = —ya

2. Montrer que les solutions maximales du systéme différentiel suivant sont définies sur un

voisinage de +oo.
¥ = —xy?
y = —ya?

Indication : dans les deux cas, on pourra étudier la norme au carré d’une solution maximale.

Correction : 1. L’application
RxR? — R?
<t7 (1.7 y)) = (myQ’ _y‘IQ)
est de classe C'' donc on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz au systéme différentiel

Proposé.

Soit
o Ja,8] = R?

t o (901(?5))
Pa(t)
une solution maximale du systéme différentiel proposé.

On suit maintenant 'indication d’introduire la norme au carré d’une telle solution. Comme @ est
définie comme solution d’une équation différentielle, il est naturel de vouloir dériver cette quantité.

L’application N : ¢ — [Jo(t)]|? = 1(t)* + pa(t)? est dérivable sur Ja, B[ et, pour tout ¢ €]a, 4],
N'(t) = 205 (t)pu(t) + 2¢5(t)a(t)
= 2¢1(t)pa(t)?p1(t) + 2.(—p2(t)p1(t)?)p2(t)
= 0.
Ainsi, la fonction N est constante égale & C' > 0 et, pour tout t €], 8], |¢(t)| = V/C.

Ainsi, notre solution mazimale, de norme constante, reste bornée, ce qui nous permet d’appliquer
le théoréeme des bouts.

Fixons ty €]«, 5. Raisonnons par I'absurde et supposons que 5 < +oc. Alors, pour tout ¢ € [to, 5],
le couple (¢, p(t)) reste dans le compact
() -]

[to, 8] x {(5) € R?,

en contradiction avec la maximalité de ¢. Ainsi, § = +00. De méme, on montre que o« = —o0.

2. La stratégie pour ce deuxieme point est similaire celle employée pour le premier point.

L’application
R xR? — R?
(ta (1’, y)) = (—.I‘y2, —yl’2)



est de classe C'' donc on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz au systéme différentiel
pProposé.

Soit
o: la,fl = R?

901@))

t —

(Sﬁz(t)

une solution maximale du systéme différentiel proposé.

L’application N : t — [lo(t)]|* = v1(t)* + p2(t)? est dérivable sur Ja, B[ et, pour tout ¢ €]a, ],
N'(t) 201 ()1 (t) 4 205(t)p2 ()

2.(—1(t)p2(t)?) o1 (t) + 2.(—pa(t) 01 (1)) pa(t)

—4p1(1)*pa(t)?
0.

IA

La fonction N est donc décroissante la ou elle est définie.
On fixe ty €]a, B[. Alors, pour t € [to, B[, ||e(t)]]* = N(t) < N(to).

Raisonnons par l’absurde et supposons que 5 < +oo. Alors, pour tout ¢ € [t, 5[, le couple (¢, p(t))

reste dans le compact
e {G) e )] v

en contradiction avec la maximalité de ¢. Ainsi, § = 400. Les solutions maximales de ce systéme
différentiel sont donc définies sur un voisinage de +o0.
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Exercice d’entrainement 23.1. On fixe t, € R,et (zg,10) € R% On note (PC) le probléme de
Cauchy

¥ o= B +yir
y/ — y3 + ny
ZL’(t()) = X
y(to) = wo

On fixe une solution maximale ¢ — (z(t),y(t)) de (PC) définie sur |, 3] et on pose f(t) = z(t)* +
y(t)%. Le but de l'exercice est de déterminer « et 3.

1. Justifier pourquoi le probléme (PC') admet une unique solution maximale.

2. Déterminer une équation différentielle (E) vérifiée par f.

3. On fixe un nombre réel 79. Déterminer la solution maximale ¢ de (E) telle que ¢(ty) = np.
4

. En déduire les valeurs de « et de £.

Correction : 1. L’application

RxR2 — R2
(t,(z,y) — (@ +y°zy®+ ya?)

est polynomiale donc de classe C'. On peut donc appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz au
probléme (PC'), ce qui nous assure l'existence d’une unique solution a (PC).

2.1 application f est dérivable sur |a, 5] et

= 22z +2y'y
= 2(2° +y’r)r + 2(y° + ya?)y
20t + 4a2y? + 2y*
= 2(2? +y?)?
= 2f?

donc f est solution de I'équation différentielle (E) y' = 2y>.

3. L’équation différentielle (E) est une équation a variables séparables. On réutilise donc les tech-
niques vues lors des séances 17 et 18.

Notons que ’application
RxR — R

(t,y) — 2y

est de classe C'!' donc il existe un unique ¢ tel que défini par I’énoncé.

Pour résoudre Iéquation (E), il s’agit de diviser par o(t)*> donc on va commencer par analyser le
cas ot ¢ s’annule.

Si ng = 0, alors I'application ¢ est
R —- R
t — 0°

Supposons donc que 1y # 0. Notons J U'intervalle de définition de .



Si la fonction ¢ s’annulait en un point ¢; de I alors ¢ et la fonction nulle seraient des solutions
de (F) vérifiant une méme condition initiale en t; donc, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
v = 0, en contradiction avec le fait que p(ty) = 1o # 0. Ainsi, la fonction ¢ ne s’annule pas et

Alinsi, pour tout nombre réel ¢t dans J,

et, en intégrant entre tg et t € J :

1
o(t)  o(to)

donc

! L + 2t 2t
L1 o — 2t
) o

Par conséquent, pour tout ¢ dans J,
1
— 4+ 2ty — 2t #£0
Mo

ce qui revient a dire que
1
t#tg+—.
2no
Comme tq € J alors, si 9 < 0 alors J Cltg + ﬁ,%—oo[ et, si g > 0, alors J C] — oo, tg + ﬁ[ et,
pour tout t € J,

(0 1
Pl)= 375 57
i 2ty — 2t
Réciproquement, une fonction comme ci-dessus est dérivable sur J et, pour tout t € J,
-2
¢'(t) = — = 2p(t)*.

2
1
(n—o 42ty — 2t>

Comme la solution ¢ est maximale, alors
1. si ng > 0, application ¢ est
[ - R
1
t %—1—21}0—215

1
]—Oo,to—l—%

2. siny < 0, application ¢ est

Jto+ g5 +00[ — R

t — L

1 _
0 +2to—2t

4. Si (zo,90) = (0,0), alors 'application définie sur R par ¢ — (0,0) est solution de (PC') d’on,
d’aprés la question 1., |a, B[= R et (x,y) est 'application nulle.

Supposons maintenant que (zo, o) 7 (0,0).



On commence par appliquer les résultats des questions précédentes.

Alors f(tg) = 22 + y2 > 0. Or, d’aprés la question 2., la fonction f est solution de 1’équation (E).
Ainsi, la fonction f est restriction de la solution maximale ¢ de (E) qui vérifie p(ty) = 23 +y2 > 0.

Une telle solution a été calculée lors de la réponse a la question précédente. On a aussi vu dans la
question précédente que ’on pouvait appliquer le théoréeme de Cauchy-Lipschitz a une telle équation
d’ou 'existence el l'unicité d’un tel .

Par conséquent, d’aprés la question 3. ] ,BlC] — o0, to + et, pour tout t €|, [, f(t) =

2(z 2+y)[

1
T 0 particulier § < o + pEETia

, o _ 1
Montrons par I'absurde que o = —oco et = tg + w390

1l s’agit ici d’appliquer le théoreme des bouts pour arriver a une telle conclusion.

Alors la fonction ¢t — ——————— est bien définie et continue sur

Supposons que to+ ——.
PP que 5 <o+ 2(z5+v5) 22,2 T2to—2t
0 0

le compact [to, ] donc admet un maximum M sur ce compact. Par conséquent, pour t € [to, [,

(), yO)]| = Va()2 +y(1)? = V[ () < VM.

Ainsi, pour t € [ty, 5[, (¢, (z(t),y(t))) reste dans le compact [to, 5] X {( ) e R ||(z,y)| < \/M},

en contradiction avec la maximalité de notre solution. Ainsi, 8 =ty + 2@2 ok

Supposons maintenant que o > —oo. La fonction ¢ — —+2t est bien définie et continue sur
2
O

le compact [, ty] donc admet un maximum M’ sur ce compact Par conséquent, pour t €]a, tg],

(@), y @) = V() +y(1)? = VF() < VM.

Ainsi, pour ¢ €]a, to], (t, (z(t),y(t))) reste dans le compact [, to] X {(m,y) R? |[(z,y)]] < \/_’}

en contradiction avec la maximalité de notre solution. Ainsi, « = —o0o et |a, f[=] — 00, to+ 2(x2+y2)[
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Exercice d’entrainement 24.1. Etudier 'intervalle d’existence des solutions maximales du sys-

téme différentiel suivant.
(S) { o’ = arctan(y)z + 2y + cos(t)

y' = sin(y)x
Correction : L’application

R x R? — R?

()~ (i)

est de classe C'' donc on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz au systéme différentiel
pProposé.

On note

une solution maximale de (5).

On va démontrer que ¢ vérifie les hypotheéses du lemme de Gronwall. La conclusion du lemme de
Gronwall nous permettra alors d’appliquer le théoréme des bouts pour montrer que @ = —oo et
B = +00.

Pour tout ¢ €, 8], on a

IO = arctan(gOQ(t?)g(ol(?f()t)—)k 2%2)@) + cos(t)
S P2 P1
< |G 2| () 5+ Gatmipncs)
< Janctanao)] | (77 2| (#47) [+ 1eostol + snceaent | (LS
< o]+ 2Apal)] + 1 fr (1)
< (2 43) el +1<5 o)l +1 (3

On vient de démontrer que @ vérifie les hypothéses du lemme Gronwall en utilisant essentiellement
[inégalité triangulaire. On applique maintenant le lemme de Gronwall.

Soit tg €|a, f[. D’aprés le lemme de Gronwall, pour tout t € [to, 5[, [|lo(t)] < p(t), ou p: R - R
désigne 'unique solution de I’équation différentielle ' = 5y + 1 telle que p(to) = ||¢(t0)]|-

Ceci va nous permettre d’appliquer le théoréme des bouts.

Supposons que [ < +o0o. Comme p est continue sur l'intervalle compact [to, 3], elle admet un
maximum M sur cet intervalle et, pour tout t € [to, 5[, ||¢(t)|| < M. Ainsi, pour t € [to, 3], le
couple (t,(t)) reste dans le compact [to, 5] x B(0, M), o B(0, M) désigne la boule euclidienne
fermée de centre 0 et de rayon M de R?, en contradiction avec la maximalité de ¢. Ainsi S = +oo.

Montrons maintenant que o = —o0.



Pour appliquer le lemme de Gronwall pourt < to, on va appliquer le lemme de Gronwall 4t — p(—t)
pour t > —t.

Notons ¢ Papplication définie sur | — oo, —a[ par @(t) = ¢(—t). Alors ¢ est dérivable sur | — oo, —a]
et, pour tout t €] — 0o, —a/,

IE" @O = lI=" (=)l = ll" (=D <5 lle(=t)ll + 1
d’aprés l'inégalité (%) donc ||@'(t)|| < 5|@(t)]| + 1. D’aprés le lemme de Gronwall, on en déduit
que, pour tout t € [—to, —a[, ||e(—=t)|| = [|@(t)]] < p(t), ot p : R — R est 'unique solution du
probléme de Cauchy ¢y = 5y + 1 avec y(—to) = ||@(—to)|| = ||¢(to)]|. Ainsi, pour tout ¢t €, to],
le®Il < A(=1).

Supposons que « > —oo. Notons que, comme t — p(—t) est continue sur le compact [, o],
elle y admet un maximum M’. Ainsi, pour t €la,ty], le couple (¢, (t)) reste dans le compact
[, to] x B(0, M), en contradiction avec la maximalité de . Ainsi, & = —oo. Les solutions maximales
de () sont définies sur R.



