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Chapitre 1
Généralités

1.1 Equations différentielles d’ordre 1

On note K le corps R ou C.

Définition 1.1. On appelle équation différentielle d’ordre 1 toute équation portant sur une fonction
d’une variable réelle y qui peut s’écrire sous la forme

(E) f(t,y,y') =0,

ol

f: U —- K
(t,y0,1) —  f(t,yo,y1)

est une fonction définie sur un ouvert U de R x K? & valeurs dans K.

Définition 1.2. On appelle solution de (E) a valeurs dans K toute application ¢ : I — K dérivable
sur un wntervalle I de R telle que, pour tout nombre réel t de I,

{ (t, (1), ¢'(t)) € U
f(t,o(t),¢'(t) = 0.

Dans le cadre de la recherche des solutions d’'une équation différentielle, si 'on ne mentionne
pas si ’on recherche des solutions a valeurs réelles ou complexes, on considére par défaut que 'on
recherche les solutions a valeurs réelles.

Exemple 1.3. (y/)? = arctan(t)y® est une équation différentielle puisque 'on peut la réécrire sous
la forme
(v/)? — arctan(t)y® = 0.

Elle est donc de la forme donnée par la définition en posant
f: R* — R
(t7 Yo, yl) = y% - arctan(t)yg’ .

La fonction nulle est solution de cette équation différentielle puisque

Vt € R, 0% — arctan(t)0® = 0.
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La plupart du temps, la premiére étape pour déterminer les solutions d’une équation différentielle
est de la mettre sous la forme suivante.

Une équation différentielle de la forme

y = ft.y),
ol f:U — K est une application définie sur un ouvert U de R x K, est dite sous forme résolue.

La variable t est appelée la variable de temps et la variable y est appelée variable de phase ou
de position.

Exemple 1.4. Les équations différentielles 3y = t et i = 2ty? + cos(arctan(y)) sont des équations
différentielles sous forme résolue.

1.2 Systémes différentiels d’ordre 1

On fixe un entier p > 1. On appelle systéme différentiel d’ordre 1 (sous forme résolue) tout
systéme de la forme

v, = [ty %)
Yog = fQ(t7y17y27"'7yp)

yp - fp(t7y17y2a s 7yp)

ol les fonctions f; sont définies sur un ouvert U de R x KP? et a valeurs dans K et les y; sont les
fonctions inconnues.

En posant

n fi(t,Y)
Y=1|: et f(t,Y) = : :

Yp fp(t.7 Y)

on peut voir un tel systéme différentiel comme une équation différentielle vectorielle d’ordre 1
(S)Y' = f(t.Y)
d’inconnue Y.

Dans ce cours, vue I’équivalence ci-dessus, on appellera systéme différentiel toute équation dif-
férentielle vectorielle et on parlera d’équation différentielle uniquement lorsque p = 1. La encore,
on appelle t la variable de temps du systéme (S) et Y la variable de position ou variable de phase
de (S5) (que 'on notera parfois X ou y ou x dans ce cours).

Définition 1.5 (solution de (5)). On appelle solution de (S) toute applicationY : I — KP dérivable
sur un wntervalle I de R telle que

(t,Y(t) e U

vt e, { Y'(t) = f(t,Y(t)).



Exemple 1.6. Le systéme différentiel

¥ = ar — ~wy
y = —yw + duwy,

oll a, (3, v et 6 sont des paramétres réels strictement positifs, est appelé le systéme de Lotka-Volterra.
Il a servi & modéliser ’évolution d’'une population de poissons dans la mer Adriatique.

1.3 Systémes différentiels d’ordre n > 1

Soit n > 1 un entier naturel. On appelle systéeme différentiel d’ordre n (sous forme résolue) tout

systéme de la forme
(S,) Y™ =ftY, Y, YO . yr-D)
ol
f: v — K?
(tv ()/bvylv---ayn—l)) — f(t7 (K);ma'uayn—l))

est une fonction définie sur un ouvert U de R x (KP)" et Y est une fonction inconnue a valeurs
dans KP.

Définition 1.7 (Solution de (S,)). On appelle solution de (S,) toute application Y : I — KP n
fois dérivable sur un intervalle I de R telle que

LY (), Y'(4),...., YO V(1) e U
el { Y (t) = f(£,Y(8),Y'(t),..., Y D(1)).

L’étude des systemes différentiels d’ordre n n’est pas plus générale que I'étude des systémes
d’ordre 1 : la proposition suivante permet de ramener 1’étude d’un systéme d’ordre n a I’étude d’un
systéme d’ordre 1.

Proposition 1.8. Une application Y : I — KP est solution du systéme (S,) si et seulement si Y
est la premiére composante d’une solution définie sur I du systéme (S!)) d’ordre 1

/

Yy = Vi
Y, = Y

YA—Q = Y.
\ Yr:—l = f(ta}/Ov}/la'--aYn—l)-

Démonstration. SiY : I — KP est solution de (5,,) alors 'application

Y(t)
Y'(t)
t )

Y(n—l)(t)



est solution du systéme (S)).

Réciproquement, si ’application
Yo
Yi
. 1 — (KP)?
Yn—l
est solution du systéme (S!), alors, pour tout entier i € [0,n — 2],

Y, - }/;‘_;’_1.

]

Une récurrence permet alors de démontrer que, pour tout entier ¢ € [0,n — 1], 'application Yj est i

fois dérivable et Y; = )/O(i). Comme Y,,_; est dérivable sur I, alors I'application Yj est n fois dérivable
sur I. Comme, pour tout nombre réel ¢ de I,

(t,Yo(t),Yi(t),..., Y, 1(t) €U
alors, pour tout nombre réel ¢ de I,
(. Yo(1), Y3 (1), Yy V(1) € U
De plus, la derniére ligne du systéme nous donne que, pour tout nombre réel ¢ de I,
Yo (1) = (8, Yo(0), Y (1), Yy U (0))
donc Yj est solution de (.S,). O
Exemple 1.9. L’étude de I’équation différentielle y” + 1%y’ + 2y = 0 se raméne a 1’étude du systéme

différentiel d’ordre 1
96 = U
v = —t*y — 2yo.

1.4 Etude des équations différentielles linéaires d’ordre 1

Soient [ un intervalle de R et a : I — K et b : I — K des applications. On veut résoudre
I'équation différentielle (E; ) suivante

"=a(t)y +0(t),

c’est-a-dire trouver l'ensemble £ des solutions de (E;;) définies sur I et a valeurs dans K. Les
équations différentielles de cette forme sont appelées équations différentielles linéaires d’ordre 1. La
fonction b est appelée le second membre de (E; ;). Lorsque le second membre est nul, on dit que
I’équation différentielle est homogéne.

Avant de résoudre cette équation différentielle en général, on va regarder le cas particulier ou
a = 0. Dans ce cas, I'ensemble £ est I’ensemble des primitives sur I de la fonction b. Si la fonction
b est continue sur [ et si ¢y est un nombre réel dans I, alors

I — K
5:{7: — ﬁob(s)dHC’CGK}'
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Maintenant, regardons le cas général ot la fonction a n’est pas nécessairement nulle. On suppose
les fonctions a et b continues. L’idée dans ce cas est de se ramener au cas précédent, ¢’est-a-dire a
un probléme de primitive.

Décrivons 'astuce pour se ramener a un probléme de primitive. Tout d’abord, on réécrit 1’équa-
tion

Y —a(t)y = b(t).

Notons A : I — K une primitive de a sur I. Pour toute fonction ¢ : I — K dérivable sur I, la
fonction e~4¢ est dérivable sur I et, pour tout nombre réel ¢ de I,

(7o) (t) = e/ (1) = A'(t)e™Dp(t) = (¢ (1) — alt)p(t))e™ .
On peut donc réécrire I'équation (Ej;) sous la forme
(e y) = b(t)e AW,

On est ramené a un probléme de primitive. On a décrit la méthode pour résoudre les équations
linéaires d’ordre 1, que 'on applique dans I'exercice suivant.

Exercice 1.10 (Ensemble des solutions de (E;;)). On pose K = R ou C. On suppose que a : [ — K
et b: I — K sont des fonctions continues sur I. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur [
et & valeurs dans K de I’équation différentielle

Y +alt)y = b(t).

L’équation différentielle (EJ,) suivante

"=a(t)y

est appelée équation homogéne associée a (E; ;). Le théoréme suivant est une conséquence de la
solution de I’exercice 1.10.

Théoréme 1.11. On suppose que la fonction a est continue sur I et on fixe un point ty de I.
L’ensemble des solutions de (Elhl) définies sur I et a valeurs dans K est

I - K
t — Oeftto“(s)ds ek

On va maintenant présenter deux propriétés qui seront revues dans un cadre plus général dans
la suite de ce cours.

Proposition 1.12 (Structure de 'ensemble des solutions). On note ¢y : I — K une solution
définie sur I de l’équation (Ej ).

L’ensemble des solutions définies sur I de (Ej1) est U’ensemble des applications de la forme
Yo + ©n, 0 py est une solution définie sur I de (Elhl)



Comme le théoréme 1.11 nous donne I'ensemble des solutions de (Ep"), il suffit de déterminer
une solution particuliére ¢y de (£ ;) pour en déduire 'ensemble des solutions de (£ ;).

Pour trouver une telle solution particuliére, la méthode vue auparavant consiste & dériver la
t
fonction C définie par C(t) = y(t)e” Jo % ce qui revient & chercher une solution sous la forme

t
y(t) = C(t)efto o099 Cette méthode est appelée méthode de la variation de la constante puisqu’elle
consiste a remplacer la constante C' du théoréme 1.11 par une fonction inconnue C(t).

La démonstration de la proposition 1.12 est 1’objet de I’exercice suivant.

Exercice 1.13. Soit [ un intervallede Ret a: 1 — R et b: I — R des fonctions continues sur 1.
On note (E) l'équation différentielle

Y +a(t)y = b(t)
et (E),) équation homogéne qui lui est associée. On note ¢, une solution de (E) qui est définie sur

I. Montrer que 'ensemble des solutions définies sur I de 1’équation (E) est 'ensemble des fonctions
de la forme ¢g + @p, ol @y, est une solution définie sur I de 1'équation différentielle (Ey,).

La propriété suivante sera généralisée plus tard dans ce cours en un théoréme fondamental de
la théorie des équations différentielles, le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Proposition 1.14 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz : cas des équations différentielles linéaires
d’ordre 1). On fize des points to € I et yo € K. On suppose que les fonctions a et b sont continues
sur I. Alors il existe une unique solution définie sur I et a valeurs dans K du systéeme

ror {2 5

De par les théorémes d’existence et d’unicité que 'on peut obtenir, les problémes de la forme
(PC) ont un nom : on les appelle des probléemes de Cauchy.

En pratique, pour déterminer une solution d’une équation différentielle avec condition initiale
spécifiée, on commence par déterminer I’ensemble des solutions de I’équation différnetielle. Ensuite,
on déterminer parmi ces solutions celles qui vérifient la condition initiale.

Démonstration. On utilise la formule trouvée lors de 'exercice 1.10. Soit ¢ une solution définie sur
I de 'équation (Ej;). Alors il existe une constante C' de K telle que, pour tout nombre réel ¢ de I,

t t t
o(t) = Celio 2)ds | / b(s)els oW,
to

Ainsi, une telle solution ¢ vérifie p(ty) = yo si et seulement si C' = y,. Le systéme (PC) admet
donc une unique solution définie sur [ : ¢’est I'application

I - K
t t
t o ypeli e 4 ftz b(s)els @Wduyg,



Chapitre 2

Systémes différentiels linéaires a coefficients
constants

Dans ce chapitre, on note K le corps R ou C. On note d > 1 un entier, A = (a;;)1<ij<a € Ma(K)
une matrice carrée de taille d x d et

B: I — K¢
t o= (bi(t))i<i<a

une application continue sur un intervalle ouvert I de R. Par commodité d’écriture, on assimilera
les éléments de K¢ & des vecteurs-colonnes. Dans ce chapitre, on va chercher & résoudre le systéme
différentiel (d’inconnue X : I — K9)

(S) X' = AX + B(t)
et le systéme homogéne qui lui est associé

(So) X' = AX.

2.1 Meéthode élémentaire

2.1.1 Cas ou la matrice A est triangulaire supérieure

Supposons ici que la matrice A est triangulaire supérieure, c¢’est-a-dire que a; ; = 0 si 7 > j. Si

L1

I'on pose X = | ¢ [, le systéme (5) se réécrit
Zq
(El) CL’ll = CL1’1{L‘1 + al’gxg —|— ... + CLLdZEd + bl(t)
(EQ) l’lz = A2 979 + ... + A2 dT2 + bg(t)
(Ed) l’él = Aq dTq + bd(t)



On a vu dans le chapitre précédent comment résoudre 'équation différentielle (E;) qui n’a qu'une
seule fonction inconnue : 4. On détermine alors l'expression des solutions (E;) et on utilise la
formule trouvée pour z4 dans (E;_1). On peut alors résoudre I’équation (E;_1) qui n’a plus qu'une
seule inconnue : x4_1. On peut ensuite résoudre successivement (E;_2), (F4—3), ... . Au final, il suffit
de savoir résoudre les équations différentielles linéaires d’ordre 1 pour résoudre de tels systémes.
Noter que la méthode fonctionne méme dans le cas oil la matrice A aurait des coefficients variables.

Exemple 2.1. Résolvons le systéme différentiel

¥ = 2¢x + 3y
sy 2T

Convention : Lorsqu’on ne mentionne pas si I'on cherche des solutions & valeurs réelles ou
a valeurs complexes d’un systéme différentiel, on considérera par défaut dans ce cours que 'on
recherche les solutions a valeurs réelles. C’est le cas dans cet exercice.

Soit
®: R — R?

PN (901@))
©2(t)
une application dérivable sur R. L’application ® est solution du systéme (S}) si et seulement si

1) = 201(t) + 3palt)
(+) Vi € R, {igu) - o

On commence par résoudre la deuxiéme ligne du systéme.

@1 (1) = 201(t) + 3pa(t)
& YVt e R, _
) s —
& J0, e R, VteR, 1

¥
& dCy, e R, Vt € R, z

On reporte alors 'expression de y dans la premiére équation.

(x) & 3C,€eR, VteR {%(Wl(t)e_m) = 3p(t)e ™

@Q(t) = CQBQt
d(p(t)e ) = 3C
dt @1 2
& J0, e R, VEeR, { oo(t) _ e
©1 (t)eizt = 3CQt + Cl
& 40y, Oy e R, Vt €eR, { (1) _ Che?

L’ensemble des solutions définies sur R du systéme (S7) est alors

R — R2?
PN ((Cl + 302t)€2t> , Cl,CQ eR
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2.1.2 Cas d’une matrice A trigonalisable

Dans le cas général, pour résoudre le systéme différentiel (S), on tente de se ramener au cas ol
la matrice A est triangulaire supérieure.

Supposons que l'on puisse trigonaliser la matrice A sur K, c’est-a-dire qu’il existe une matrice
P de Gl4(K) et une matrice T' de My(K) triangulaire supérieure telles que A = PTP~!. C’est par
exemple le cas si K = C ou si K = R et la matrice A est diagonalisable & valeurs propres réelles.

En multipliant le systéme (S) par la matrice P~! a gauche, le systéme (S) se réécrit
(P7IXY = TP'X + P'B(t).

On change alors d’application inconnue en posant X = P~1X. Cette nouvelle application X vérifie
alors un systéme triangulaire supérieur : la section précédente nous permet de résoudre ce systéme
et de déterminer X.

De maniére équivalente, cela revient a chercher X sous la forme

ol (u;)1<i<a est une base de trigonalisation de la matrice A. Les fonctions Z; vérifient alors un
systéme différentiel triangulaire supérieur.

Exemple 2.2. Résolvons le systéme différentiel

¥ o= 2r + vy
S
(52) { y = x + .

La premiére étape pour résoudre ce systéme différentiel consiste a réduire la matrice

).

Comme le lecteur sait réduire des matrices, on ne va pas détailler cette étape ici.

1 1
Uy = —14++/5 et U = —1-v5 |
2 2

On peut vérifier que la famille (uy, us) est une base de R? constituée de vecteurs propres de la matrice

3+5

On pose

A. Les vecteurs-propres u; et us sont respectivement associés aux valeurs propres \; = 5 et
3—Vo . .
)\2 = 2\/_ Ainsi Au1 = /\1U1 et AUQ = )\QUQ.
Soit

d: R — R?
901@))
t —
(802(75)
une application dérivable sur R. Posons, pour tout nombre réel ¢,
O(t) = p1(t)us + @2(t)us.
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L’application ® est solution du systéme (S5) si et seulement si
(x) Vt € R, ®'(t) = AD(¢).

On utilise maintenant la décomposition de ® introduite plus haut et le fait que u; et u, sont des
vecteurs propres de A.

(*) & YVt e R, @/1 (t)u1 + (ﬁé(t)’l@ = @1 (t)Au1 + 952(15)Au2
= Vt € R, gb’l(t)ul + @é(t)UQ = )\1@1(75)1,61 -+ )\2@2@)”2.

Comme (u1,ug) est une famille libre, on a

Pi(t) = Mgal(t)
@ = vier {20 2 W
t

At
& 3C,,C, €R, VteR, { ) Cre

@1 (
@2 (t) = CQGAQt

En utilisant les expressions des vecteurs u; et us, on en déduit 'ensemble des solutions définies sur
R du systéme (S5)

R — R?

L CreMt 4 Cye?t . O, C,eR
71;¢5016A1t + 715\/5026)\2]&

2.1.3 Cas général

Lorsque la matrice A a des valeurs propres complexes, il se peut que la matrice A ne soit pas
trigonalisable sur R. Par le théoréme de réduction de Jordan, elle est néanmoins trigonalisable
sur C. On peut donc calculer les solutions du systéme a valeurs dans C et utiliser la proposition
suivante, qui consiste a prendre la partie réelle des solutions obtenues.

On note Sy ¢ 'ensemble des solutions du systéme différentiel (S) définies sur U'intervalle I et &
valeurs dans C et S;g l'ensemble des solutions du systéme différentiel (S) définies sur U'intervalle
I et & valeurs dans R. Pour tout vecteur v de C¢ on appelle partie réelle de v et on note Re(v) le
vecteur de R? dont les composantes sont les parties réelles des composantes de v.

Proposition 2.3. L’ensemble S;r est l’ensemble des parties réelles des applications dans Sic.
Autrement dit,
I — RY
SI,R_ { t — Re(gp(t)) 9 SOESL(C}

Démonstration. Si ¢ € Sy, alors I'application

C
e(t)

appartient & Sy ¢ et, pour tout nombre réel ¢, p(t) = Re(p(t)).

p: R —
t —

12



Réciproquement, si ¢ € Sy, alors, pour tout nombre réel ¢ de I,

¢'(t) = Ap(t) + B(t)

donc, en prenant la partie réelle de chaque ligne de ce systéme et comme A et B sont a coefficients
réels,

Re(p)'(t) = ARe(p)(t) + B(1).
Ainsi, Re(p) € Srr. O
Une autre méthode consiste a réduire la matrice A en une matrice triangulaire supérieure par

blocs dont les blocs diagonaux sont soit des coefficients réels, soit des matrices de similitudes,
¢’est-a-dire des matrices de la forme

a —b

b a

oll a et b sont des coefficients réels. Voyons maintenant pourquoi un systéme de la forme

¥ = ar — by
(Sap) { y = bxr + ay

est facile a résoudre. L’astuce principale consiste a poser z(t) = x(t) + iy(t).

Soit
®: R —» R?

t — ((’Ol(t))
p2(t)
une application dérivable sur R. Posons, pour tout nombre réel ¢,
2(t) = pu1(t) 4 ia(t).
L’application ® est solution du systéme (S,p) si et seulement si, pour tout nombre réel ¢,
2'(t) = (a+1ib)z(t)
c’est-a-dire qu’il existe une constante complexe C' = C' + iC} telle que, pour tout nombre réel ¢,
Z(t) _ Oe(a-&-ib)t‘

En prenant les parties réelles et imaginaires de z, on en déduit ’ensemble des solutions du systéme
(Sap) qui est
R — R?
P <e“t(C’1 cos(bt) — Cy sin(bt))) , C1,C, eR
e™(CY sin(bt) + Cy cos(bt)

On utilisera notamment cette méthode pour tracer les portraits de phase de systémes différentiels
dans le plan.
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2.2 Portrait de phase des systémes différentiels linéaires dans
le plan

On note )
a
A= (c d) € Ms(R).

On s’intéresse dans cette section au systéme différentiel (d’inconnues les fonctions z : R — R et

y:R—=R)
¥ = ar + by
() { y = cx + dy.

Plus précisément, on va chercher a tracer le portrait de phase de ce systéme et a étudier la
stabilité de l'origine. Ces deux notions sont définies ci-dessous.

Définition 2.4 (Portrait de phase). On appelle portrait de phase du systéeme (S) l’ensemble des
trajectoires des courbes solutions

R — R?

et

On représente toutes ces courbes dans un méme plan muni d’un repére orthonormé d’abscisse
x et d’ordonnée y.

du systéeme différentiel ().

La définition suivante ne vaut que pour les systémes différentiels linéaires. Les étudiants qui
se dirigeront vers un master MPA verront I’année prochaine une définition plus générale que la
définition ci-dessous.

Définition 2.5 (Stabilité). On dit que lorigine est stable pour le systéme différentiel (S) si, pour

toute solution (i) de (S), lensemble
w(t)
t>0
i) =0}

est borné. On dit que l'origine est asymptotiquement stable pour le systéme différentiel (S) si, pour
toute solution (z) de (S), on a
. z(t)\ (0
dm (5i) = (6)

Si lorigine est asymptotiquement stable pour (5), alors elle est stable pour ().

Dans la suite, on suppose que det(A) # 0 et on va tracer le portrait de phase du systéme (.5).
On distingue trois cas :

1. La matrice A est diagonalisable & valeurs propres réelles.
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2. La matrice A a une valeur propre complexe qui n’est pas réelle.
3. La matrice A n’a que des valeurs propres réelles mais n’est pas diagonalisable.

Les trois exercices suivants traitent les trois cas mentionnés ci-dessus.

a b
A=
une matrice a coefficients réels. On note (5) le systéme différentiel

¥ = ar + by
y = cx + dy

Exercice 2.6. Soit

On suppose que A est diagonalisable a valeurs propres réelles non-nulles. On note (uq, us) une base
de R? formée de vecteurs propres de A, \; la valeur propre associée au vecteur propre u; et Ay la
valeur propre associée au vecteur propre uy. Déterminer ’ensemble des solutions de (.S) et donner
’allure du portrait de phase de (S) en fonction des valeurs de A; et Ao.

a b
A=
une matrice a coefficients réels. On note () le systéme différentiel

¥ = ar + by
y = cx + dy

Exercice 2.7. Soit

On suppose que A a une valeur propre complexe A = o + i3 avec o« € Ret § € R\ {0}.
1. Déterminer une base (uy,us) de R? telle que Au; = auy — Busy et Auy = fug + aus.

2. En décomposant une solution suivant la base précédente, déterminer I’ensemble des solutions
de (S5) et donner I'allure du portrait de phase de (S) en fonction des valeurs de « et [.

a b
A=
une matrice & coefficients réels. On note (5) le systéme différentiel

¥ = ar + by
y = cx + dy

Exercice 2.8. Soit

On suppose que A n’est pas diagonalisable et que det(A) # 0.
1. Montrer qu’il existe un nombre réel \ tel que (A — \I5)* = 0.
2. En déduire qu’il existe une base (u,v) de R? telle que Au = \u et Av = u + v,

3. En décomposant une solution suivant la base précédente, déterminer I’ensemble des solutions
de (S) et donner I'allure du portrait de phase de (S) en fonction des valeurs de .

15



2.3 Exponentielle de matrice

2.3.1 Rappels de topologie sur M;(K)

Rappelons que K =R ou C.

On note ||.|| 1a norme euclidienne sur K¢. Pour toute matrice A de My(K), on note
A
|Al = max |Az|| = max | x||
zeKd||z|=1 zeki\{0} ||zl

Pour tout vecteur 2 de K¢ et pour toutes matrices A et B de My(K), on a
[Az] < [[All |

et
IAB| < [|A[ ]| B]]-

Si N désigne une autre norme sur My(K), alors, par équivalence des normes dans les espaces de
dimension finie, il existe C' > 1 telle que, pour toute matrice A de M(K),

CHA < N(A) < CA].

En particulier, il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute matrice A = (a;;)1<i j<a de
M,(K) et pour tout indice (i, jo),

(ingol < AL = laggl < ClIA]

1<i,j<d

Enfin, comme M,(K) est un K-espace vectoriel de dimension finie, ¢’est un espace complet donc
toute série absolument convergente d’éléments de My(KK) converge. Autrement dit, pour toute série

+00
ZA" d’éléments de M,(K), si Z |Anl| < 400, alors la série Z A,, converge.
n n=0 n

2.3.2 Définition et propriétés de I’exponentielle de matrice

Fixons une matrice A de My(K). Comme dans le cas de exponentielle d’'un nombre réel ou

. . 1 . .
complexe, on va définir exp(A) comme la somme de la série E —|A”. Pour pouvoir le faire, on va
n!
n>0
démontrer que cette série converge.

On montre par récurrence sur n que, pour tout entier naturel n,

1A _ 1Al
n! — n!
o LA A , i N A
De plus, la série E ——— converge (et a pour somme el4l). Par conséquent, la série E — converge
n! n!
n>0 n>0

absolument.
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Définition 2.9 (Exponentielle de matrice). La série E — converge absolument. Sa somme est
n!
n>0
appelée I’exponentielle de la matrice A :

exp(A) = l'A”

n=0

La proposition suivante résume les propriétés les plus importantes de ’exponentielle de matrice.

Proposition 2.10. 1. Pour toute matrice A de My(K), la matrice e est inversible et (e?) ™1 =
—A
e .
2. Pour toutes matrices A et B de My(K) qui commutent (c’est-a-dire telles que AB = BA),
on a eMB = edeB = eBel.

Démonstration. Le premier point de la proposition est une conséquence du deuxiéme point. En
effet, les matrices A et —A commutent donc, d’aprés le deuxiéme point, ete™ = e4e? = €. Or,
en utilisant la définition de I'exponentielle, on voit que 'exponentielle de la matrice nulle est la
matrice identité I; d’ott la matrice e? est inversible d’inverse e 4.

Démontrons le deuxiéme point. Soient A et B des matrices de M,(K) qui commutent. On a
A = Y —(A+B)"
+oo n
_ 1 W\ gk pn—k
= S (3)an
n=0 k=0

d’aprés la formule du binéme de Newton. Ainsi, en utilisant 'expression explicite des coefficients

binémiaux,
+oo n Ak n—k
SAB Z Z A B

n=0 k=0
+°0+00Ak Bnk

N ()

ou l'interversion (x) sera justifiée ultérieurement. En posant k' = n — k, on obtient

T £ gk Bk’

eA+B Z Z

k=0 k'=
+oo Ak: +oo Bk’

- L

= edeb.

En échangeant les roles de A et B, on obtient que A8 = eBeA.

Justifions l'interversion (x). Comme, pour tous indices 0 < k < n, on a

|A“B™ M| _ A B
Elln — k) = kl(n—k)!
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et comme, d’apreés la formule du bindme de Newton

fi IIAH IIBH” ’ io AT+ BI™ _ jay+iz
- n! N

n=0 k=0 n=0
l4@ank
alors la série double ———— converge absolument. On peut donc appliquer le théoréme de
kl(n — k)!
0<k<n
Fubini qui justifie 'interversion. O]

Proposition 2.11 (Dérivation de t — e'4). L’application

p: R — MyK)
t o et

est dérivable sur R et, pour tout nombre réel t,

¢ (t) = Ae'.

Démonstration. Notons, pour tout entier n > 0, A" = (a} )0<”<d Par définition de ’exponentielle
de matrice , pour tout indice (i,7) avec 0 <i,j < d, le (z ]) -iéme coefficient de la matrice et est

jz:tn ZJ

n
a; j

Fixons un tel indice (7, j) et déterminons le rayon de convergence de la série entiére E t" i
n!

n>0

Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout entier n > 0,

|3, clA oAl

n' n!

d’apreés les rappels de topologie matricielle. De plus, le rayon de convergence de la série entiére
n

1Al

E tnu est +oo (parce que, pour tout nombre réel ¢, la série numérique E t"=—— converge
n! n!

n>0 n>0

et a pour somme e!ll4l),

an
Par conséquent, le rayon de convergence de la série entiére E t" Z" est +o00. Par conséquent,
n!
n>0
la fonction

oo a'.
cot E -
Jis et n!
est dérivable sur R et, pour tout nombre réel ¢,

oo a.
Zntn 1 7'7] :Ztn—lﬁ
n — .

n=1
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Ainsi, application ¢ est dérivable sur R et, pour tout nombre réel t,

Pty = St A

n=1 (n—1)! )
_ +00 yn—1 A"~
= AX St o
AN e

= Aetd

2.3.3 Application aux systémes différentiels linéaires

On fixe une matrice A € My(K) et une application B : I — K? continue sur un intervalle I de
K. On revient dans cette section a I'é¢tude des systémes différentiels linéaires

(So) X' = AX
et
(S) X' = AX + B(t).
On note F(I,K?%) 'ensemble des applications de I dans K?. Cet ensemble est muni d’une addition

et d’une multiplication par des scalaires dans K : c’est un K-espace vectoriel.

Théoréme 2.12 (Ensemble des solutions de (Sy)). L’ensemble des solutions définies sur I et a

valeurs dans K de (Sy) est
I — K¢ J
So_{ b eX, , Xo €K }

C’est une sous-espace vectoriel de dimension d du K-espace vectoriel F(I,K?).
Comme dans le cas des équations différentielles d’ordre 1, on montre que, si ¢, est une solution

définie sur I du systéme différentiel (5), alors 'ensemble des solutions définies sur I de (S) est
I’ensemble des applications de la forme ¢y + ¢, ot ¢ est une solution définie sur I de ().

Bien évidemment, on a un théoréme analogue pour les solutions & valeurs complexes de (Sp).
La premiére partie de ce théoréme est démontrée a 'occasion de I'exercice suivant.

Exercice 2.13. Soit d > 1, B : I — K une application continue et A une matrice dans M,(K).
Déterminer I'ensemble des applications X : I — K? solutions sur I de 'équation différentielle

X'=AX + B(t).

Démonstration de la deuziéme partie du théoreme 2.12. Démontrons tout d’abord que Sy est un
sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel des applications de I dans K¢. L’application nulle ap-
partient & Sy. Soient ¢ : t — et X et @y 1 t > e X, des éléments de Sy et A € K. Alors

©1+Apg: I — K¢
t — etAXg

19



avec X3 = X; + A X,. Par conséquent, @7 + Aps € Sy et Sy est bien un K-sous-espace vectoriel du
K-espace vectoriel des applications de I dans K.

Montrons maintenant que dim(Sy) = d. L’application

¢I K¢ — S()
Xy — (tH@tAXo)

est linéaire. De plus, si ’'on note
Qﬂ/ : 80 — Kd
@ = 9(0)°

on a o) = Ids, et Y o) = Idga. Ainsi, application 1 est un isomorphisme donc dim(Sy) =
dim(K?) = d. O

2.3.4 Calcul pratique de ’exponentielle d’une matrice
L’exercice suivant explique comment 'on calcule en pratique I’exponentielle d’une matrice en
réduisant celle-ci.

Exercice 2.14 (Calcul de 'exponentielle d’'une matrice). Soit d > 1 un entier naturel. Pour toute
famille (\;)1<i<q4 de nombres complexes, on note diag(A1, Ag, ..., \g) la matrice diagonale de M;(C)
dont le coefficient en position (i,4) vaut A\; pour tout indice i entre 1 et d.

1. Soit (\;)1<i<a une famille de nombres complexes. Déterminer les coefficients de la matrice
exp(dia’g(Ab AQ? ) Ad))

2. En déduire une méthode pour calculer les coefficients de I'exponentielle d’une matrice carrée
diagonalisable.

3. Si N est une matrice nilpotente d’ordre v, au sens ou N*~! # 0 et N” = 0, calculer exp(N).

4. En utilisant la décomposition de Dunford, expliquer comment on peut calculer les coefficients
de 'exponentielle d'une matrice quelconque.

2.4 Equations différentielles d’ordre >1 & coefficients
constants

On note (a;)o<i<a—1 € K? et b: I — K une application continue sur un intervalle I de K. On
étudie dans cette section équation différentielle (d’inconnue y : I — K%)

(E) yD + ag_ 1y Y + .. 4 ary + agy = b(t)
et son équation homogéne associée

(Eo) vy 4+ ag_1y' "V + ...+ a1/ + agy = 0.
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Proposition 2.15 (Structure de I'ensemble des solutions de (Ey)). L’ensemble Eyx des solutions
de (Ey) définies sur I et a valeurs dans K est un K-espace vectoriel de dimension d.

Démonstration. Tout d’abord, & x est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel des appli-
cations de I dans K : I'application nulle appartient & &k et, si ¢1, w2 € &k et A € K, alors
01 + A\p2 € &k par linéarité de la dérivation.

Pour montrer que I'espace vectoriel & x a pour dimension d, on va utiliser I’équivalence de la
résolution de (Ep) avec la résolution d’un systéme différentiel d’ordre 1 (équivalence que I'on a déja
vue dans le premier chapitre).

Notons &y I'ensemble des solutions définies sur I et a valeurs dans K du systéme différentiel

(

Yo =
Yy = Y
(:So) :
Yoz = Ya-1
. Yo_i = —@d-1Yd—1 — Ad—2Yd—2 — --- — GoYo

Si une application ¢ : I — K est solution de (Ey), alors I'application

I — K¢
©(t)
- ¢'(1)
)

est une solution du systéme (Sp). Par conséquent, 'application

U Eox — So
o(t)
¢'(t)
o = t = .
Pl (1)
est bien définie et est linéaire. De plus, si 'on note
Py So — &k
@o(t)
e1(t)
t — ) = Yo
pa-1(t)

alors 101y = Idg,, et Yoty = Ids,. L’application ¢; est donc un isomorphisme d’ott dim(&y k) =
dim(Sy) = d d’aprés le théoréme 2.12.

]
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On appelle polynome caractéristique de I'équation différentielle (Ep) le polynome x%+ay_ 2471+
...+ ag. Remarquons que c’est aussi le polyndme caractéristique de la matrice associée au systéme
(Sp) introduit dans la démonstration précédente.

On sait donner une expression explicite des solutions de (Ep).

Théoréme 2.16 (Solutions a valeurs complexes de (Ey)). Notons ri,rs,... 1, les racines com-
plexes du polynome caractéristique de (Fo) et my,ma, ..., m, les multiplicités respectives de ces
racines. Une base du C-espace vectoriel ¢ est la base formée des applications

wir: I — C
t = themit’

avec 1 <i1<netQ << m,.

Supposons maintenant que K = R, c’est a dire que les coefficients de I’équation (Ey) sont réels
et que le seconde membre b de I'équation (E) est & valeurs réelles. Enoncons le théoréme relatif aux
solutions & valeurs réelles. Remarquons que le polynéme P caractéristique de (Ejy) est a coefficients
réels. Si A\ est une racine complexe de P, alors P(A) = 0 donc, en prenant le conjugué des deux
membres de cette égalité, on a P(X) =0, ot X désigne le conjugué de \. Le nombre complexe \ est
donc aussi une racine de P. Ainsi, on peut ranger les racines complexes non-réelles de P par paires
conjuguées.

Théoréme 2.17 (Ensemble des solutions a valeurs réelles de (Ey)). On notery,ra, ..., ry, les racines
réelles du polynéme P caractéristique de (Ey) et mq, ma, ..., my leurs multiplicités respectives. On
note oy + 101, 1 — 1P, ..., Qn + 10y, — 10, les racines complexes non-réelles de P et on note,
pour 1 < j < n', mj la multiplicité commune de a; + if3; el de a; —if3;. Une base du R-espace
vectoriel Eyr est la base formée des applications de l'une des formes suivantes

WYjix - I —- R
to— et
avec 1 <j<mnet0<A<my,
Yix: I — R

t e’ cos(B;t)
avec 1 < j <n/ etOS/\<m9 et

R

nix - —
t — tretsin(B;t)

avec 1 < j <n/ etO§A<m;.

Le théoréme ci-dessus est démontré & l'occasion de 'exercice suivant. Le début de ’exercice
permet de voir comment on démontre le théoréme 2.16 aussi.

Exercice 2.18. On note d > 1 une entier et (a;)o<i<q une famille de nombres réels. On note (Ey)
I’équation différentielle



d
On note p I’endomorphime du C-espace vectoriel C*°(R, C) qui, & un élément de C*°(R, C) associe

sa dérivée.

1.

Déterminer un polynéme P unitaire de degré minimal telle que la propriété suivante est
vérifice. Une fonction ¢ : R — C de classe C™ est solution de (Ejy) si et seulement si

e (e ()

. On note 1,7y, ...,r, les racines de P et my, mo, ..., m, leurs multiplicités respectives. Mon-
trer que
d - d i
Ker ( P | — = Ker — =7 .
(&) - ((G ) )
=1
Pour tout entier ¢ de [1,n] et tout entier A entre 0 et m; — 1, on note

©i R —- C
t — trenit -

Montrer que, pour tout indice 7 entre 1 et n et tout indice A\ entre 0 et m; — 1

d i
i € Ker ((E — ri) ) .

Montrer que, pour tout indice i entre 1 et n, la famille (¢; )o<r<m, €st libre.

5. En déduire que la famille (¢;3)1<i<no<r<m, constitue une base de l'espace des solutions a

valeurs complexes de (Ej).

Déduire de la question précédente une base de I'espace des solutions a valeurs réelles de (Ep).
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Chapitre 3

Systémes différentiels linéaires a coefficients
variables

Dans ce chapitre et le suivant, on ne considérera plus que des systémes différentiels a coefficients
réels dont on cherche des solutions a valeurs réelles. Cependant, les résultats énoncés s’étendront
sans difficulté aux systémes différentiels a coefficients complexes.

On note d > 1 un entier, [ un intervalle de R, A : I — My(R) et B : [ — R? des applications.
On s’intéresse a l'équation différentielle d’inconnue X : I — R

(S) X' = A(t)X + B(t)
L’équation homogéne qui lui est associée est
(So) X' =A(t)X

et I'application B est appelée le second membre de (.5).

3.1 Existence et unicité

On fixe des points tg € I et X, € R%. On admettra le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire). On suppose que les applications A et B
sont continues sur I. Alors il existe une unique solution définie sur I au systéme

X' = AW)X + B(t)
(FO) {X(to) = Xo.

Au vu du théoréme 3.1, les systémes de type (PC) sont importants. On les appelle problemes
de Cauchy.

Pour 0 <7 < d, on note a; : I — R des applications et b : I — R une application. On fixe
(Yi)o<i<d € R?. Le théoréme suivant est une conséquence du théoréme 3.1 et de la technique pour
ramener une équation différentielle d’ordre d & un systéme différentiel d’ordre 1 (voir TD).
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Théoréme 3.2 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire : cas d’une équation d’ordre d). Supposons
que, pour tout indice v, application a; est continue sur I et que Uapplication b est continue sur I.
Alors il existe une unique solution au systéme (appelé aussi probleme de Cauchy)

YD+ aq 1 (YD + ag (YD + L+ ag(t)y = b(t)
VO <i<d,yD(ty) =

Dans toute la suite de ce chapitre, on supposera que les applications A et B sont continues, afin
de pouvoir appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

3.2 Structure de ’ensemble des solutions

Le théoréme suivant généralise une remarque que 'on a déja faite dans le cas des systémes
différentiels & coefficients constants. On note F(I,R?) le R-espace vectoriel des applications définies
sur I et a valeurs dans RY.

Proposition 3.3 (Ensemble des solutions de (Sp) et de (5)). L’ensemble Sy des solutions défi-
nies sur I de (Sy) est un sous-espace vectoriel de F(I,R?) de dimension d et, pour tout t € I,
Uapplication

80 — R

p = ()

est un isomorphisme.

L’ensemble S des solutions définies sur I de (S) est un sous-espace affine de F(I,R?) de direc-
tion Sy : si o est une solution de (S) définie sur I, alors

S={po+¢,peS}.

Cette proposition est démontrée a ’occasion de I'exercice suivant.

Exercice 3.4. On note A : I — My(R) une application continue sur un intervalle I de R. On note
(9) le systéme différentiel d’inconnue X : I — R?

X' = A()X + B(t)

et (Sp) le systéme homogéne associé.

1. Montrer que ’ensemble Sy des solutions définies sur I et a valeurs dans R de (Sp) forme un
sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel F(I,R?) des applications de I dans R<.

2. Quelle est la dimension de cet espace vectoriel 7 Justifier votre réponse.

3. Montrer que I'ensemble S des solutions définies sur I et & valeurs dans R? de (S) forme un
sous-espace affine de F(I,R?) de direction Sp.
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3.3 Matrice fondamentale

La notion de matrice fondamentale va généraliser ’exponentielle de matrice au cas de systémes
différentiels a coefficients variables.

Définition 3.5 (Systéme fondamental de solutions). On appelle systeme fondamental de solutions
de (So) toute base (@1, ¢, ..., pq) de So.

Remarquons que, comme dim(Sy) = d, il suffit qu'une famille (1,9, ..., @) d’éléments de
Sy soit une famille libre pour que ce soit une base de §y. De méme, comme, pour tout ¢ € I,
I’application
S() — Rd
e = p(t)

est un isomorphisme, il suffit qu'il existe ¢ € I tel que la famille (¢1(t), pa(t),. .., wa(t)) soit une
base de R? (ou encore que det(¢;(t), pa(t), ..., paq(t)) # 0) pour que (p1, s, ..., @q) soit une base
de So.

Définition 3.6 (Matrice fondamentale de (5)). On appelle matrice fondamentale de (Sy) toute
application M : I — My(R) telle que les colonnes de M forment un systéeme fondamental de
solutions de (Sp).

Proposition 3.7 (Caractérisation des matrices fondamentales). Une application M : I — My(R)
est une matrice fondamentale de (Sy) si et seulement si les trois propriétés suivantes sont vérifiées.

1. L’application M est dérivable sur I.
2. Pour tout t € I, M'(t) = A(t)M(t).
3. Pour tout t € I, la matrice M(t) est inversible.

Si A est une matrice dans My(R), alors t — e est dérivable, (e!4) = Aet et, pour tout nombre
réel t, la matrice e est inversible (d’inverse e=4). On en déduit que e est une matrice fondamen-
tale pour le systéme différentiel X’ = AX. Une autre maniére de voir ceci est de remarquer que, si
I’on note (€;)1<i<q4 la base canonique de R%, alors (¢ — e'e;);<;<q forme un systéme fondamental de
solutions du systéme X’ = AX. D’autre part, ce sont les vecteurs colonnes de e*4 donc on retrouve
le fait que t — e est une matrice fondamentale du systéme différentiel X’ = AX.

On voit donc que la notion de matrice fondamentale est une généralisation de la notion d’expo-
nentielle de matrice.

Dans le cas du systéme a coefficients constants X’ = AX, on a vu que I’ensemble des solutions
définies sur I est
{ I — R¢

s X XoeRd}.

La proposition suivante généralise ce résultat au cas des systémes différentiels a coefficients
variables.
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Proposition 3.8 (Ensemble des solutions de (Sy)). On note M : I — My(R) une matrice fonda-
mentale de (Sy). L’ensemble des solutions définies sur I de (Sp) est

1 = R d
SO_{t s M)\ AER}'

Ces deux propositions sont démontrées a 1’occasion de I'exercice suivant.

Exercice 3.9. Soit A : R — M;(R) une application continue. On s’intéresse au systéme différentiel
d’inconnue X : R — R?

(So) X'=A@t)X.
On note M : R — My(R) une application.

1. Montrer que M est une matrice fondamentale pour le systéme (Sj) si et seulement si les
trois conditions suivantes sont vérifiées

(a) lapplication M est dérivable sur R.
(b) pout tout nombre réel t, M'(t) = A(t)M(t).
(c) pour tout nombre réel ¢, la matrice M (¢) est inversible.

2. Exprimer I'ensemble des solutions du systéme (S5p) a ’aide de la matrice fondamentale de(Sp).

3.4 Méthode de la variation des constantes

Revenons au cas d’un systéme différentiel & coefficients constants X’ = AX + B(t). Pour trouver
une solution particuliére de ce systéme, on peut le réécrire (e 4 X) == e 4 B(t). Autrement dit,
on pose A\(t) = e "X (t) ou, ce qui revient au méme, X (t) = e*\(¢) et on cherche \. Dans le cas
des systémes différentiels a coefficients variables, on fait la méme chose en remplacant e** par une
matrice fondamentale du systéme différentiel.

Plus précisément, on veut trouver une solution particuliére ¢ : I — R? du systéme
(S) X' = A(t)X + B(t).

On note M : I — My(R) une matrice fondamentale du systéme homogéne (Sp) associé¢ a (S). On
pose, pour tout t € I,

p(t) = M(E)A(R).

Cela revient a faire "varier" la constante A qui apparait dans la proposition 3.8. Soit t € I. On a

Ot = AW)p(t) + B(t) < ML) + MEON(E) = AQMEAE) + B(t)
= M@ON() = B()

car M'(t) = A(t)M(t). Ainsi
P(t) = Alt)p(t) + B(t) < N(t) = M(t)"'B(t).

Il suffit alors de prendre une primitive de M (¢)~! B(t) pour trouver une solution particuliére de (S).
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3.5 Wronskien

Définition 3.10 (Wronskien d’un systéme fondamental de solutions). Notons (¢;)1<i<a un systéme
fondamental de solutions de (Sp). On appelle wronskien de (Sy) associé a (¢;)i1<i<a application
W:I— R qui, atel, associe le déterminant de la famille (¢;)1<i<a dans la base canonique.

Autrement dit, le wronskien W de (Sy) associ¢ & (¢;)1<i<a est le déterminant de la matrice
fondamentale dont les vecteurs colonnes sont ¢1, @o, ..., ©4.

Comme, pour tout nombre réel ¢ de I, la famille (¢y(t), p2(t), ..., ¢aq(t)) est une base de R,
alors le wronskien W ne s’annule pas sur I. Plus précisément, W (t) représente le volume du pa-
rallélépipéde formé par les vecteurs (p1(t), @a(t),. .., waq(t)) : il encode Iévolution du volume de ce
parallélépipéde au cours du temps.

La raison pour laquelle on s’intéresse au wronskien est le théoréme suivant, qui permet d’avoir
une expression explicite de ce wronskien. Pour toute matrice N de My(R), on note Tr(N) la trace
de la matrice N.

Théoréme 3.11 (Théoréme de Liouville). On note W' le wronskien d’un systéme fondamental de
solutions (p;)1<i<a de (Sp). Alors Uapplication W est dérivable sur I et

VeI, W(t) = Tr(A(t))W(¢).
L’application W est solution d'une équation différentielle que 'on sait résoudre : si 'on fixe

to€ I, on a
Viel, W(t) = W(to)efto Tr(A(s))ds

On va maintenant démontrer ce théoréme. Pour ce faire, on a besoin du lemme suivant qui
concerne la différentiabilité de I'application déterminant.

Lemme 3.12. L’application

est différentiable sur My(R) et
VA € Glg(R), VH € My(R), d(det)(A).H = det(A)Tr(A™ H).
En utilisant la comatrice de A, on peut obtenir une expression de la différentielle du déterminant
en A lorsque A n’est pas inversible mais on n’en a pas besoin pour démontrer le théoréme 3.11.
Démonstration du lemme 3.12. L’application det est d-linéaire en les colonnes de A donc C*°.

Calculons tout d’abord la différentielle de det en identité I;. Pour H = (h;)1<i j<d, On note
I+ H = (a;;(H))1<ij<a- Notons &y le groupe symétrique d’indice d et € : &5 — {—1,1} la
signature. Par définition du déterminant d’une matrice,

det([d + H) = Z 6(0‘) Haiﬂ(i).

d
ceBy =1
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Si o est une permutation distincte de I'identité, alors il existe 1 < iy < d tel que o(ig) # fo.
Par injectivité de o, en posant jo = o(ip), on doit avoir o (jo) # Jo. Ainsi @y (i) (H) = hig,e(is) €t
ajo,U(jo)(H) = hjo#f(jo) d’ou

d
I1 ai,g(z-)(H)' = Ono([1H)-
i=1
Alinsi,

d

det(ly+H) = [[awi(H) +Ouo(IH|?)
i=1
d

= T+ his) + Ousso(| HI)

i=1

d
= 1+ hii+Onso(|H?)
=1

= 1+ Te(H) + Ouo(|H]?).
Par conséquent, la différentielle du déterminant en I, est définie par
VH € My(R), d(det)(Iy).H = Tr(H).
Soit A € Gl4(R) et H € My(R). On a :
det(A+ H) = det(A)det(Il;+ A 'H)
= det(A)(1+ Tr(A™'H) + OHHO(HHHQ))
det(A) + det(A)Tr(A™YH) + Op_o(|H|?)

donc d(det)(A).H = det(A)Tr(A H). O

Démonstration du théoréeme 3.11. Notons M : I — My(R) la matrice fondamentale de (Sy) dont
les vecteurs-colonnes sont ¢1, @9, ..., g On a

Vt e I, W(t) = det(M(t)).

Comme l'application M est dérivable sur I et Iapplication det est différentiable sur My(R), alors
I’application W est dérivable sur I et

Vtel, W'(t) =

I
[oFEESEY
D — —
o
—~ @
=22
@/\/-\
S
H==
= — —
==
=
|
=
e
=
=
~
=

3.6 Utilisation des séries entiéres

3.6.1 Rappels sur les séries entiéres

Dans cette partie, on va faire des rappels succints sur les séries entiéres (sans démonstration).
Pour plus de détails sur cette partie, on renvoie au cours de .2 d’option maths 3.
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(Généralités sur les séries entiéres

Définition 3.13. On appelle série entiére d’une variable compleze une série de fonctions > fp,
ot, pour tout n, la fonction f, est de la forme

fn: C - C
2z

n

ot a, € C. Une telle série entiére est notée > a,z".

On prenant des fonctions définies sur R au lieu de fonctions définies sur C, on obtient des séries
entiéres d’'une variable réelle. Une série entiére d’une variable complexe est notée > a,2", la lettre
z désignant par convention la variable. Par contre, si 'on a fixé un nombre complexe z particulier
au préalable, " a,2" désigne une série numérique. Pour les séries entiéres d’une variable réelle, la
convention est de noter la variable t ou z. Ainsi ) a,x2™ ou Y a,t" désigne une série entiére d’une
variable réelle.

Une série de fonctions de la forme > a,2z?" n’est pas a proprement parler une série entiére

puisque le terme d’ordre n est de degré 2n mais on désignera de cette maniére la série entiére
b,z", avec b, = 0 si n est impair et b, = a,/s si n est pair. Le méme type de convention
n< n n n/2

s’appliquera aux séries entiéres de la forme ) an2?™, ott ¢ : N — N est une injection.

Identification polyndmes-séries entiéres. Si P(z) = ag + a1z + a22* + ... + agz? est un
polynoéme, on l'identifiera avec la série entiére > a,2™ en posant a,, = 0 si n > d.

Définition du rayon de convergence

Théoréme 3.14 (Définition du rayon de convergence). Soit »  a,2" une série entiére d’une variable
complexe. Il existe un unique élément R dans [0, +00| avec les propriétés suivantes :

1. Pour tout nombre complexe z avec |z| < R, la série numérique Y, a,z" converge absolument
(donc la suite (a,2"), converge vers 0 et est bornée).

2. Pour tout nombre compleze z avec |z| > R, la suite (a,z"), n'est pas bornée (donc la suite
(an2")n ne converge pas vers 0 et la série numérique Y a,z" diverge grossiérement).

Noter qu’on ne peut rien a priori dire sur la convergence de la série dans le cas on |z| = R.

Critére de d’Alembert

Définition 3.15 (Suite non-lacunaire). Une suite (u,)nen est dite non-lacunaire si ses termes sont
non-nuls & partir d’un certain rang. Autrement dit, il existe un rang N € N tel que, pour tout entier
n>N, u, #0.

Proposition 3.16 (Critére de d’Alembert). Soit Y a,, une série de réels positifs. On suppose que
la suite (a,) est non-lacunaire et que la suite (a,11/a,) converge vers une limite L.

30



1. Si L < 1, alors la série Y a, converge.

2. 8t L > 1, alors la série Y a, diverge.

La proposition suivante constitue un moyen pratique de calculer le rayon de convergence d’une
série entieére dans les cas les plus simples.

Proposition 3.17 (Critére de d’Alembert pour les séries entiéres). Soit Y a,2™ une série entiére
de rayon de convergence R. On suppose que :

1. La suite (a,), est non lacunaire.

2. La suite (2£11),  une limite L € [0, +00).

lan|
1 /. : 1 1
Alors R = 1 (avec la convention § = +o0 et = =0).

Lorsque la suite (a,), est lacunaire, on peut dans certains cas appliquer directement le critére
de d’Alembert pour les séries numériques pour pouvoir calculer le rayon de convergence de la série
entiére.

Dérivabilité de la somme d’une série entiére

Proposition 3.18 (Dérivée de la somme d’une série entiére). Soit > a,z" une série entiére de
rayon de convergence R > 0 de somme S. Alors la série entiere Y - naz™ ' =3 (n+1)a,112"
a pour rayon de convergence R, la fonction S est dérivable sur | — R, R| de dérivée la fonction

|- R,R| - C
r o= 354 Dag et

Développement en série entiére

Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction.

Définition 3.19 (Développement en série entiére au voisinage de 0). On dit que f est dévelop-
pable en série entiére au voisinage de 0 sil existe r > 0 et une série entiére > a,x"™ de rayon de
convergence > r tels que

1L |—rr[CI;

2. Pour tout x €] —r,r],
+o0

f(z) = Z anx".

n=0

Dans ce cas, la série entiére | a,x™ est appelée un développement en série entiére de f au voisinage
de 0.

On fixe un nombre réel a.
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Définition 3.20 (Développement en série entiére au voisinage de a). On dit que f est dévelop-
pable en série entiére au voisinage de a s’ existe r > 0 et une série entiére Y a,z" de rayon de
convergence > 1 tels que

1 Ja—r,a+r[CI;
2. Pour tout x €] —r,r],

fla+h) = Zanh”

Dans ce cas, la série entiére | a,x™ est appelée un développement en série entiére de f au voisinage
de a.

Remarquons que f est développable en série entiére au voisinage de a si et seulement si h —
f(a+ h) est développable en série entiére au voisinage de 0.

Proposition 3.21 (Unicité du développement en série entiére). Supposons que f soit développable
en série entiére au voisinage de a et qu’un développement en série entiére de f au voisinage de
a soit donné par la série entiére Y a,x™. Alors f est de classe C*° au voisinage de a (sur un
intervalle ouvert contenant a) et, pour tout entier n,

o)

")

La série entiére ) i ):c est appelée la série de Taylor de [ en a.

3.6.2 Equations différentielles et séries entiéres
Utilisation des séries entiéres pour résoudre une équation différentielle

Quand on veut résoudre une équation différentielle a coefficients polynémiaux, on peut chercher
une solution particuliére de cette équation sous forme de somme de série entiére.

Plus précisément, supposons que 1'on cherche une solution particuliére f d’une équation diffé-
rentielle.

+oo
Etape 1 On pose f(t) Z a,t" et on suppose que f est bien définie sur un voisinage de 0 et

est solution de notre équation diﬂérentielle. Lorsque I'on injecte le développement en série entiére
de f dans I’équation, cela nous donne une relation de récurrence sur les termes de la suite (a,)nen-

Etape 2 Si possible, déterminer une suite (a,), explicite non-nulle qui vérifie la relation de
récurrence.

Etape 3 Déterminer le rayon de convergence de la série obtenue pour vérifier que la série entiére
définit bien une fonction solution de ’équation différentielle.

Ensuite, on peut appliquer I'une des méthodes vues en TD pour déterminer toutes les solutions
de I'équation différentielle.
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Application des équations différentielles au développement en série entiére

Supposons que 'on veuille démontrer qu’une fonction f est développable en série entiére au
voisinage de 0. Lorsque les méthodes standards (primitive/dérivée d’un développement en série
entiére connu) ont échoué, on peut recourir & la méthode suivante.

Etape 1 Montrer que f est solution au voisinage de 0 d’une équation différentielle & coefficients
polynomiaux. Pour ce faire, on calcule f’ et on essaie de trouver une relation entre f et f’. Si cela
échoue, on calcule f” et on cherche une relation entre f, f' et f”, etc...

Etape 2 On détermine une fonction g somme de série entiére telle que g est solution de ’équation
différentielle obtenue lors de la premiére étape et telle que g(0) = f(0) (et f(0) = ¢’(0) dans le
cas d'une équation d’ordre 2). Pour ce faire, on a recours a la méthode exposée lors de la section
précédente.

Etape 3 Comme f et g sont solutions de la méme équation différentielle sur un intervalle
ouvert contenant 0 et comme f(0) = g(0) (et f'(0) = ¢’(0) dans le cas d’une équation d’ordre 2),
alors, d’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, f = ¢ sur cet intervalle. Ainsi, la fonction f est
développable en série entiére et la série entiére qui définit g est le développement en série entiére
de f.
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Chapitre 4

Equations différentielles non-linéaires :
existence et unicité

Les équations, notamment les équations différentielles, servent souvent de modéles prédictifs
dans des domaines aussi variés que la mécanique, la physique, la biologie, I’économie,...). Si notre
équation n’a pas de solution, on pourra difficilement prédire quoi que ce soit a ’aide de ce modéle,
qui n’est du coup pas intéressant. Si notre équation admet de multiples solutions (ou pire : une
infinité de solutions), on aura des difficultés a choisir la bonne solution pour établir la prédiction.
D’on l'idée qu’une équation est un bon modéle si elle admet une unique solution. Ceci explique
I'importance des théorémes d’existence et d’unicité de solutions d’une équation.

Dans ce chapitre, on va étudier les théorémes d’existence et d’unicité de solutions pour les
équations différentielles non-linéaires. On explorera ensuite quelques exemples simples parmi les
rares exemples d’équations différentielles non-linéaires pour lesquelles on sait calculer les solutions.

4.1 Théoréme de Cauchy-Lipschitz local

Soit d > 1 un entier. On note ||| la norme euclidienne sur R%.

On note
f: U — R¢
(t,z) = f(t )
une application définie sur un ouvert U de R x R On appelle ¢ la variable de temps de f et x
la variable de phase ou de position de f. On s’intéresse au systéme différentiel (mis sous forme
résolue)

(S) 2" = f(t,x).

Le théoreme d’existence et d’unicité que I'on va énoncer nécessite la définition suivante.

Définition 4.1 (Fonction localement lipschitzienne par rapport a la variable de phase). On dit que
la fonction f est localement lipschitzienne par rapport & la variable de phase si, pour tout point
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(to, zo) de U, il existe un voisinage I de ty dans R et un voisinage V de xo dans R ainsi qu’une
constante K > 0 tels que

IxVcU
vtel, VeV, Wy e V| f(tx) - Fity)l < K o —yll.

La proposition suivante donne une famille d’exemples de fonctions f localement lipschitziennes
par rapport a la variable de phase.

Proposition 4.2. Supposons que la fonction f est de classe C1 sur U. Alors la fonction f est
localement lipschitzienne par rapport & la variable de phase.

On est maintenant en mesure d’énoncer le théoréme central suivant que 'on admettra.

Théoréme 4.3 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz local). Fizons un point (to,xo) de U. Supposons
que la fonction f est continue sur U et localement lipschitzienne par rapport a la variable de phase.
Alors il existe a > 0 et une unique solution x de (S) définie sur |ty — o, to+ a telle que x(ty) = xo.

De plus, pour toute solution y de (S) définie sur un intervalle J avec

9

{ ty € JC]fJQ—OJ,tO—i‘CM[
y(to) = xo

on ay=xy;.

En particulier, il existe une unique solution définie sur |ty — o, tg + af au probléme de Cauchy

(PO){ & D1

x(ty) = xo.
De la démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz, on mentionnera simplement que c¢’est
une conséquence du théoréme du point fixe de Banach.

La proposition 4.2 est elle démontrée a I'occasion de I'exercice suivant.

Exercice 4.4. Soit d > 1 un entier et

f: U — R?
(t,z) — f(t,z)

une fonction de classe C! sur un ouvert U de R x R%. Montrer que la fonction f vérifie les hypothéses
du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

4.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz global

Dans le cas des systémes différentiels non-linéaires et méme dans le cas ou la fonction f est
définie sur R x R%, les solutions de I'équation différentielle ne seront pas définies sur R en général.
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Ceci constitue une difficulté dans I’étude des systémes non-linéaires. C’est pourquoi on va regarder
ce qui s’appelle les solutions maximales, qui sont les solutions du systéme définies sur les intervalles
les plus grands possibles. Dans cette section, on va commencer par formaliser la notion de solution
maximale avant d’énoncer et de démontrer le théoréme de Cauchy-Lipschitz global.

On va adopter une notation pour la relation de prolongement pour les applications définies sur
un intervalle de R. Si xy : I — R et x5 : J — R sont des applications définies sur des intervalles [
et J de R, on note x; < x5 si et seulement si

IcJ
vVt € [,fl?l(t) = .Z'Q(t)
La relation < est une relation d’ordre. En particulier, si 21 < x5 et x5 < x1, alors x; = x».

Définition 4.5 (Solution maximale). On appelle solution maximale du systéeme différentiel (.S)
toute solution ¢ de (S) telle que, pour toute solution ¢ de (S) avec p <1, on a @ = 1.

Autrement dit, une solution maximale est une solution qui ne peut pas étre prolongée stricte-
ment.

On est maintenant en mesure d’énoncer le théoréme de Cauchy-Lipschitz global.

Théoréme 4.6 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz global). Fizons (tg,xo) € U. Supposons que l’ap-
plication [ est continue sur U et localement lipschitzienne par rapport & la variable de phase.
Alors il existe une unique solution mazximale au probléeme de Cauchy

<p0){ o D e

to) = Xp-

Son intervalle de définition est ouvert et toute solution de (PC') est une restriction de cette solution
mazimale.

Il suffit donc de connaitre ’ensemble des solutions maximales d’une équation différentielle pour
connaitre toutes les solutions de cette équation différentielle.

D’aprés ce théoréme, si x : I — R et y : J — R sont solutions du probléme de Cauchy (PC),
alors elles sont toutes deux restrictions d’une méme solution maximale donc z|;n; = Y.

Dans la fin de cette section, on va démontrer le théoréme de Cauchy-Lipschitz global a 'aide
du théoréme de Cauchy-Lipschitz local. Pour cela, on a besoin de quelques propriétés de la relation
de prolongement <.

Définition 4.7 (Famille compatible). Soit F = (x5 : I, — R%)wex une famille d’applications
définies chacune sur un intervalle ouvert de R. On dit que la famille F est compatible si elle est

non-vide el si
()1 #0

keK
/
Vk, k' € K, Tynng, = Trinn, -

Le principal intérét de cette notion réside dans le lemme suivant.
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Lemme 4.8. Toute famille F compatible admet une unique borne supérieure, i.e. une application
@ I — R définie sur un intervalle ouvert I de R telle que

— o est un majorant : Vr € F, © X .

— pour toute application ¥ : J — R? définie sur un intervalle J telle que Vo € F, © <1, on

ap <.
De plus, Uapplication ¢ est localement la restriction d’une application dans F :

th € [, da > 0, dz € F, Plt1—atr+af = Tty —a,t;+af-

Démonstration. On note F = (xy : Iy — R)per. On définit

p: U - R
keK
t = xp(t)sit eI

La compatibilité de la famille F nous assure que I'application ¢ est bien définie. De plus, comme

m I;, # ), ensemble U I}, est un intervalle ouvert de R. Par définition de ¢, pour tout indice k

keK keK
de K, on a xx = ¢.

Soit maintenant 1) : J — R? telle que, pour tout indice k € K, x;, < 1. Alors, pour tout indice
k de K,
I, cJ
{ vVt € I, @Z)(t) = J,’k(t)

Par conséquent U I, C J et, pour tout nombre réel ¢ € U Iy, on a ¢(t) = p(t) donc ¢ = 1.
keK kEK

Unicité : Supposons que ¢ et ¢ sont des bornes supérieures de F.
— Comme ¢ majore F (pour la relation d’ordre <!) et ¢ en est une borne supérieure, on a

o=
— Comme ¢ majore F et ¢ en est une borne supérieure, on a @ =< Q.
Ainsi, ¢ = ¢. O

Le lemme suivant établit le lien entre les familles compatibles et notre probléme de Cauchy.

Lemme 4.9. La famille F des solutions de (PC) définies sur un intervalle ouvert est compatible.

La démonstration de ce lemme repose sur le fait que la famille F est non-vide (par le théoréme
de Cauchy-Lipschitz local), les intervalles de définition des éléments de F contiennent tous ¢y (donc
I'intersection de ces intervalles est non-vide) et 1’exercice suivant.

Exercice 4.10. Soient o1 : I — R? et ¢, : J — R? deux solutions de (PC).

1. Notons

A={telnd, ¢:(t) = e2(t)}-
Montrer que I’ensemble A est ouvert et fermé dans I N J.

2. En déduire que p11ny = ©2)1n7-
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On va maintenant achever la démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz global.

Fin de la démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz global. Existence : Notons F la famille
des solutions de (PC') définies sur un intervalle ouvert. D’aprés le lemme 4.9, cette famille est
compatible. D’apreés le lemme 4.8, cette famille admet une borne supérieure ¢ qui est définie sur
un intervalle ouvert. Comme, d’aprés le lemme 4.8, 'application ¢ est localement la restriction de
solutions de (PC), alors 'application ¢ est solution de (PC).

Montrons maintenant que toute solution de (PC') est restriction de ¢. Soit ¢ une solution de
(PC).

Si I'application 1 est définie sur un intervalle ouvert, alors ¢ € F donc ¢ < ¢ par définition de
0.
Si application v est définie sur un intervalle de la forme [a, b], d’aprés le théoréme de Cauchy-

Lipschitz-local, il existe o > 0 et une solution n de (S) définie sur |b—a, b+ telle que n(b) = ¥ (b).
De plus, ¢|]b—a,b}ﬂ[a,b} = Mbo—a,b]N[a,b]- Si 'on définit

Y Ja,b+al — RY
Y(t)sit<b
b= { n(t) sit>0b—a,
I’application ¢ est un élément de F donc ¢ < p. Or ¢ < ¢ donc 1 < ©.

Les cas ou l'application v est définie sur un intervalle de la forme [a,b[ ou [a,b] se traitent de
maniére analogue : on a montré que toute solution de (.S) est une restriction de (.

Vérifions maintenant que ¢ est une solution maximale de (S). Soit ¢ une solution de (5) telle
que ¢ = 1. Comme I'application v est solution de (S), alors ¢ < ¢ d’aprés le paragraphe précédent,
d’ott ¢ = .

Unicité : Soit ¢ une solution maximale de (PC'). D’aprés le paragraphe précédent, on a ¢ < ¢.
Par maximalité de 1, on en déduit que ¢ = ¢, d’ott 'unicité de la solution maximale de (PC). [

Noter que lon aurait pu prendre pour F lensemble des solutions de (PC'), définies sur un
intervalle ouvert ou pas. Cette approche facilite la démonstration de la maximalité de ¢ mais il
faut travailler plus pour démontrer que ¢ est définie sur un intervalle ouvert et pour démontrer que
@ est dérivable : ces deux points nécessitent le théoréme de Cauchy-Lipschitz local.

4.3 Meéthodes de résolution explicite

4.3.1 Equations différentielles & variables séparables

On appelle équation différentielle a variables séparables toute équation différentielle qui peut se
mettre sous la forme

(Evs) ' f(y) = g(t),
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ol f et g sont des fonctions continues.

Notons F' une primitive de f et G une primitive de g. En prenant, une primitive des deux
membres de I'équation, I’équation différentielle (E,;) peut se réécrire

AC e R, F(y) = G(t) + C.
On cherche alors a inverser F' pour exprimer une solution en fonction de t.
Exemple 4.11. Déterminons les solutions maximales de I’équation différentielle
(E) 2’ = 2°.

Vue la méthode ci-dessus, on a envie de diviser par 22 mais, pour le faire, on doit s’assurer que la
solution considérée ne s’annule pas.

Remarquons que la fonction nulle est solution de (F).

Soit maintenant ¢ : I — R une solution de (F) distincte de la fonction nulle. Montrons par
I’absurde que la fonction ¢ ne s’annule pas.

Supposons qu’il existe un nombre réel ¢y € I tel que ¢(tg) = 0. Alors ¢ et la fonction nulle sont
solutions sur I du probléme de Cauchy
l’/ — 1’2

f: R?2 — R
(t,r) — 22

=}

De plus, 'application

est de classe C'. Par conséquent, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
Vtel, ¢(t) =0,
en contradiction avec I’hypothése faite sur ¢. Ainsi, la fonction ¢ ne s’annule pas.

On a donc, pour tout nombre réel t € I,

E(L) _ ¢ _
dt o(t)”  e(t)?

Alinsi, il existe une constante C' € R telle que, pour tout ¢ € I,

1

On en déduit que, pour tout ¢ € I,
C—t#£0&st#£C.

L’intervalle I est ainsi contenu dans | — oo, C[ ou |C, +00][ et

39



Réciproquement, soit ¢ : I — R une application définie par la formule ci dessus avec I C| — oo, C|
ou I C]C,+oo[. Alors p est dérivable sur I et, pour tout t € I
P(t) = s = (1)
(C—1)?
L’application ¢ est donc solution de (F).

Comme on a déterminé toutes les solutions de (E), pour obtenir les solutions maximales de (E),
il suffit de sélectionner parmi ces solutions celles qui ne peuvent pas étre prolongées strictement.

Les solutions maximales de (£) sont donc les applications de I'une des trois formes suivantes

1. L’application

R —- R
t — 0°
2. Les applications de la forme
| —00,C] - R
1 )
avec C' € R.
3. Les applications de la forme
|C, 400 — R
1 3
t — o

avec C' € R.

Exercice 4.12. Soient f: [ —+ R et g : J — R des fonctions continues sur des intervalles ouverts
I et J de R. On suppose que g est & valeurs strictement positives. On fixe ¢ty € I et yo € J. Pour

y € J, on note,
Gly) /y L
y)= [ ——=du
v 9(1)

et, pour t € I, on note
t
F(t) :/ f(s)ds.
to

1. Question préliminaire : montrer que G réalise une bijection de l'intervalle J sur un intervalle
J'.
2. Déterminer la solution maximale du probléme de Cauchy

/

(PC){ (ty = f(t)g<y)

yo):yo

en fonction des données du probléme.

4.3.2 Equations de Bernoulli

Il s’agit des équations différentielles de la forme
(Eg) y' = b(t)y™ + a(t)y,
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ol a et b sont des applications continues et m € R\ {0}. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous
assure que, dans le cas m > 0, une solution de (Eg) qui s’annule en un point s’annule sur tout son
intervalle de définition.

Soit ¢ : I — R une solution de (Ep) qui ne s’annule pas. Alors, pour tout point ¢ de I,

S al)
S0 gyt -

Si l'on pose ¢ = 1/¢™ 1, alors

(1 —m)~/(t) — a(t)v(t) = b(1).

On est ramené & une équation différentielle d’ordre 1 que I'on sait résoudre.

4.3.3 Equation de Riccati

Il s’agit des équations différentielles de la forme
(Er)y = a(t) +b(t)y + c(t)y”.

On suppose que 'on connait une solution particuliére g : I — R de (ER). On cherche alors d’autres
solutions ¢ de (ER) (les solutions définies sur un intervalle inclus dans I) sous la forme ¢ = @+ ).
En injectant cette expression dans I’équation, on obtient

0o + ' = a(t) +b(t)(po + V) + c(t)(pa + 2001 + P2).

Comme ¢y est solution de (Ep), on réécrit ceci

o' = (b(t) + 2¢(t) o)t + ().

Il s’agit d’une équation de Bernoulli.
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Chapitre 5

Equations différentielles non-linéaires :
temps d’existence et lemme de Gronwall

On reprend les notations du chapitre précédent. En particulier, on note d > 1 un entier, U
un ouvert de R x R? et f : U — R? une application qui vérifie les hypothéses du théoréme de
Cauchy-Lipschitz. Dans cette partie, on souhaite étudier les intervalles de définition des solutions
maximales du systéme différentiel (S) suivant

= f(t,x).

5.1 Théoréme des bouts

Théoréme 5.1 (Théoréme des bouts-version faible). On note K une partie compacte de U. Pour
toute solution mazimale ¢ : I — R? de (S) et tout point ty de I, il eviste t; € I avec t; > to et
to € I avec ty < ty tels que (t1,0(t1)) & K et (ta, p(t2)) ¢ K.

En pratique, on utilisera souvent la contraposée de 1’énoncé ci-dessus : une solution ¢ : I — R¢
de (S) qui vérifie
Vi € [to, +ool, (1, (1)) € K

n’est pas maximale.

Si U =R x R? et x:]a,b[— R est une solution maximale de (S) avec b < +o0, alors z([to, b])
sort de tout compact de R? : pour le voir, appliquer le théoréme 5.1 avec K = [ty,b] x K', ou K’
est une partie compacte de R<.

La démonstration du théoréme 5.1 est essentiellement contenue dans ’exercice suivant. Cet
exercice permet de démontrer que si une solution ne vérifie pas la conclusion du théoréme 5.1, alors
elle n’est pas maximale, ce qui permet d’obtenir le théoréme par contraposition.

Exemple 5.2. CAS f BORNEE.
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Exercice 5.3 (Démonstration de la version faible du théoréme des bouts). Soit A une partie
compacte de U, soit ¢ :]a, B[— R une solution de (S) et ty €]a, 8. Supposons que

vt e]t(bﬁ[? (t7 @(t)) € A

1. Démontrer que 8 < 400 et qu’il existe [ € R? et une suite (¢, )neny de nombres de Jto, 3] telle
que lim, , . t, = et

2. On définit ¢ :|a, 3] — RY par

Démontrer que @ est solution de (5).

5.2 Lemme de Gronwall

Le lemme suivant est utile en pratique pour pouvoir appliquer le théoréme des bouts et ob-
tenir des informations sur les intervalles de définition des solutions maximales. On en verra des
applications importantes dans la section suivante.

Lemme 5.4 (Lemme de Gronwall). Soit ¢ : [ — R? une application dérivable sur un intervalle I
de R et fixons ty € I. Supposons qu’il existe A > 0 et B > 0 tels que

Vit € [to, +oo[ NI, [/ ()] < Allw(D)l + B.

Alors, pour toute solution p : R — R de l'équation différentielle y = Ay + B telle que p(to) >

[ (to)l, on a
Vit € [to, +0o[N1, [ (B[] < p(t).

Remarques :
1. On peut bien évidemment calculer p explicitement. La résolution faite dans ’exercice 1.10
implique que
B
Vi € R, p(t) = p(te)el 04 + Z<e(t—to)A —1).

Ainsi la conclusion du lemme de Gronwall peut se réécrire simplement

B
Vit € [to, 400N, [ (t)|| < ||(to)|| e®t04 + Z(e(t—to)A —1).

2. Pour obtenir des estimations pour t < ty, on peut appliquer le lemme de Gronwall & ¢t —

(=),

Exercice 5.5 (Démonstration du lemme de Gronwall). 1. Soit f : I — R une fonction déri-
vable sur un intervalle I. On fixe t; € I. On suppose qu’il existe A > 0 et B > 0 tels
que

Vt € IN[ty, +oof, f'(t) < Af(t) + B.

Démontrer que

B
Vt € 1N [ty, +oof, f(t) < flto)el "ol 4 Z<€\t—to|A —1).
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2. Soit d > 1 et 1 : I — R? une application dérivable telle que
vt € 1N fto, +oof, W' (@) < Allp@®)ll + B,

ot ||.|| désigne la norme euclidienne sur R?.

En appliquant la question précédente a f(t) = ||¢(t)||, démontrer que

B
Vi € 10 [fo, +oo, [ < [[p(to)]] 4 4 (e — 1),

On pourra commencer par traiter le cas particulier o

Vit € [to, +oo[NI, ||¥(t)| > 0.

5.3 Applications du lemme de Gronwall

5.3.1 Systémes différentiels linéaires

Soient A : I — My(R) et B : I — R? des applications continues sur un intervalle ouvert I de
R. On s’intéresse au systéme différentiel linéaire

() 2" = A(t)x + B(t).
La proposition suivante permet de déduire le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire de son
analogue non-linéaire.
Proposition 5.6 (Intervalle d’existence des solutions de systémes différentiels linéaires). Les so-
lutions mazimales de (S;) sont définies sur I.
Ainsi, les solutions maximales de (5;) sont définies sur les intervalles les plus grands possibles.
Cette proposition est démontrée a 'occasion de I'exercice suivant.

Exercice 5.7 (Systémes différentiels linéaires). Soient A : I — My(R) et B : I — R? des applica-
tions continues sur un intervalle ouvert I de R. On s’intéresse au systéme différentiel linéaire

(S)) ' = A(t)x + B(t).
1. Démontrer que le systéme (.5;) vérifie les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz non-
linéaire.

2. Montrer que les solutions maximales de (5;) sont définies sur I.

5.3.2 Tubes de solution
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Chapitre 6

Equations différentielles non-linéaires :
étude qualitative

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons uniquement a des systémes différentiels autonomes,
c’est-a-dire des systémes différentiels qui ne dépendent pas du temps . Remarquons que I’étude du
systéme différentiel a priori non-autonome x’ = f(¢,x) se raméne a I'étude du systéme différentiel

autonome
{:1:’ = f(r,2)

T =1

Dans ce chapitre, on note d > 1 un entier, U un ouvert de R% et X : U — R une application
localement lipschitzienne (donc continue). Une telle application est appelé un champ de vecteurs :
elle peut étre visualisée comme un vecteur X (p) attachée a chaque point p de U. On souhaite
étudier le systéme différentiel (autonome) suivant

Pour simplifier I'exposition des résultats, on suppose dans toute la suite que les solutions maxi-
males de (S) sont définies sur R en entier : on dit que le champ de vecteurs X est complet.
Néanmoins, les définitions et les théorémes de ce chapitre peuvent étre adaptés au cas ou le champ
de vecteur n’est pas complet.

6.1 Le flot d’un champ de vecteurs

Soit zy € U. On note
R — R¢

t = ¢'(x0)

I'unique solution maximale de (S) qui est égale & xy en ¢ = 0. L’application ¢ est appelée flot du
champ de vecteurs X.
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Proposition 6.1 (Propriétés du flot). 1. Soient ty € R et xo € U. L’application

R — R
t = @ ()

est la solution mazimale de (S) qui vaut xy ent = to.
2, = Idy.

3. Pour tous nombres réels t| et ty, p' o2 = ph1tiz,

Cette proposition est démontrée a 'occasion de l'exercice suivant.

Exercice 6.2 (Flot d’un champ de vecteurs.). Notons ¢ le flot d’'un champ de vecteurs X : R? — R?
complet. On fixe un point z, € R%.

1. Exprimer a laide de ¢ = (¢");er la solution maximale du probléme de Cauchy

2. Montrer que, pour tous nombres réels t; et to, ' o 2 = P11z,

3. Montrer que, pour tout nombre réel ¢, Papplication ' : R? — R? est bijective de bijection
réciproque @,

6.2 Orbites d’un champ de vecteurs

Définition 6.3. On appelle orbite ou trajectoire du champ de vecteur X [image de R par une
application de la forme t — ©'(xg), avec xyg € U.
Commencons avec une application directe du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Proposition 6.4. Deux orbites de X distinctes sont disjointes.

Autrement dit, deux orbites distinctes ne se croisent jamais.
Topologiquement, on a trois formes distinctes d’orbites.

Proposition 6.5 (Formes possibles des orbites). Une orbite du champ de vecteurs X est

1. soit réduit & un point {p}. Dans ce cas, X(p) = 0 et le point p est appelé point d’équilibre
du systéme (S).

2. soit une courbe fermée simple. Dans, ce cas, on dit que l'orbite est périodique et il existe
T > 0 tel que, pour tout point p de lorbite, ©T (p) = p.

3. soit est l'image de R par une injection continue.

Exercice 6.6 (Orbites d’'un champ de vecteurs). On note ¢ = (¢')ier le flot d’'un champ de
vecteurs complet X : U — R%, ot U est un ouvert de R%.
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1. Démontrer que deux orbites distinctes de X sont disjointes.

2. On fixe un point p € U et on note G, = {t € R, ¢'(x) = x}. Démontrer que le groupe G,
est un sous-groupe fermé de R.

3. On admettra que tout sous-groupe fermé de R est soit {0}, soit de la forme aZ avec a > 0
ou est dense dans R (qui est un résultat classique). En utilisant ce résultat, montrer qu'une
orbite de X est soit un point d’équilibre, soit une orbite périodique, soit 'image de R par
une injection continue.

6.3 Portraits de phase

Rappelons que le portrait de phase du systéme différentiel (S) est la donnée de I'ensemble des
orbites de X. Lorsque la dimension d est égale a 2, comme deux orbites distinctes sont disjointes,
on représente toutes les orbites dans un méme plan.

On présente maintenant une méthode standard pour tracer un tel portrait de phase.

Une méthode pour tracer le portrait de phase d’un systéme différentiel autonome
du plan

1. Dessiner l'isocline 2’ = 0, i.e. 'ensemble des points du plan ou le champ de vecteurs X est
vertical (ou, de maniére équivalente, I’ensemble des points du plan ou la premiére composante
du champ de vecteurs X est nulle).

2. Dessiner l'isocline y' = 0, i.e. 'ensemble des points du plan ou le champ de vecteurs X
est horizontal (ou, de maniére équivalente, 'ensemble des points du plan ou la deuxiéme
composante du champ de vecteurs X est nulle).

3. Trouver les points d’équilibre du systéme qui se trouvent a I'intersection des deux isoclines
ci-dessus.

4. Tracer 'allure du champ de vecteurs sur chaque isocline et sur chaque composante connexe
du complémentaire des isoclines.

5. Dessiner les orbites de (S) (ou du moins des orbites "représentatives" de (.59)).

La notion suivante peut aider a tracer les portraits de phase de maniére plus précise.

Définition 6.7. On appelle intégrale premiére du systéme différentiel (S) toute application continue
Z:V =R, o0uV est un ouwvert de U, telle que, pour tout point x € V, application t — Z(p'(z))
est constante sur chaque intervalle ou elle est définie.

Cela signifie que chaque orbite de X incluse dans V' est contenue dans 'une des lignes de niveau
de Z. Par conséquent, dessiner les lignes de niveau de Z va aider a tracer le portrait de phase.

Quand D'application Z est différentiable, pour démontrer que Z est une intégrale premiére du
systéme différentiel (5), il suffit de démontrer que la dérivée de t — Z(¢"(z)) s’annule en tout point
ol elle est définie.
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Annexe A

Quelques rappels/compléments de topologie

Soit A une partie de R?. On appelle ouvert de A toute partie de A de la forme U N A, o1 U est
un ouvert de R% On appelle fermé de A toute partie de A de la forme F'N A, ot F est un fermé
de R?. Les fermés de A sont donc les complémentaires dans A des ouverts de A, et vice-versa.

Définition A.1. On dit que la partie A est non-connexe s’il existe deux ouverts non-vides U et V
de A tels que
A=UUV
{UﬂVz@

Intuitivement, cela signifie que A est constitué de deux morceaux : celui constitué des éléments
de U et celui constitué des éléments de V. Une partie connexe sera donc une partie en un seul
morceatl.

La définition d’une partie connexe, donnée ci-dessous, est la négation de la définition précédente.
Définition A.2. On dit que la partie A est connexe si, pour tous ouverts U et V de A tels que

A=UUV
Uunv =90,

onalU=0ouV =0.

Dans le cadre du cours, on a utilisé la proposition suivante (voir exercice 4.10).

Proposition A.3. Les intervalles de R sont connexes.

Démonstration. Soit I un intervalle de R. Notons U et V deux ouverts disjoints de R tels que
I c UUV, c’est-a~dire que INU et I NV sont deux ouverts disjoints de [ et I = (INU)U(INV).
Il s’agit de montrer que I = I NU ou [ =1NV, cest-a-dire que I CU ou I C V.

On fixe un point xg de I. Quitte a échanger les roles de U et V', on peut supposer que zo € U.
On va maintenant montrer que I C U.
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L’ensemble
AL ={x e In[zg,+oo[| [zo,z] CU}

contient le point ¢ donc est non-vide. On peut donc définir 7, = sup(A,) € T U {+o0}.

Supposons que x4 € I. Comme INU =1\INV est un fermé de I, x; € INU. Comme U est
ouvert, on en déduit qu’il existe a > 0 tel que [z, — o,z + a] C U. En utilisant la définition de
x4, on obtient que [zg, x4 + a] C U, en contradiction avec la définition de U sauf si 2, = sup([/).
De plus [zg,x4] C U.

Sizy ¢ I, la définition de z, implique que z, = sup([) et [xg,z[C U.

De méme, si I’on note

A ={x<uxo| [x,20)] CU}

et z_ = inf(A_), on montre que z_ = inf(I) et, siz_ € I, [x_,xo) CU et,siz_ ¢ I, |Jv_, x| C U.
Ainsi, I C U. 0

Proposition A.4. Les parties connexes de R sont les intervalles.
Démonstration. On a déja vu que les intervalles étaient des parties connexes de R. Il s’agit main-
tenant de démontrer que les parties connexes de R sont des intervalles.

On utilise la caractérisation suivante des intervalles de R (qui sont les parties convexes de R).
Une partie I de R est un intervalle si et seulement si, pour tous points z < y de R, [z,y] C I.

On raisonne par contraposition. Soit C' une partie de R qui n’est pas un intervalle. Alors il existe
deux points z < y de C' et un point z € [z,y| qui n’appartient pas a C. Ainsi,

C = (CN] — o0, z[) U (CNJz, +o0l).

Les parties (CN| — 00, z[) et (CN]z,+o00[) sont des ouverts disjoints de C. Ils sont de plus non-
vides car x appartient au premier ouvert et y appartient au deuxiéme. Ainsi, la partie C' n’est pas
connexe. 0

Signalons la propriété suivante, qui généralise le théoréme des valeurs intermédiaires et dont la
démonstration consiste en une application des définitions de la continuité et de la connexité.

Théoréme A.5. L’tmage d’une partie connexe par une application continue est connexe.

Démonstration. Soit f : A — B une application continue. On suppose A connexe. Soient U et V'
deux ouverts de f(A) d’intersection vide tels que f(A) = U U V. Par continuité de f, les parties
F~YHU) et f71(V) sont deux ouverts de A. De plus, ils sont d’intersection vide et recouvrent A. Par
connexité de A, soit f~1(U) est vide, soit f~1(V) est vide. Or, comme U et V sont contenus dans
f(A),U=f(f1U)) et V=f(f1(V)) dou U est vide ou V est vide. Ainsi, f(A) est connexe. [

Notons la propriété suivante.
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Proposition A.6. Soient (A;)ic; une famille de parties connexes de R Si

el

alors U A; est conneze.
iel

Démonstration. Soient U et V' des ouverts disjoints de ﬂAi qui recouvrent cet ensemble. Soit p
iel
un point de mAi‘ Quitte & échanger les roles de U et V', on peut supposer que p € U. Soit i € 1.
iel
Comme A; = (A;NU)U(A;NV), A;NU # D (cet ensemble contient le point p) et comme la partie
A; est connexe, alors A; NV = (). Cela étant vrai pour tout indice ¢, on obtient que

V=vn(Ja) =0

i€l

Ainsi, la partie U A; est connexe. O
iel

On fixe une partie A de R?. On définit une relation binaire sur A par = y si et seulement si il
existe une partie de connexe C' de A qui contient les points x et y. La propriété précédente permet
de démontrer que la relation = est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence pour cette
relation d’équivalence sont des parties connexes appelées les composantes connexes de A : on le
montre en utilisant la propriété précédente. Ces composantes connexes forment une partition de A.
Ce sont les plus grands connexes contenus dans A.

En utilisant la notion de composante connexe et le fait que 'image d’un arc continu ~ : [0, 1] —
R? est connexe (par connexité du segment [0,1]), on peut montrer qu'une partie de R? qui est
connexe par arcs est connexe.
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