5 Séance 5

Exercice 5.1. Déterminer, si elles existent, les limites suivantes & ’aide d’encadrements.

1. lim 1—2%

T——00 xs 4+ 2

2

2. lim o+ SET

T——00 2+ 2

21

3. lim sin eF T + r n(z)

z—1- z—1 22—z

1
li w, ol g : R — R est une fonction définie sur R telle que, pour tout nombre réel

»too (g(x) + 10)e
xz,

-5 <g(x) <2

Exercice d’entrainement 5.1. Déterminer, si elles existent, les limites suivantes & ’aide d’encadrements.
cos(z)+3 e 4z

L zggloo T e 4+1°
2. lim z?sin(x) 4 €.

r—+00

. In(z)?+1 . .

3. lim g(z)———— 4=z, ot ¢ : R — R est une fonction définie sur R telle que, pour tout nombre

T—+00 In(z)+2

réel x,

-5 <g(x) <2
Exercice fait en amphi 5.1. 1. A Paide d’une étude de fonction, montrer que, pour tout nombre
réel x > 0,
e’ —x>1.

2. En déduire que

(a) lim €* = +oc.

Tr—+o0
(b) lim e*=0.
r—r—00
xr
(c) xgr—il:loo e ~+00.
xT
(d) pour tout nombre réel ¢ > 0, lim — = +4o0.

z—~+oco x?

(e) pour tout nombre réel ¢ >0, lim |z |*e” =0.
r—r—00

Exercice supplémentaire 5.1. Soient a < b des nombres réels. Soit f : [a, b] — R une fonction croissante

définie sur [a,b] telle que f([a,b]) = [f(a), f(b)]. Montrer que la fonction f est continue sur Iintervalle
[a, b].
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Exercice 6.1 (Continuité d’une fonction). Déterminer 1’ensemble de définition de la fonction f d’une
variable réelle définie par I’expression

~ cos(In(z? + z + 1))
B x? —dx —2

f(x) + (z + 1)e”.

Sur quel ensemble la fonction f est-elle continue? Justifier soigneusement votre réponse a l’aide des
théorémes de votre cours.

Exercice 6.2 (Recollement de fonctions). Soit f: R — R la fonction définie sur R par

tsin(1) sit >0
fit)y=¢ 0sit=0

2,3 .
ttj_rttg sit<0

La fonction f est-elle continue sur R? Si la réponse est non, sur quel ensemble la fonction f est-elle
continue 7 Justifier soigneusement votre réponse.

Exercice 6.3 (Applications du théoréme des valeurs intermédiaires). 1. Montrer que ’équation cos(z)—
x = 0 admet au moins une solution sur [0, F].
2. Montrer que I’équation 223 + 722 — 2z = 2 admet au moins deux solutions sur [—1,1].
Exercice d’entrainement 6.1 (Continuité d’une fonction). Déterminer I’ensemble de définition de la
fonction f d’une variable réelle définie par 'expression

f(x) = e"In(2® + 4z + 1) + cos(z).

Sur quel ensemble la fonction f est-elle continue? Justifier soigneusement votre réponse & l’aide des
théorémes de votre cours.

Exercice d’entrainement 6.2 (Recollement de fonctions). Soit f : R — R la fonction définie sur R par

Yz >0, f(z):M

26422

Vz <0, f(z) =1—cos(z).

La fonction f est-elle continue sur R? Si la réponse est non, sur quel ensemble la fonction f est-elle
continue 7

Exercice d’entrainement 6.3 (Application du théoréme des valeurs intermédiaires). 1. Montrer que
Péquation 2* — 2z = 3 admet au moins une solution sur [0, 4o0].
2. Montrer que I’équation 23 + 22 — 52 4+ 2 = 1 a au moins deux solutions sur [0, 2].
Exercice supplémentaire 6.1. 1. Soit f : [0,1] — R une application continue telle que f(0) € [0,1]
et f(1) € [0,1]. Montrer qu'’il existe un point x € [0,1] tel que f(x) = = (on pourra faire un dessin).
2. Soit f : R — R une fonction continue telle que lim f(z) = lim f(z) = 4+o00. Montrer que la
T—+o0 T——00
fonction f admet un minimum.

3. Montrer que les polynomes de degré 3 (a coefficients réels) ont toujours au moins une racine réelle
(i.e. un point @ ou le polynéme P vérifie P(a) = 0). Que peut-on dire des polyndmes de plus grand
degré?
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Exercice 7.1 (Définition du nombre dérivé). En utilisant la définition du nombre dérivé, déterminer dans chacun
des cas si la fonction f est dérivable au point a € R.

1.
f: R = R
z — 2223
en a=2.
2.
f: [Fl,400[ — R
T = r+1
cen a = —1 puis en a > —1 quelconque.
3.
f: R\{-1} = R
|z
xr ey
en a=0.

4. On a vu lors d’un exercice précédent que, pour 8 > 0, limo z? = 0. On fixe @ > 0.
z—

f: R+ — R
RN z%siz >0
Osiz=0

en a = 0.

Exercice 7.2. En utilisant la définition du nombre dérivé, déterminer les limites suivantes.

2 2 ;
L lim In(z)? — In(2) . 3 lim s1n(1'ln(1’)).
2 x2 —4 z—0 x
z sin(
2. lim (”“'“) . s tim S2G)
T— 400 €T r—+00 ex — 1

Exercice d’entrainement 7.1. En utilisant la définition du nombre dérivé, déterminer dans chacun des cas si
la fonction f est dérivable au point a € R.

1.
f: R - R
z = =3z2+1
cn a = 1.
2.
f: ]-1L,40] — R
T ziﬂ
en a = 1 puis en a > —1 quelconque.
3.
f: [-l,400] — R
2x+2
T i
ena=—1.
4.
fr+ R - R
T = e
ena=—1.

Exercice d’entrainement 7.2. En utilisant la définition du nombre dérivé, déterminer les limites suivantes.
2 2
. cos(x)® — cos(a
1 R0 —cos(a)®
T—a €T — a

3z _
9 fim & — 1
z—0 e — 1

\ . In(1+ zsin(x))
, ot a € R\ {0}, i e S I

Exercice supplémentaire 7.1. Soit f : R — R une fonction définie sur R dérivable en un point zo de R. Montrer

que
i @0+ ) = f@o — h)

h—0 2h = f'(o)-

A-t-on une réciproque a cet énoncé ?
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Exercice 8.1 (Calculs de dérivées). Pour chacune des fonctions ci-dessous, donner son ensemble de
définition, étudier la dérivabilité de la fonction et calculer sa fonction dérivée.

1. La fonction f; définie par 'expression
fi(z) = In(x® + 2 — 1) sin(z).

2. La fonction fo est définie par ’expression

folz) =z + Va2 + 1

3. La fonction f3 est définie par les expressions

{ f3(xz) = a?sin(L) siz #0
f5(0) =0

4. La fonction fy est définie par ’expression

falz) = ell.
Exercice d’entrainement 8.1 (Calculs de dérivées). Pour chacune des fonctions ci-dessous, donner son
ensemble de définition, étudier la dérivabilité de la fonction et calculer sa fonction dérivée.

1. La fonction f; est définie par I'expression
fi(z) = z°v/ 22 — 3z.
2. La fonction fo est définie par ’expression

fa(z) =

23cos(w)

3. La fonction f3 est définie par les expressions

{ fs(@) = a®In(|z|/[a]) si @ # 0
f3(0) =0

Exercice fait en amphi 8.1 (Opérations sur les dérivées). Soient f: I — Ret g: I — R des fonctions
définies sur un intervalle I de R d’intérieur non-vide. On suppose que f et g sont dérivables en xg.

1. On fixe des nombres réels A et p. Montrer que la fonction Af 4 pg est dérivable en xzy et déterminer
(Af + ng)' (o).
2. Montrer que la fonction fg est dérivable en zg et déterminer (fg)’(zo).

3. Soit u : J — R une fonction définie sur un intervalle J de R d’intérieur non-vide. On suppose que
u(J) C I. Soit tg un point de J. On suppose que la fonction u est dérivable en tg et que u(ty) = .
Montrer que f ow est dérivable en ¢ et déterminer (f ow) (to).

Exercice supplémentaire 8.1 (Théoréme de Darboux). 1. Soient @ < b des nombres réels. Soit
f :la,b] = R une fonction dérivable sur [a,b] telle que f'(a) < 0 et f'(b) > 0. Montrer qu’il existe
un nombre réel ¢ €a, b[ tel que f'(c¢) = 0. (Indication : faire un dessin.)

2. Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I d’intérieur non-vide. En utilisant la
question précédente, démontrer que f’(I) est un intervalle, c’est-a-dire que f’ vérifie le théoréme
des valeurs intermédiaires.



