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- 5 % $ .V H @ 2 * 2# . + . 4 2 5 % % W @ * 2# . + . 4 2 5 % 0 %XY + 2%) 0 % $ 2# . + $ @) Z % . 4 *

0 @) 4 * $% H * 2 $ 5 # 0 * V * [ .) H) . 6X % V # + \ .V H @ 2%) ; # 7 % 7 J % .V % 2) # $

] % 0 # A + & \; ] ,F K 2 *V . @ + 20 2 . 0 2 @ 7 8 * 0 8 0 2% V . 4^ % W @ * 2# . + 0 # + ^

Z *) # * 6X % 0F

_ % H) % 0 % + 2 2` . & $ .V HX % V % + 2 *) 8 , * H H) . * $ 5 % 0 2 . * 7) % 0 0 2 5# 0 H) . 6X % V

4 .) * 6# $ @ 6# $ ? % 3 # %) H * 2 $ 5F

• ' # ) 0 2 B @ 0 # + A * 0 % V # L + @ V %) # $ H .X 8 + .V # *X 0 .X Z %) * 6X % 2 . 7 % *X ` # 2 5 *

X *) A % 0 8 0 2% V . 4 % W @ * 2# . + 0 ` # 2 5a . * 2# + A H .# + 2 $ . %b $# % + 20F

• G % $ . + 7 B @ 0 # + A * 0 H % $#Y $ 0 H *) 0 % 6# Z *) # * 2% ) % 0 @X 2 *+ 2 * 7 * H 2% 7 2 . 2 5 %

$ .) ) % 0 H . + 7# + A % X # V # + * 2# . + H) . 6X % V F _ % *X 0 . 7# 0 $ @ 0 0 2 5 % 0 2 * 6# X # 2 8 . 4

2 5 % * H H) .c # V * 2% $ .V H @ 2 * 2# . + . 4 2 5# 0 ) % 0 @X 2 *+ 2F
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; H *) *V % 2) # $ 6# $ @ 6# $ H * 2 $ 5 # 0 2 5 % # V * A % . 4 * V * Hml

Φ : [0, 1] × [0, 1] → R
3

(t, u) 7→ Φ(u, v) =

(

Φ1(u, v)

Φ0(u, v)
,
Φ2(u, v)

Φ0(u, v)
,
Φ3(u, v)

Φ0(u, v)

)

Φ0, Φ1, Φ2, Φ3 *) % H .X 8 + .V # *X 0 . 4 6# 7 % A) % % (3, 3)F

- 5 % H * 2 $ 5 # 0 $ *X X % 7 ? n 3 # %) ` 5 % + Φ0(u, v) = 1F &C @) 5 8 H . 2 5 % 0 # 0 ,F

- 5 % 0 % H * 2 $ 5 % 0 *) % AX @ % 7 2 . A % 2 5 %) 2 . V . 7 %X 2 5 % 0 @) 4 * $% 0 @ 0 % 7 # +

\ .V H @ 2%) ; # 7 % 7 ] % 0 # A + & \F ; F ]F ,F



; 7 .V *# + # + 2 5 % HX *+ % # 0 ) % H) % 0 % + 2% 7 # + \F ; F ]F 6 8 2 5 % X # 0 2 . 4 2 5 %

$ @) Z % 0 % AoV % + 20 7 %X # + % * 2# + A # 20 6 .) 7 %) F - 5# 0 X # 0 2) % H) % 0 % + 20 *

` %X X L 7 %Y + % 7 7 .V *# + # 4 % * $ 5 0 % AoV % + 2# 0 4) % % . 4X . . HF
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\F ; F ]F 0 8 0 2% V 0 @ 0 % * 0 # V # X *) ) % H) % 0 % + 2 * 2# . + 4 .) Z .X @ V % 0F

_ 5 % + *X . . H # 0 7 % 2% $ 2% 7 B . + % 5 *0 2 . H %) 4 .) V * + % ` H *) *V % 2) # 3 * 2# . +

# + .) 7 %) 2 . A % 2 * 0 . $ *X X % 7 2) # V V % 7 0 @) 4 * $% H * 2 $ 5F



- 5# 0 H) . 6X % V # 0 . + % . 4 2 5 % V *# + 2 . H# $0 . 4 2 5 % 9 @) . H % *+ H) . [% $ 2

J ; K; K KF K 2 5 *0 6 % % + * 7) % 0 0 % 7 6 8 Z *) # . @ 0 * @ 2 5 .) 0 *+ 7 Z *) # . @ 0 V % *+ 0F

; V . + A V * + 8 * @ 2 5 .) 0 B X % 2 @ 0 W @ . 2% l

r *0 0 + %) B Z# * 0 % $ 2# . + 0 . 4 5# A 5 %) 7# V % + 0 # . + *X 0 HX # + % 0 B

1 .V % 8 %) B Z# * + @ V %) # $ *X $ .V H @ 2 * 2# . + 0 B

-F ] .s s % + *+ 7 $ . ` .) s %) 0 B Z# * ; H H) .c # V * 2% # V HX # $# 2# 3 * 2# . + B

; F J *X X # A . *+ 7t F G 2# X X V *+ B Z# * A % .V % 2) # $ *+ 7 0 8 V 6 .X # $

$ . V H @ 2 * 2# . + 0 4 .) * 0 @ 6 $X *0 0 . 4 H * 2 $ 5 % 0 B

/F uF u * Z . + % *+ 7 ; F J *X X # A . B Z# * * 0 *V HX # + A *X A .) # 2 5 V F
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P d h h fg { h | d d } Q S h f i g k

- 5 % 0 % 2 . 4 7 . @ 6X % H .# + 20 . 4 Φ 4 .) V * $ @) Z % B # + * ^ 7# V % + 0 # . + *X

H *) *V % 2%) 0 H * $% B $ 5 *) * $ 2%) # 3 % 7 6 8l
C = {(u, v, u′, v′) s.t. (u, v) 6= (u′, v′), Φi(u, v) = Φi(u

′, v′)}.

• _ % *0 0 @ V % u > u′ *+ 7 ` % X % 2l

u = u1 + l ; v = v1; u
′ = u1 ; v′ = v1 + h ;

h = lk ; m =
1

l
.



• _ % A % 2 N % W @ * 2# . + 0 . 4 V @X 2# 7 % A) % % (3, 3, 2, 3)l

Si :=
Φi(u1 + l, v1) − Φi(u1, v1 + lk)

l

2 5 * 2 ` % *X 0 . ` ) # 2% l

Ti := m2 ∗ Si(u1, v1,
1

m
, k)

# + .) 7 %) 2 . 7# 0 V # + # 0 5 # 20 2 . 2 *X 7 % A) % %F

; + % + @ V %) * 2# Z % 0 2 @ 7 8 0 5 . ` 0 2 5 * 2 \ # 0 * $ @) Z % . 4 V @X 2# L 7 % A) % %

(44, 44, 44, 44)F
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z ' # ) 0 2 B Z# * * + @ V %) # $ *X 0 .X Z %) & [ .# + 2 ` .) s ` # 2 5 /F uF u * Z . + % ,Bz G % $ . + 7 B Z# * *+ * 7 * H 2% 7 Z %) 8 0 H *) 0 % ) % 0 @X 2 *+ 2 *+ 7 * + @ V %) # $ *X

% Z *X @ * 2# . + . 4 * 7 % 2%) V # + *+ 2F

z - . ` *) 7 0 * $ . . H %) * 2# . + . 4 2 5 % 0 % 2` . * H H) . * $ 5 % 0F
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• - . $ .V H @ 2% 2 5 % $) # 2# $ *X H .# + 20 B ` % 0 % 2l

T4 := det([
∂T

∂v1

,
∂T

∂k
,
∂T

∂m
]) = 0.

• T4# 0 * H .X 8 + . V # *X . 4 V @X 2# 7 % A) % % (9, 8, 5, 8)# + (u1, v1, m, k).

• _ % 5 * Z % 2 . 0 .X Z % &+ @ V %) # $ *X X 8 , * 0 8 0 2% V . 4^ H .X 8 + . V # *X 0 # + ^

Z *) # * 6X % 0 l (T1, T2, T3, T4) = 0F

• K+ 5# 0 2 5 % 0 # 0 B /F uF u * Z . + % 7 % Z %X . H % 7 * 0 .X Z %) B 6 *0 % 7 . + V @X 2# Z *) # * 2%

? %) + 0 2% # + ) % H) % 0 % + 2 * 2# . + . 4 H .X 8 + . V # *X 0 B # 2# 0 * 7 * H 2% 7 2 . . @) 0 % 2 2# + AF



~ i �U g i R fS � k i � � d T

• - 5 % 6 *0 # $ H) # + $# HX % . 4 2 5# 0 0 .X Z %) B # 0 0 # V # X *) 2 . 2 5 * 2 . 4 2 5 % K u u 0 .X Z %)

. 4 G 5 %) 6) . .s % * + 7 u * 2) # s *X *s # 0F - 5 % 8 6 . 2 5 @ 0 % $ . + 2) .X H .X 8 5 % 7) . + 0F

• - 5 % 0 .X Z %) 0 H %) 4 .) V * 0 % W @ % + $% . 4 $ *) % 4 @X X 8 $ 5 . 0 % + 0 @ 6 7# Z# 0 # . + 0 * + 7

) % 7 @ $ 2# . + 0 2 . 7 % 2%) V # + % *Y + # 2% + @ V 6 %) . 4 Z %) 8 0 V *X X 6 .c % 0 ` 5# $ 5

V * 8 $ . + 2 *# + ) . . 20 . 4 2 5 % 0 8 0 2% V F

• - 5 % 0 % 0 .X Z %) 0 ) % X 8 . + H) . [% $ 2# . + 0 . 4 2 5 % $ . + 2) .X H .X 8 5 % 7) . + 0 . 4 2 5 %

A) * H 5 0 . 4 2 5 % % W @ * 2# . + 0 2 .) % 7 @ $% 2 5 % 7 .V *# + 4 .) % * $ 5 Z *) # * 6X %

# + Z .X Z % 7 # + 2 5 % H) . $% 0 0F



vw xy E z u) # + $# HX % . 4 2 5 %� � � H) . [% $ 2# . +



u * Z . + % <0 0 .X Z %) @ 0 % 0
• * H) % $ . + 7# 2# . + %) # + 0 H# ) % 7 6 8 # + 2%) Z *X *+ *X 8 0 # 0 B

• H) . $% % 7 0 2 . V @ $ 5 X % 0 0 0 @ 6 7# Z# 0 # . + 0 B $ .V H *) % 7 2 . K u uF

vw xy N z� � � ) % 7 @ $ 2# . + & * ,B . @) 0 .X Z %) & 6 ,



(a) (b)

vw xy ^ z % c $X @ 0 # . + & * , *+ 7 V @X 2# HX % ) % 7 @ $ 2# . + 0 & 6 ,



�� S R ~ � d k S g j h f R fg { k

_ % $ .V H @ 2% 7 2 5 % % c *V HX % 0 $ .) ) % 0 H . + 7# + A 2 . 2 5 % Y ) 0 2 2` . H) % 0 % + 2% 7

H# $ 2 @) % 0F
1 %) % *) % 2 5 % $ . .) 7# + * 2% 0 . 4 2 5 % $ . + 2) .X H .# + 20 4 .) 2 5 % Y ) 0 2 % c *V HX % B

2 5 % 8 *X 0 . H) . Z# 7 % 2 5 % $ . %b $# % + 20 . 4 2 5 % V * H Φ(u, v)# + 2 5 % ? %) + 0 2% # +

6 *0 # 0 . 4 6# L 7 % A) % % (3, 3)F



x=















1.718019 0.045451 1.220627 −8.437654

2.245235 0.572671 −0.528670 −1.472482

−2.706853 −3.948356 −0.572671 −2.245235

−2.565772 −4.284708 −3.824920 −1.718019
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y=















−5.030251 −3.145330 −2.801745 −4.636559

−3.561677 −1.676751 0.410812 1.075778

−2.077333 −0.843524 1.676751 3.561677

−1.994069 0.916993 3.530333 5.030251
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z=















1.935424 2.807696 0.101320 −2.755474

−0.227130 0.645141 −0.162758 0.015489

0.790476 −1.114797 −0.645141 0.227130

−1.779410 −0.718161 −2.442728 −1.935424
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vw xy > z 9 c 2) % V * H .# + 20 # + 2 5 % 7 . V *# + O B # + u, v



vw xy � z 9 c 2) % V * H .# + 20 . + 2 5 % 0 @) 4 * $% O



vw xy � z 9 c 2) % V * H .# + 20 # + 2 5 % 7 . V *# + E



vw xy � z 9 c 2) % V * H .# + 20 . + 2 5 % 0 @) 4 * $% E



��� � �!� � u1 v1 l k

�� � 5.1 5.7 5.3 5.5

�� � 2.5 1.9 2.4 2.2



�� �� �� � � u v u′ v′

u1 0.625524 0.302895 0.273844 0.754153

0.681597 0.0998794 0.166012 0.72042

v1 0.595082 0.310081 0.27086 0.727953

0.706713 0.0946811 0.168988 0.736224

l 0.574816 0.301324 0.260516 0.706247

0.744083 0.113855 0.18959 0.771738

k 0.584561 0.308121 0.267303 0.71729

0.73906 0.107815 0.184838 0.765172
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K+ .) 7 %) 2 . $ 5 *) * $ 2%) # 3 % 2 5 % 0 %XY + 2%) 0 % $ 2# . + $ @) Z % B 2 5 % *X A % 6) *# $

W @ % 0 2# . + *V . @ + 20 2 . %X # V # + * 2% l *+ 7 k# + 2 5 % 0 8 0 2% V . 4 N % W @ * 2# . + 0

(S1, S2, S3)F

9 * $ 5 % W @ * 2# . + Si 5 * Z % V @X 2# 7 % A) % % (3, 3, 2, 3)# + (u1, v1, l, k) � 6 @ 2 . + X 8

k3l2, k2l, l2, k, l, 1 7 . * H H % *) F _ % 0 % 2l
T := m2 ∗ subs(l =

1

m
, S)

*+ 7 A % 2 N H .X 8 + . V # *X 0 ` # 2 5 2 5 % � V . + .V # *X 0 l

k3, k2m, 1, km2, m, m2.



k

m

vw xy   z ; Z %) 8 0 H *) 0 % 0 @ H H .) 2
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• G % Z %) *X 4 *V # X # % 0 . 4 V @X 2# Z *) # * 2% ) % 0 @X 2 *+ 20 % c # 0 2F

• G .V % # V HX % V % + 2 * 2# . + 0 *) % * Z *# X * 6X % *0 t * HX % H * $s * A % 0

•V @X 2# ) % 0 B 0 % % 2 5 % ` % 6 H * A % . 4 A *X * * 7 * 2 K " : K; F

• 6# ) % 0 6 8 ; F ¢ 5 % 2 *+ B 0 % % 5# 0 ` % 6 H * A %F
•; 2 K G G; \ < => ` % HX * 8 % 7 ` # 2 5 . @) 0 H % $#Y $ 7 * 2 * *+ 7 A * Z % *) % $# H % 4 .)

V *s # + A *¤£ 5 .V % L V * 7 % ) % 0 @X 2 *+ 2¤¥F



" . ` B ` % 2 @) + 6 * $s 2 . 2 5 % # + # 2# *X W @ % 0 2# . + F _ % X % 2l

u = u1 + l ; v = v1 ; u′ = u1 ; v′ = v1 + h;

*+ 7 $ . + 0 # 7 %) 2 5 % 0 8 0 2% V . 4 N % W @ * 2# . + 0 l

Φi(u1 + l, v1) = Φi(u1, v1 + h) ; l 6= 0 ; h 6= 0,

` 5 %) % ` % ` *+ 2 2 . %X # V # + * 2% l *+ 7 hF

- 5 % 0 % N H .X 8 + .V # *X 0 # + l *+ 7 h *) % ` # 2 5 £ 0 % H *) * 2% 7 Z *) # * 6X % 0 ¥F

- 5# 0 # 0 * 0 H % $# *X 4% * 2 @) % B ` % X X 0 @# 2% 7 4 .) % c H) % 0 0 # + A 2 5 % # ) ? % 3 . @ 2# *+ *0

* 0 @ V . 4 2` . 0 # V HX %) 2%) V 0F

- 5# 0 X % * 7 0 2 . * 6 % 2 2%) $ . + 2) .X % 7 $ .V H @ 2 * 2# . + 0F



_ % . 6 0 %) Z % 2 5 * 2 2 5# 0 $X *0 0 . 4) % 0 @X 2 *+ 20 B ` # 2 5 £ 0 % H *) * 2% 7 Z *) # * 6X % 0 ¥ B # 0

*X 0 . ` %X X 0 @# 2% 7 4 .) 2 5 % 0 2 @ 7 8 . 4# + 2%) 0 % $ 2# . + 0 6 % 2` % % + 2` . H *) *V % 2) # $

Z *) # % 2# % 0F

; 0 4 *) *0 ` % s + . ` B 2 5# 0 5 *0 + . 2 6 % % + $ . + 0 # 7 %) % 7 6 % 4 .) %F

_ % 0 2 *) 2% 7 B ` # 2 5 rF ? @ 0 n *+ 7t F 9 X s * 7# B 2 . *+ *X 8 3 % # 2 4 @) 2 5 %) F



g f � d ¡ d¦ i Q h fS g

\ . + 0 # 7 %) 2 5 % 0 8 0 2% V . 4 N H .X 8 + . V # *X 0 . 4 6# L 7 % A) % % (m, n)

f1(x) + g1(y) ; f2(x) + g2(y) ; f3(x) + g3(y).

C + % $ 5 % $s 0 2 5 * 2 2 5 % ? % 3 . @ 2# *+ Bez(x, y, x1, y1)# 0 % W @ *X 2 .

det(f(x) + g(y),
f(x) − f(x1)

x − x1

,
g(y) − g(y1)

y − y1

).

K 2 $ *+ 6 % ` ) # 2 2% + *0 2 5 % 0 @ V . 4 2` . 0 # V HX %) 2%) V 0F

K 2# 0 0 8 V V % 2) # $ # + (x, y) *+ 7 (x1, y1) *+ 7 5 *0 V @X 2# L 7 % A) % %

(m − 1, n − 1, m − 1, n − 1)F

? 8 V @X 2# L X # + % *) # 2 8 B 2 5 % $ . % b $# % + 20 . 4 2 5 % ? % 3 . @ 2# *+ *) % 0 @ V 0 . 4 (3, 3)

V # + .) 0 . 4 2 5 % V * 2) # c . 4 $ . % b $# % + 20 . 4 f + gF



P1 := a3 ∗ y3 + a2 ∗ y2 + a1 ∗ y + a6 ∗ x + a5 ∗ x2 + a4 ∗ x3;

P2 := b3 ∗ y3 + b2 ∗ y2 + b1 ∗ y + b6 ∗ x + b5 ∗ x2 + b4 ∗ x3;

P3 := c3 ∗ y3 + c2 ∗ y2 + c1 ∗ y + c6 ∗ x + c5 ∗ x2 + c4 ∗ x3.

M := matrix(3, 6, [a, b, c]) ; det(submatrix(M, (i, j, k)).

•C + X 8O � 0 @ $ 5 V # + .) 0 7 . * H H % *) # + 2 5 % % c H) % 0 0 # . + . 4 2 5 % ? % 3 . @ 2# *+ F

_ % 7 % + . 2% 2 5 % V 6 8 ei *+ 7 e−iB #¨§ O F F   B 2 *s # + A # + 2 . * $ $ . @ + 2 2 5 %

0 8 V V % 2) # $) %X * 2# . + 6 % 2` % % + x *+ 7 yF



• - 5 % ] # c . + ) % 0 @X 2 *+ 2# 0 2 5 % 7 % 2%) V # + *+ 2 . 4 * (8, 8)V * 2) # c F

K 2# 0 * H .X 8 + .V # *X . 4 2 . 2 *X 7 % A) % % E^ # + 2 5 % $ . %b $# % + 20 . 4 f *+ 7 gF K 2

# 0 *X 0 . * H .X 8 + .V # *X . 4 7 % A) % % � # + 2 5 % O � Z *) # * 6X % 0 ei *+ 7 e−i � ` # 2 5

O > � N 2%) V 0F

_ % A % 2 2 5 % 4 .X X . ` # + A V * 2) # c B # 4 ` % $ 5 . .0 % 2 5# 0 .) 7 %) % 7 0 @ H H .) 2l

[x2, x, x2 ∗ y, x ∗ y, x2 ∗ y2, x ∗ y2, y, y2].
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
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















−e−7 −e−4 −e−8 −e−5 −e−9 −e1 0 0

−e−4 −e−3 −e−5 −e−2 −e1 −e−6 0 0

−e−8 −e−5 −e−9 −e1 0 0 −e6 −e−1

−e−5 −e−2 −e1 −e−6 − e6 0 −e−1 −e2 −e5

−e−9 −e1 0 0 0 0 −e−1 −e9

−e1 −e−6 0 −e−1 0 −e9 −e5 −e8

0 0 −e6 −e2 −e−1 −e5 −e3 −e4

0 0 −e−1 −e5 −e9 −e8 −e4 −e7
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(u, v)© P h T Q � h Q T d k

K+ . @) # + # 2# *X H) . 6X % V B ` % 5 * Z % 2 . 0 @ 6 0 2# 2 @ 2% 2 . 2 5 % ai, bi, ci 2 5 %
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