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Abstract

Les résultats ci-dessous ont été obtenus en collaboration avec Pavel Plotnikov ([10],
[11]), et montrent notamment que les opérateurs pseudo-différentiels sont particulierement
utiles dans la résolution de certains problemes classiques d’hydrodynamique. On considere
ici le probleme des vagues a la surface libre d’une couche infinie de fluide incompressible
en écoulement potentiel, en I’absence de tension de surface et ot I'on cherche les patterns
périodiques, non symétriques par rapport a la direction de propagation. On définit le
couple d’amplitudes (g1, £2) relatives aux deux vecteurs d’ondes (K1, K2) non résonants, qui
vérifient ’équation de dispersion et qui engendrent le réseau périodique de vecteurs d’ondes.
On commence par donner le développement asymptotique formel des vagues périodiques
solutions en puissances de (e1,£2) (qui bifurquent au voisinage d’une surface libre plate) et
on montre 'occurence d’un probleme de petits diviseurs (& cause de 'absence de tension de
surface). Pour utiliser le théoréme des fonctions implicites de Nash-Moser, ceci nous oblige
a savoir inverser un certain opérateur différentiel linéaire d’ordre 2, contenant 'opérateur
de Dirichlet-Neumann. Le terme d’ordre 2 vient de la double dérivation dans la direction
du champ de vecteurs périodique, donnant la vitesse horizontale des particules de fluide.

On montre comment obtenir le difféfomorphisme du tore, dont le nombre de rotation
satisfait une condition diophantienne, et qui permet de simplifier suffisamment 1’opérateur
différentiel précédent. On peut alors lui appliquer une méthode de moyennisation, utilisant a
fond les techniques pseudo-différentielles, et qui permet d’inverser cet opérateur. On montre
alors l'existence de solutions pour des valeurs du couple d’amplitudes (le long de chaque
vecteur d’onde de la base) dans un ensemble du quart de plan, de mesure asymptotiquement
pleine en 0.

Combien ont disparu, dure et triste fortune ?
Dans une mer sans fond, par une nuit sans lune,
Sous l'aveugle océan a jamais enfoui ?
Oceano Nox (Victor Hugo)

——AMS: 76B15; 47J15; 35515; 76B07
mots clé: nonlinear water waves; small divisors; bifurcation theory; pseudodifferential oper-
ators; travelling gravity waves; asymmetric 3D waves; rotation number

1 Le probleme des vagues

On s’intéresse aux ondes progressives a la surface d’une couche infinie de fluide parfait incom-
pressible, qui se propagent a la vitesse ¢ = —cu ou ¢ > 0 et u désigne un vecteur unitaire
horizontal (voir la figure 1). On suppose I’écoulement irrotationnel, le potentiel étant noté ¢
et étant défini & une constante additive pres. Choisissant les échelles L (précisée plus loin) et
¢ respectivement pour les longueurs et les vitesses, dans le référentiel en mouvement suivant
I’onde, la vitesse relative des particules de fluide est alors indépendante du temps et donnée par
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Figure 1: Domaine de I’écoulement

Ve+u. Notons X = (21, x2) les coordonnées horizontales, z la coordonnée verticale ascendante,
et z = n(X) Péquation de la surface libre. Les équations d’Euler se réduisent & écrire le systeme
suivant

Ap =0 pour z < n(X), Vo o 0, (1.1)

z——

avec les conditions aux limites suivantes en z = n(X)

0
Vi (u+ Vg) - 55 = 0, (1.2)
\V4 2
V(p—i-(Tw)—i—/m = 0. (1.3)

La condition (1.2) exprime que la vitesse relative (u + Vx, g—f) est tangente a la surface.
L’intégrale premiere de Bernoulli des équations d’Euler mise sous forme adimensionnelle dans le

référentiel relatif 5
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donne la pression p dans tout le domaine fluide. Alors, la condition (1.3) exprime que la pression
est continue A la traversée de la surface (absence de tension de surface). Le paramétre p est sans

dimension (carré de I'inverse du nombre de Froude) défini par
w=gL/c*

On observe que ce systéme admet la solution (¢, n) = 0, qui représente la situation d’une surface
libre plate et horizontale, le fluide étant au repos. Dans ce qui suit, nous nous intéressons aux
vagues périodiques dans deux directions horizontales. La figure 2 montre, d’une part des vagues
obtenues expérimentalement par Hammack, Henderson, Segur [7], d’autre part 3 trains de vagues
périodiques obtenues a I’aide des formules décrites plus loin, la premiere étant symétrique par
rapport a la direction de propagation, les deux derniéres étant non symétriques.

Le probléme des vagues a été étudié notamment par Stokes en 1847 [18] dans le cas bidi-
mensionnel (périodique dans une seule direction horizontale, et indépendant de la direction
transverse), ou il a calculé le développement en série de puissances de lamplitude, jusqu’a
Pordre 3. C’est un calcul analogue (en beaucoup plus simple) a celui fait a la section 3 ci-apres.
Les premieres preuves mathématiques de l’existence de solutions périodiques bidimensionnelles
sont dues & Nekrasov [14] et Levi-Civita [13]. Les résultats concernant le cas tridimensionnel
(périodique dans deux directions horizontales), sont venus bien plus tard, tout d’abord de fagon
formelle [4], [17], puis la premiere preuve d’existence des vagues de gravité - capillarité (donc
en présence de tension de surface) en 1981 par Reeder et Shinbrot [16] utilisant la méthode de



Figure 2: Exemples de vagues périodiques

Lyapunov - Schmidt, avec certaines conditions de non résonance. Ensuite notamment Craig-
Nicholls [2] utilisent une méthode variationnelle qui s’affranchit des conditions de non résonance
et obtiennent un théoréme d’existence plus général, mais moins précis. Enfin Groves-Haragus
[6] utilisent la méthode de ”dynamique spatiale” ol une direction horizontale joue le role du
temps et ou on impose seulement dans une direction transverse la périodicité des vagues. Les
vagues périodiques dans deux directions horizontales sont un cas particulier des vagues dont ils
obtiennent 'existence. Quelle que soit la méthode utilisée, tous ces travaux mentionnent le role
essentiel de la tension de surface pour obtenir le théoreme d’existence. En fait, la présence de
tension superficielle introduit le terme de courbure

. Vn
~bdiv ((1 T Vn2)1/2)

dans le membre de gauche de 1’équation (1.3), proportionnel au laplacien de n pour le probleme
linéarisé (b = T/pLc? ot T est la tension de surface, et le nombre de Weber b est un parameétre
sans dimension). La tension de surface est en fait trés petite dans les situations physiques
usuelles et il est raisonnable de s’en affranchir afin d’éviter de n’obtenir un résultat d’existence
que pour des vagues tres petites seulement valides pour un domaine tres réduit de ’espace des
parametres, dépendant de la petitesse de b. Comme on le verra plus loin, on est alors confronté
a un probleme de petits diviseurs, et pour obtenir un résultat d’existence on est amené a utiliser
des techniques d’analyse plus lourdes. L’exposé qui suit est basé sur les deux (épais) articles
[10], [11] et se concentre sur les méthodes utilisées pour prouver les résultats. On ne présente
pas ici les détails, notamment pour les estimations.

1.1 Fonctions périodiques

On s’intéresse aux solutions (¢,n) périodiques en X. Pour cela on définit un réseau I' de
longueurs d’ondes
I’ = {)\ =M1 + Moy : m; € Z}

ot Aj € R?, j = 1,2, et le réseau dual I' de nombres d’onde

I'= {k: ni1 K1 +naKs: n; € Z, )\j K= 271'(5]'1}



ot K; € R?, j =1,2. Dans la suite, la base de I' est définie par
Kl = (LTl)a K2 = )‘(1) _7-2)5

ot A > 0, et 7; > 0, j = 1,2 mesurent les angles que font K; et K, avec 'axe des z1, et
ou, fixer a 1 la premiere coordonnée de K1, revient a choisir 1’échelle des longueurs L. Ainsi le
développement de Fourier d’une fonction u périodique s’écrit

u(X) = Z Ue® X
ou k - X désigne le produit scalaire de deux vecteurs de R? et
Uy = |Q|—1/2/ u(X)exp(—ik - X)dX, |Q| =4r*{\(r1 +72)} "
Q

olt 2 est le parallélogramme construit avec A1, A2. Pour m > 0 on note H™(R?/T”) I'espace
de Sobolev des fonctions de X € R?/I” qui sont de carré intégrable, ainsi que leurs dérivées
partielles jusqu’a I'ordre m, sur la période 2 et on choisit la norme hilbertienne

ol = {371+ [k)>™ @} .

kel

1.2 Formulation de base

En choisissant (suivant V.E.Zakharov [19]) comme inconnue U = (3, 7) ou ¢(X) = (X, n(X)),
le systéme précédent se ramene a un systeme de deux équations scalaires. Pour cela on utilise
I'opérateur de Dirichlet-Neumann G,,, défini par (suivant [12])

1/2 dy dp
22 om0y = =2 V-V
dn|z*n(X) 0z |l z=n(x) hVXe

gn“/’ = (1 + (VU)2)
ou n est la normale a 3 extérieure au domaine fluide, et ¢ est la solution du probleme de Dirichlet
Ap =0 pour z <n(X), ¢lopx) =¢, Vo —_ 0.

Le systeme (1.1, 1.2, 1.3) s’écrit alors sous la forme suivante, avec p1 > 0,u € $;

F(U,p,u) =0, F=(F,F) avec U = (¢h,n),

FiUu) = :Gy(¥) —u-Vn=0, (1.4)

(V)2

2 2(1 + (Vn)2){vn' (VY + u)}2 =0, (L.5)

Fo(U,pou) = tu-Vip+pun+

U € H™(R*/T') = H"(R*/T") x H™(R?/T"),

ot H*(R?/T") désigne les fonctions périodiques de moyenne nulle (le potentiel est défini & une
constante additive prés). On peut montrer le Lemme suivant (voir [3], [2], [12], [8], [5], [10])

Lemme 1.1 Pour tout m > 3, Uapplication

(U, py0) = F(U,p,u) est O :H™R*/T') x R x S; — H™HR?/T)



au voisinage de {0} x R x S;. Soit la famille d’opérateurs linéaires T, définis par
TLUX)=U(X +v),
qui représente les translations du plan. Alors, Uapplication F(-, p,u) commute avec Ty :
T,F (U, p,u) = F(LU, p, ),
et commute également avec la symétrie Sy définie par
(SoU)(X) = (=¥ (=X), n(=X)).

Enfin, il existe M3 > 0, tel que si ||U||s < M3 et |u| < Ms, F vérifie pour tout m > 3 Uestimation
(77tam677)
F U, gy W)l -1 < €m (M3)[|U][m,

o ¢y, ne dépend que de m et Ms.

1.3 Méthode et résultats

Apres I'étude du systeme linéarisé a l'origine, qui fournit I’équation de dispersion et les con-
traintes pour le choix des vecteurs d’onde formant la base {K7, K2} du réseau I', on fournit &
la section 3 un développement formel en puissances de deux amplitudes (e1,e2) d’une (famille
de) solution(s) (¢, 7, u,u) du systeme (1.4, 1.5). Ce développement fait apparaitre un probléme
de petits diviseurs, et en le tronquant & 'ordre |e|V, ce développement fournit une solution ap-
prochée (a cet ordre) du systeme (1.4, 1.5), qui sert & démarrer le processus itératif de la méthode
de Newton, comme il est d’usage pour le théoreme des fonctions implicites de Nash-Moser. On
est alors confronté au probleme de l'inversion de la différentielle en un point variable, dépendant
des itérés successifs.

En notant V' le champ de vecteurs projection horizontale du champ de vitesses des particules
de fluide & la surface libre, alors ’étude de la différentielle du systéme (1.4, 1.5) au voisinage de
0 (voir section 4) revient a étudier un opérateur différentiel du second ordre de la forme

-7 (3960)) + Gyfo0). (16)

ou J est I'opérateur de dérivation le long du champ de vecteurs V' périodique, proche de uy =
(1,0), a est une fonction scalaire périodique voisine de p, et G, est 'opérateur pseudodifférentiel
de Dirichlet-Neumann d’ordre 1 (& coefficients périodiques). Montrer comment on inverse cette
différentielle est 'objet principal de ces notes.

On commence a la section 5, par rendre constants les deux termes de dérivation principaux
de la différentielle, en utilisant un difféomorphisme du tore Y — X (V') qui redresse notamment
le champ de vitesses V' (qui dépend du point de linéarisation) et fait apparaitre le nombre de
rotation p de ce champ sur le tore. Ceci signifie qu’on se limite aux cas ol les courbes intégrales
du champ V forment un feuilletage du tore R?/T” (équivalent au feuilletage du flot géodésique
avec la métrique de Jacobi sur la surface libre donnée par

ds® = (1/2 - pn(X))Q(X)dX - dX

ot Q(X) est la matrice de la premiere forme fondamentale de la surface libre (définie en (4.2))
(voir ’Appendice I de [10] pour les détails). Dans le cas de vagues symétriques par rapport a
la direction de propagation ug (71 = 72, A = 1, et amplitudes égales le long des vecteurs d’onde
Ky, K3), on a p = 1 et Dexistence de ce feuilletage résulte des propriétés de symétries de la



solution (voir sous-section 5.3 ci-apres et [10]). Dans le cas non-symétrique, p est un irrationnel
inconnu a priori.

Une contrainte supplémentaire sur le difféomorphisme est qu’il rende constant le terme de
dérivation d’ordre 1 dans l'opérateur de Dirichlet - Neumann, dominant dans une direction
transverse a V. On montre alors que le difféomorphisme est solution d’une équation fonctionnelle
non linéaire de la forme

, 1/3
0y, X + Oy, X — (M> F(X) =0,

14

ol F' est une fonction (2 composantes) connue en termes de (¢(X),n(X), p,u). On ajoute cette
équation au systéme (1.4, 1.5). On a ainsi & résoudre finalement un systéme ”étendu” (voir
section 5) ot les inconnues sont 1, , X, p, v, u, u (direction de propagation des vagues), exprimées
en fonction de (g1, 2). En fait, on remplace momentanément le paramétrage par les amplitudes
(e1,€2), par un paramétrage par le couple des deux scalaires qui arrivent naturellement avec
le difféomorphisme X, a savoir le nombre de rotation p du champ de vecteurs V, et v qui est
le coefficient de proportionalité entre les coefficients des deux termes principaux de dérivation
de la différentielle. Inverser la différentielle du systeme ”étendu” au voisinage de la solution
approchée (déduite du développement formel mentionné plus haut) est 'objet des sections 6,
7 et 8. La section 6 montre que l'introduction de I’équation fonctionnelle supplémentaire a
effectivement simplifié I’équation différentielle du second ordre a résoudre, faisant apparaitre un
opérateur principal a coefficients constants. L’opérateur a inverser est ainsi de la forme

vD? +pD + &1 + &g + £,

ou D = 0y, + pOy,, p est une fonction périodique de norme petite, 'opérateur pseudodifférentiel
®; qui est d’ordre 1 provient de l'opérateur de Dirichlet - Neumann dont le coefficient du
terme de dérivation 0y, est devenu égal a 1, et les opérateurs pseudodifférentiels &g et £_; sont
respectivement borné et d’ordre —1. La section 7 est consacrée a la "méthode de descente” qui
utilise abondamment les techniques d’opérateurs pseudodifférentiels développées dans les notes
de G.Lebeau, afin de trouver un difféomorphisme qui permet de supprimer ou moyenner les
opérateurs non constants apparaissant aux ordres principaux dans l'opérateur ci-dessus. Cette
méthode introduite dans I’étude des ondes stationnaires (périodiques en temps et en la dimension
horizontale) [15], [9], est également utilisée avec succes pour 1’étude des vagues périodiques en
deux directions horizontales [10], [11]. D’une fagon générale, cette méthode est bien adaptée aux
cas des opérateurs a caractéristiques doubles.

On aboutit ainsi & un opérateur linéaire dont on peut controler l'inverse, grace & un choix
approprié des parametres (p, ), dont une hypothese diophantienne sur le nombre de rotation p
(voir le Théoreme 8.4). On peut alors enfin utiliser le théoréeme de Nash-Moser pour montrer
I'existence d’une solution au voisinage de la solution approchée, pour des valeurs de (¢2,e3) C
R*2 ayant 0 comme point de Lebesgue (voir le Théoreme 9.1).

2 Systeme linéarisé a l’origine
La linéarisation & l'origine du systeme (1.4, 1.5) avec p = u,, u = ug donne Lo U = 0 avec

_. Q(O)wfumvn o ~(0) o AN/2
EOU.< o - Vb + 1.1y on G = (-A)"/7 (2.1)

est l'opérateur de Dirichlet-Neumann qui correspond a une surface X plate. Le développement
en série de Fourier du systeéme (2.1) donne pour tout k € T’

K[ty — i(k - o)l = i(k - uo)dhy + pTiy = 0,



ce qui conduit a la relation de dispersion
ACK, 10, 10) = 1 JK] — (K - 10)? = 0. (2.2)

Sans restreindre la généralité on peut choisir les vecteurs K1 = (1,71), Ko = A(l,—72) et
uy = (1,0) (invariance du systéme par les rotations du plan), satisfaisant 1’équation de dispersion
(2.2). Ceci implique

cos 01 1 A2

, e =cosl] = —— = —— 2.3
a R TR 23)

ou 7; = tan ;. Noter qu’on a deux paramétres libres dans le probléme: 71, 79, puisque
) b

A\ =
cos 05

1/2
14 72
2\—1/2 2
/j/c:(1+T1) /a)‘:(1+7_%) .
Dans la suite on fait 'hypothése de non résonance suivante
Hypotheése 2.1 Les seules solutions k € T' de la relation de dispersion (2.2) sont 0, £K1, £ K>.

Cette hypothese correspond pour le couple (71,72) & éviter de se trouver sur un ensemble
dénombrable de courbes algébriques du plan. Pour I'opérateur linéaire £y nous avons alors un
noyau de dimension 4 engendré par

R _
gKl = (Zv _)eZKl X7 Cle = §K17
C
C A KX =
§K2 = (Zv —)6 ’ <7K2 = §K2'
C
Remarque 2.2 Lorsque 71 = T2, on a A = 1 et |K;1| = |K2l, alors T et IV sont des réseaux

(duauz) de losanges. Dans ce cas pour tout entier I, si 7 =1 ou 1/1, alors le noyau de Ly est
de dimension infinie. Ce sont des cas de "complete résonance”. L’hypothése 2.1 évite ces cas
pathologiques.

3 Solution sous forme de développement asymptotique
On montre le théoréme suivant
Theoréme 3.1 On suppose que (11, 72) satisfait I’Hypothése 2.1 de non résonance, pour l’équation

de dispersion (2.2). Alors, pour (e1,e2) € R? on a une solution formelle de (1.4), (1.5), sous
la forme du développement asymptotique suivant

U = (¥,n)= Z eNedUpq, W impair, n pair en X,
p+q=>1
L= p— e =aie] + ases + O{(e3 +£3)%},
2
w
w o = u_uoz(wlaw2)a w1 :_72 +O(W3)
wy = Bie]+ Baes + O{(e] +€3)°},
. 2
Uww = (g, tCk, = (=2sinK; - X),—cos Ky - X), Up1 = Cry TC Ky
73‘1/2qu = (71):0qu7 73\2/2qu = (*l)quq.



De plus, on a un tore de solutions translatées, données par {T,U;v € R%}, et les fonctions
Upq et coefficients aj, 3; sont des fonctions analytiques explicites de (11,72). Les paramétres de
bifurcation i et w sont sous la forme de séries formelles de €3 et 3. Enfin, pour 71 = 7o (réseau
T de losanges), et pour e1 = €2 on a w = 0 (la direction de propagation est suivant l'aze des
.Tl).

Preuve. On utilise la méthode de Lyapounov-Schmidt formelle. Pour cela on écrit le
systéme (1.4,1.5) sous la forme

LoU + pnLiU + EQ(UJ, U) +N2(U, U) +N3(U, U, U) +..=0, (31)

on U = (¢,m), B = pu—p., w = u-—ug et ol on fait apparaitre les termes de per-
turbations linéaires (L1U + La(w,U)) et non linéaires (quadratique en U : Ny(U,U), cu-
bique: N3(U,U,U)...). On décompose l’espace, suivant le noyau (de dimension 4) de Lo, et
le supplémentaire orthogonal dans HY(R?/I") :

U=W+V, WekerLy, W= A(y, + By, + ACx, + B,

et on note Py la projection définie par W = PyU. L’idée est de résoudre tout d’abord la
composante du systeme (3.1) orthogonale & ker Lo, par rapport & V en fonction de (W, i1, w),
puis de reporter le résultat dans la composante du systeme sur ker Ly, ce qui donne un systeme
de 2 équations complexes pour (A, B) (et les complexes conjuguées). L’opérateur linéaire Ly est
formellement inversible sur (ker £o)*, mais il est non borné & cause d'un probleme de petits
diviseurs (expliqué plus bas). L’analyticité du systéme (3.1) par rapport & (W + V, i, w) nous
permet seulement d’obtenir V' sous la forme d’une série formelle de ”puissances” de (W, i, w), et
le systeme réduit sur ker £y sous la forme de développements en puissances de (A4, B, A, B, i, w).
Il est alors fondamental d’utiliser les invariances du systéme (3.1) par les symétries 7y et Sy afin
de montrer la simplicité de la structure du systéme des 2 équations complexes finales.

Etudions tout d’abord l'inverse de Lg. Le systeme LoU = F = (f, g) se résout formellement
en passant par les séries de Fourier:

1 =~ ke 75 05 b
U - M—lmZUkekxv Uk:(’l/)kvnk)a 1/}0:0’
kel
1 S N ~ ~
Fo= |Q|—1/22er“‘x, Fic = (i @), fo =0,
kel

Ainsi, pour {k-up}? — p.|k| # 0, i.e. par hypothese pour k # 0, + K7, +K>, on obtient

- pofe+ilk-wo)ge . i(k-ug)fi — |K|Gi
1/}k - - g y TNk = ( 2 | | ) (32)
(k-ug)? — p.|k| (k-uo)? — p.|K|

et pour k=0

~ 1
1/1 = 0? /ﬁ = _/g\Oa
0 o=

C

pour k = £ K, + K5, on doit satisfaire la condition d’orthogonalité a ker Ly, PoF =0 :

(F,CKI) = (FaZKl) = (FaCKz) = (FaZKz) =0
c’est & dire _ N
pefrr, Tig+r, =0,  pofrr, T iAg+r, = 0.

Le pseudo-inverse Za 1 de Lo est alors défini de facon unique si on fixe U tel que

(Uv CKl) = (UaZKl) = (Ua CKQ) = (U7EK2) =0.



On observe dans (3.2) que la quantité au dénominateur (qui s’annulle pour k = K7, £ K>)
peut prendre des valeurs aussi petites qu’on veut lorsque k varie dans I'. C’est ici qu’apparait
le probléeme de petits diviseurs (voir plus loin le Théoreme 6.2).

Remarque 3.2 Si on garde la tension de surface, alors dans l’équation de dispersion, un terme
k| apparait, qui domine les autres termes pour |k| grand. Il en résulte que la méthode ci-dessous
n’est autre qu’une adaptation du théoreme des fonctions implicites dans le cas analytique, ce qui
fournit un théoréme d’existence (par exemple [16]). Dans notre cas, cela ne donne malheureuse-
ment qu’un développement formel.

La résolution formelle de (I — 7Pg)(3.1) par rapport a V, donne une série formelle unique en
puissances de w, i, A, A, B, B, que l'on écrit

V =V(ii,w, A, A B,B).

L’unicité de cette série, I’équivariance du systeme (3.1) par les symétries 7, et Sp, et la commu-
tativité de Py avec ces symétries, donnent les identités suivantes
TV(fiw, A, A, B.B) = V(ji,w, Ae'™Y, Ae™ Y, BV, Be~te),
SoV(ii,w,A,A,B,B) = V(ii,w,A, A, B,B). (3.3)

La partie principale de V est alors donnée par

Vo= —Ly'No(W, W)+ O{(|] + [w W] + [[W][*}, (34)
*EalNQ(W, W) = A262iK1‘XU2000 + 226_2iK1‘XU2000 + ABei(KlJ'_Kz)‘XUlolo +
+ABe! K=K X710+ + ABe!F1 =K X7 o 4+ ABe K+ K2) X7 o o
+ B2 K X Uyo0 + B e 2 K2 X 109,
ou les vecteurs coefficients Upqrs sont des fonctions analytiques explicites de (71, 72). Remplagant

maintenant V par V(ji,w, A, A, B, B) dans la projection sur le noyau, Py(3.1), du systeme (3.1),
on obtient deux équations complexes

f(ﬁ,w,A,Z,B,F):O, g(ﬂawaAaZaBaF):()? (35)

pour lesquelles, ’équivariance du systeme (3.1) par les symétries 7, et Sp, conduit aux relations
suivantes, pour tout v, A, B, fi,w :

f(‘a,w,AeiKl.v,ZefiKl.v,BeiKg.v7§efiK2.v
g(ji,w, A1 Aem Y Betkav Bem iy
f(ﬂawaZaA)E)B
g(ﬂ,w,Z,A,E,B

) = efVf(i,w, A A B,B)
) = €e2Vg(ii,w, A, A, B,B)
) = f(i,w, A A, B,B)
) = g(i,w,A A B, B).

Les vecteurs K et Ky étant linéairement indépendants, il en résulte que (3.5) prend la forme
suivante

A¢y (i, w, |A]%,|BI?) = 0, Boy(fi,w,|A]%,|B]*) =0

ol ¢, et ¢, sont a valeurs réelles. Les solutions qui nous intéressent sont celles o A et B # 0
vérifient

Qﬁl(ﬁ,w,&"%,&'%) =0, ¢2(ﬁ’wa€%a52) =0,



T1=0.5, T, =1, g =0.1, g, fa1=1

Figure 3: Solution calculée & 'ordre quadratique

ol on a noté |A| = e1, |B| = e3. La partie principale de ce systéme s’écrit

Mi —2(K; -w)+ alsf + blsg +.. =0 (3.6)
(&

m 2

‘Ll,ﬁ - X(KQ w) + a2€§ + ng% +... = 0,

ou
a1 = i?,bg = )\6a1,b1 = )\20,2,
c
et I’expression analytique (compliquée) de ag est donnée dans [11]. La résolution formelle de (3.6)
par rapport & (fi,w) en puissances de (¢2,2) donne le théoreme 3.1. Le fait que pour 71 = 79
et €1 = g2 on ait w = 0 résulte dans ce cas de la symétrie supplémentaire S; représentant la
symétrie par rapport a Oz :
Sl(U7 M’w) = (U7 22 —W),

qui commute avec le systéme (1.4, 1.5). L’invariance de la solution par &; entraine que w = 0.
[

Si on se donne (71,72,€1,€2) et qu'on retient les termes du développement de 7 jusqu’a
Pordre quadratique, on peut obtenir les exemples montrés a la Figure 2 et a la Figure 3.

4 Différentielle de F = (Fy, F2)(U, u,u)

Comme nous faisons face a un probleme de petits diviseurs, nous allons utiliser le théoreme des
fonctions implicites de Nash-Moser. Celui-ci fait intervenir la méthode de Newton pour approcher
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la solution, ce qui nécessite d’inverser la différentielle en tout point voisin de l'origine. Afin
d’éviter toute ambiguité dans la recherche de la solution (dans la famille de solutions translatées),
nous imposons a celle-ci d’étre invariante par Sy, c’est a dire ¢ impair et n pair en X, ce qui
correspond a la forme asymptotique de U donnée au théoréeme 3.1. On cherche donc U dans
I’espace

ey ={U e H™(R?*/T") : SoU = U }.

Un champ de vecteurs important dans la suite est la projection horizontale V' du champ de
vitesses des particules de fluide:

V=u+Vy—-bVnp=Q '(u+Vy), b |2{vn~ (u+ V) =V -Vn, (4.1)

- 1
C1+1|Vn

ol Q(X) est la matrice de la premieére forme fondamentale de la surface (en coordonnée X)
définie par
Q=0+VnxVn. (4.2)

On montre alors que la différentielle de F par rapport a U est de la forme

QW F (U, p, ) [6U] = Ly u(U)[0¢, 6n) + R(F, U, p, w)[0U], (4.3)
olt 6U = (09, on) € H{g) (R?/T), et
0 = 01 — bon, (4.4)
et ol opérateur linéaire symétrique £, «(U) est défini par
(G, T
E#yu(U) - ( j a ) ’ (45)
J=V-V(), J*=-V-(V()), a=V -Vb+y, (4.6)

et ou le reste R est identiquement nul lorsque U est solution de F; = 0.
Inverser £, 4(U) est équivalent a résoudre par rapport a d¢, ’équation du second ordre

1
= (3T69)) +6,(60) = h € 3 (B2 (4.7
qui devient, en U = (¢,n) =0, u = ., et u=ug

{1 (00,)2 + (=A)V2}(60) = h

ce qui n'est autre que 1'équation de dispersion (2.2) apres passage en Fourier.
Démonstration de (4.3)-(4.5): On a tout d’abord (notations évidentes)

duF1[6U] = 0yGylonl + Gy (6) —u - V(dn),
duF[6U] = V -V(0) + pdn+ {b°Vn — b(Vep 4+ )} - V(6n)
= V-V(66)+ adn.

On utilise alors la formule (voir par exemple [12]) donnant la différentielle de G, :

OnGnlonly = =G, (¢on) + V - {(CVn — Vy)dn}, (4.8)
avec 1 ]:
¢= m{gnlﬁ‘i‘vn'vw}:b‘i‘w,
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et en remplacant ¢ par b dans (4.8), on obtient les termes G, (0¢) — V - (Vén) pour 9y Fi1[0U].

L’équation différentielle (4.7) est & coefficients périodiques, et pour la résoudre, il est nécessaire
de la simplifier en utilisant, d’une part un changement de coordonnées, i.e. un difféomorphisme
du tore, d’autre part un changement de variables, portant sur d¢ et sur h.

Plus généralement, la méthode qu’on utilise dans la suite est particulierement efficace lorsque
Popérateur différentiel & inverser, a sa partie d’ordre 2 sous la forme d’une dérivée seconde suivant
la direction d’un champ de vecteurs, dont les courbes intégrales forment un feuilletage du tore.
Une fois les 2 principaux coefficients rendus constants par un difféfomorphisme adéquat, on utilise
alors une "méthode de descente”, analogue a une moyennisation, qui rend constante la partie
essentielle de I'opérateur, dont on a une bonne estimation de I'inverse, qui sera suffisante pour
inverser l'opérateur tout entier. Cette démarche a été notamment utilisée dans [15], [9], [10],
[11].

5 Diffétomorphisme du tore

5.1 Terme d’ordre 2

Dans (4.7) le terme de dérivation d’ordre 2 est donné par

v. (%(v . v5¢)> = LYV V) + (V- V)Y <%) ,
ainsi les courbes intégrales du champ de vecteurs V servent de caractéristiques pour le systeme
linéarisé. Il est alors naturel de chercher un difféomorphisme du tore qui redresse le champ de
vecteurs V. Pour le systeme linéarisé a l'origine, avec p = p, et u = ug on a V.= uy et les
courbes intégrales sont rectilignes et paralleles. Par commodité on préfere travailler avec des
fonctions de période 27, ainsi le difféomorphisme non perturbé est

Y € (R/27Z)? — X(Y) =T"'Y, ot TX = (K, -X,Ky-X),

et le champ de vecteurs ug en coordonnée X, devient Tuy = K; = (1, A) en coordonnée Y. Pour le
systéme perturbé, (U, u, u) étant voisin de (0, .., ug), on cherche maintenant un difféomorphisme
de la forme

Y € (R/277Z) — X(Y) = T~YY + W(Y), (5.1)
oY — W(Y) est 27 - périodique, impair et petit en norme. On veut que le champ de vecteurs
dX
— =V(X 5.2
— = V(X) (5.2)
devienne
dy ~

ol p est le nombre de rotation de V. Le facteur /v, f (Y') est pour le moment une fonction positive
périodique arbitraire de Y (on met un tilde sur les fonctions de X exprimées en coordonnée Y').
Ce facteur vaut 1 et p = X lorsque le systeme est considéré pour (U, pu,u) = (0, ., up). La
possibilité de trouver un tel difféomorphisme est une vraie restriction imposée ici, qui implique
que les courbes intégrales de V forment un feuilletage du tore R? /I, de nombre de rotation p
voisin de A. Comparant (5.2) et (5.3) on voit que le difféomorphisme X doit vérifier

DX =: 9y, X + pdy, X = ot V(Y)=:V(X(Y)), (5.4)

vf
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et le terme d’ordre 2 de I’équation différentielle, écrit en coordonnée Y, devient

e~

~7 (3909)) = 272060 + v (v - 2L ) Ga) (5.5)

c’est a dire que I'on a maintenant un terme de dérivation du second ordre dans la direction
o constante. Le jeu consiste maintenant a identifier le terme principal a I'ordre suivant, dans
lopérateur différentiel —7* (%:7 ()) + Gy, et a trouver f tel que ce terme apparaisse avec un
coefficient proportionnel & a~!f2. Ainsi I'opérateur différentiel sera & coefficients constants aux
ordres principaux (& un facteur multiplicatif pres).

5.2 Termes d’ordre 1

L’opérateur de Dirichlet-Neumann G, est de symbole principal (terme d’ordre 1) (voir les notes

de Gilles Lebeau)
VdetG , 1/2
61710 = e (671

ou

G(Y) = X"(V)Q(Y)X'(Y)

est la matrice de la premiere forme fondamentale de la surface ¥ en coordonnée Y (en coordonnée
X c’est Q(X) définie par (4.2)). Si on note

G = < gi1 912 >
gi2 g22

(detG)(Gfl _ ( 922 —912 )
—9g12 911

alors

et on a

(detG) (G~ 'k - k) 922k — 2g12k1 k2 + g11k3

= 922E% —2(g12 + 0922)E1k2 + (911 + 2pg12 + 922/)2)]6%

ou on a défini

k = (kl + ka, k2) (56)
Dans la partie d’ordre 2 de (5.5) le symbole principal de lopérateur est

V 2972
_Ef kla

il convient donc de déterminer le terme d’ordre un en ks intervenant dans —J* (%j ()) + Gy
D’apres le calcul ci-dessus, il s’agit de la racine du terme en k3 dans

det G
——— (G'k-k
[det X'|2 ( )
ot k est écrit & I'aide de k. On trouve ainsi
1 1
— — _(Gg-@)'/?=—— (QDX -DX)"?.
Tdetx ce o) et x @ )
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On peut alors choisir la fonction f de fagon a avoir la proportionalité avec le coefficient du terme
d’ordre 2 (le scalaire v est libre pour l'instant):

2 1 1/2
T " Taerx] (@PX-DX)T
. T -
ou DX = 757 d’apres (5.4). On a ainsi
_ Vi o
(Vvf) = m(@v V)V

d’ou la nouvelle équation vérifiée par le difféomorphisme X :

=0. (5.7)

| det X7\ 1/ v
va (

fB(Ua X,,Lt,u,p, V) = ale +pay2X - ( (@V . ‘/')1/6

En résumé, si X(Y) est solution de (5.7), alors I'opérateur linéaire —7* (£7(-)) + G, a ses
termes de dérivations d’ordres 2 et 1 de la forme

x(Y)(D? +p(Y)D + &1)
ou le symbole de & est de la forme

J1(Y,K) = {a(Y)E? + 2b(Y k1 ko + k2112,

5.3 Développement formel du difféomorphisme dans le cas \ irra-
tionnel

Nous avons déja obtenu le développement en série formelle de puissances de (g1,£2) de (U, u, u),
solution du systeme (1.4,1.5). Montrons qu’on peut également obtenir (X, p,v) sous la forme
d’un développement de puissances de (1, €2), solution de F5 = 0 (5.7). On considere I’équation

-7:3(UaXaMauapal/) = Oa
ou (U, u,u) est exprimé grace aux développements indiqués au Théoreme 3.1. Alors, pour U = 0,
p=p,u=ug,onaX=T1Y a=pu, Q=1 V =ug, et 'équation F3 = 0 donne
T~ 0. — ug{\(r1 + To)puve} /=0

qui implique
Pe=2A, Ve=(AT1+ TQ)Mc)_l'

Pour le calcul des ordres successifs suivants dans les développements de X (Y'), p, v, on utilise le
Lemme suivant démontré en appendice, donnant la différentielle de F3 par rapport a X :

Lemme 5.1 Soient X € C%(0)?, tel que | det X'(Y)| # 0 dans O, et H(X) := DX —|det X'|'/3F(X),
ot la fonction vectorielle F est réguliere. Alors, pour tout v € C1(0)?,

DxH(X)[X'v] = X' (Dv — %(V v)g) +v- VH(X) + %(V -v)H(X). (5.8)
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On a donc )
X’flax]-"g[X’v] =Dv — g(V -v)e + R(F3)[v] (5.9)

ol R(F3) est un opérateur identiquement nul lorsque F5 = 0. Ainsi, & chaque ordre on doit
inverser un systéme linéaire de la forme suivante (2 composantes)

Do~ +(V - v)e. = . (5.10)

et pour avoir une solution périodique, on doit imposer que la moyenne de f sur une période,
est nulle (2 conditions scalaires). Ces deux conditions permettent d’obtenir p et v, et on a les
coefficients vy, de la série de Fourier de v, & condition que (ki + Ak2)? # 0 (voir la résolution
de (6.4) dans le cas général), condition réalisée si A est irrationnel, et v est unique si on impose
vo = 0. Enfin, pour la méme raison que pour u et u, les séries qu’on obtient pour p et v sont en
puissances de 7 et €3 :

P=A+ et + pocs+ ., UV =ve+ V16T + VoEs + ... (5.11)

olt les coefficients p; et v; sont des fonctions analytiques explicites de (T1,72).

Développement formel du difféomorphisme dans le cas A =1 Dans le cas ou le réseau
T est en losanges (71 = 72, A = 1), et pour €1 = €2 on a u = uy, et le systéme (1.4,1.5) commute
avec la symétrie supplémentaire S; (K1-X < Ko-X) (symétrie par rapport a 0z ). Alors la série
U du Théoréme 3.1 est invariante par S;. La recherche du difféomorphisme X et des scalaires
p et v est alors modifiée par le fait que le nombre de rotation est maintenant fixé: p = A = 1.
Dans ’équation F3 = 0, on observe que le champ de vecteurs V' qui est pair par rapport a X,
vérifie S1(V1, Va) = (V1, —Va), et 'on doit chercher X (Y) = T~1Y + W(Y) avec W impair en
Y, et vérifiant

S1 (Wi, Wa) = Wh, = Ws)

ol en coordonnées Y la symétrie Sy est la symétrie par rapport & la bissectrice: Sy f(y1,y2) =
f(y2,y1). Pour un tel choix de W, on montre facilement que |det X’| est invariant par Sy, et
Iéquation (5.7) ne donne qu'une condition scalaire (au lieu de deux) pour vérifier la condition
sur la moyenne. En effet pour toute fonction f 27 - périodique, paire de Y, et antisymétrique
pour la symétrie Sy on a fi, ky = — fia by (réel). D’olt fo =0 et fix = 0 pour ky + k2 = 0, ce qui
neutralise notamment la condition de moyenne sur la deuxiéme composante de (5.7). L’obtention
de X (V) differe du cas précédent pour la résolution de (5.10). L’identité (5.9) montre qu’on doit
résoudre a chaque ordre un systeme de la forme

1
T 'D.w — g(V “v)ug =g

ol g est 2w - périodique, pair en Y, et vérifie S1(g1,92) = (91, —g2). En notant v = (v1,v2) ce
systeme donne

De(v1 —v2) = 27gs,

2
Dc(vl—i—vg)—g(v-v) = 241,

ce qui se résout facilement par les séries de Fourier, en donnant d’abord v; — v = v3 + h(y; —
y2) avec vs impair antisymétrique, completement défini, et h impair, arbitraire. La deuxiéme
équation donne alors

4 2 2
§DCU1 — §h/ = Dcvg — gayzvg + 2g1.
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Figure 4: Paramétrage

Supposant la moyenne de g1 nulle (seule condition qui reste pour déterminer v), la condition de
compatibilité donne h et v; périodiques impairs de Y avec v; 4+ vo invariant par S; (en ajustant
Parbitraire sur vy).

Une autre méthode est utilisée dans [10], avec les courbes caractéristiques en coordonnée X
pour intégrer (5.7) ré-écrit en coordonnée X, la symétrie supplémentaire S; jouant encore un
role fondamental. Finalement, pour 71 = 79 (A = 1), et &1 = £9 dans U et p du Théoréme 3.1,
onau=uyp=1, et on obtient X(Y) et v en séries de puissances de €1, solution de F3 = 0.
De plus v est en série de puissances de €2 et v, = (271p,) L.

5.4 Systeme étendu

L’idée est maintenant de résoudre le systéme ”étendu” de 3 équations (la derniere ayant 2
composantes)

‘7-’:: (‘Flanaf?))(UaXaﬂauapay) =0.
Pour des raisons de clarté de 'exposé on ne considere dans la suite que les cas ot 7 = (71, 72)
est fixé tel que A ¢ Q, et vérifie 'hypothese 2.1 de non résonance. On utilise comme solution
approchée, le développement en série de puissances de (1, £2) obtenu plus haut, tronqué & Uordre
e = (& +23)m

Uam (Yv E)a Xom (Yv E)a Hom (E)v Uzm (E)a Pam (E)a Vom (6)

Supposant que la condition

p1vz — pav1 # 0 (5.12)
est réalisée dans (5.11) (vrai pour presque tout 7 € R*2), on change de parametres en choisissant
(pyV) : p = po(€), v =vam(€) & la place de & grace au difféomorphisme (voir la figure 4)

{0<ei+e3 <e} S {(pv) = (pam(e), vam(e)) € we}.

5.5 Processus itératif

Le théoreme de Nash-Moser est basé sur un processus itératif suivant la méthode de Newton,
que 'on modifie en remplagant la différentielle, par une différentielle approchée (notée A ci-
dessous), et en ”régularisant” linversion de cette différentielle approchée. Pour p € £(v), v
fixé, (p,v) € we, W = (U, W, Ji, 1), on définit

1 ~ . o y o
(I)(Wa p) = Wf(UQW + |€|mU7X2m =+ |€|mW7pa V, fom + |€|m‘u7 Uz + |€|mu)7
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et le processus itératif est défini par

Wo(p) = 0, Was1(p) = Wy(p) + Sp,r (i Walp),
AW, (p), )Wqlp) = —B(Wy(p),p), (5.13)
A(W,p) = 0w®(W,p) = R(®,W)=0si &(W,p)=0,

ol pg(p) = |p— A", et I'opérateur S, tronque la série de Fourier & I'ordre |n| < 1/p.

Le cadre fonctionnel général et des conditions précises assurant la convergence de ce processus
sont données par exemple dans [9], 'avantage étant que ensemble £(v) ou varie p ne change
pas au cours de l'itération, assurant une estimation uniforme pour l'inverse de I'opérateur A.
On observe, qu’on a des estimations "tame” pour les composantes F;,j = 1,2,3 en termes
de U, W la perte de régularité étant fixée (voir par exemple le Lemme 1.1), ainsi que pour le
reste R(®, W) en termes de ® et W (voir section suivante). Nous montrons dans la suite que
Iinversion de A, qui admet aussi une estimation ”tame”, fait également apparaitre une perte fixe
de régularité (voir le Théoreme 8.4), cette perte devant étre rattrappée par 'opérateur S, . (,)-
La rapidité de convergence de la méthode de Newton permet alors d’obtenir la convergence vers
une solution unique (puisqu’on impose les symétries) W voisine de 0 de ®(W, p) = 0.

Remarque 5.2 Dans le cas 71 = T2, €1 = €2 on utilise le paramétre ¢ (le seul qui reste).

~

6 Inversion de la Différentielle Oy x ,u)F

L’inversion de la différentielle approchée A prend la forme suivante (voir [11]) ou (f,g,h) €
H o air X Hgin X {HS i} (les deux premiéres équations se déduisent aisément de (4.5) exprimé
en coordonnée Y, la troisieme vient de (5.9))

1~ N
KG(0¢) = 7 D(0n) —@0n —@qz-du = f
1 -~ e -
77 P(6¢) +adn +qs - du -+ = g (6.1)
1 1) ~ ~
Do~ 5(V-v)e+ 3—,’é9 + T[X"6u+V(69),0n] = X''h,
ol v est défini par
0X = X'v,
et ou les coefficients K, H, g1, q2, q3 sont définis par
e N1/2 /o ~1/2
K:H(Qv-v) (QDX-DX) =1+ O(F3)
q1 = diVXVa q2 = 6—;(777 q3 = (6_)\(_1//} - ,66—;(-/77)7 (62)

e~ -1/3  _ —
H= |detX’|1/3{1/a @V - V)1/2} . G(60) = (G,00).
L’opérateur linéaire T a une expression compliquée, et vérifie

T[X"6u -+ V(39). 1] ~ 7-0D*(50) + 3D(69) TV (55) — Tou

c

ol on note que Tdu est non colinéaire & g ~ (1, A) = Tuy puisque du est orthogonal & u ~ uy,
ce qui implique, si 'on intégre sur une période la derniere équation de (6.1), que le terme en op
et le terme en du ne sont pas colinéaires.
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Pour résoudre le systéme (6.1) par rapport a (%,377, v, 1, du), on procede ainsi:

(i) On extrait 61 de la 2tme équation et on le remplace dans la lére et la 3eme.

(ii) On moyennise la 3éme équation pour extraire (du, du) comme des fonctionnelles de gq;

(iii) On remplace (0u,du) dans le lére équation. On obtient ainsi une équation du second
ordre pour %; qui n’est autre que (4.7) écrite en coordonnée Y, perturbée par des termes
régularisants:

KG56+ —=5=D%56 + piD3p + H 156 = F, (6.3)

ou H_; est un opérateur régularisant (regagne un nombre fini de dérivées, dépendant de la
régularité de W). La résolution de cette équation est le probléme principal traité dans les sections
suivantes. N

(iv) L’équation (6.3) une fois résolue, on remplace alors d¢ dans la partie oscillante de la
3eme équation de (6.1), afin d’obtenir une équation pour v qu’on sait résoudre moyennant une
hypothese diophantienne sur p (voir ci-dessous).

Résolution en v (de moyenne 0) Il s’agit, dans la derniere étape, de résoudre le systeme

1
Dv—3(V-v)e=G, / GdY = 0. (6.4)
T2

Par Fourier, on a pour k # 0

i(ky + pha)vg) — %(klvl(cl) +hl)) = GY
i(ky + pha)ol) — %(k v + k) = G,

systéme dont le déterminant est
2
A= —§(k1 + pha)?.

11 est alors facile de montrer que si p vérifie (pour « > 0 fixé) la condition diophantienne (voir
la Proposition 6.4)

|k + pka| > vk € 7%\ {0}

|k|1+a’
alors il existe une solution unique v de moyenne nulle, telle que ||v||s—3-24 < ||G]|s-

Remarque 6.1 Dans le cas 71 = T et €1 = €2 on a la symétrie supplémentaire S1 et [’étape
(i) ne fournit qu’une équation pour du, puisque ou = 0. On a vu a la sous-section 5.3 comment
on doit procéder dans ce cas pour Uétape (i) de la résolution en v.

Equation pour (/555 =u Revenant & I’équation (6.3) pour (/555 que l'on note u pour simplifier,
on a, par construction du difffomorphisme Y +— X (Y'), une équation différentielle de la forme

vD*u + pDu + Gru+ Gou + £ ju= fi (6.5)
ou le symbole de I'opérateur &, d’ordre 1 s’écrit

A(Y,k) = (Gi(YV)k k)2, k= (ki + pka, k2),
{a(YV)k2 4 2b(Y )1 ko + K3}1/2,
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et o &g et £_; sont respectivement d’ordre 0 et -1 (regagne une dérivée). Dans la suite, on
note ) )
_ _ Ve —Vsinfy
A= 12 /Gl(Y)dY, A, = < —y.sinf; 1 ) (6.6)

qui est une matrice définie positive, ot A est une fonctionnelle de (p, ) et du point W, d’itération,
et on note

B(Y) =Gy (Y) — A.

L’opérateur qui joue le role essentiel dans la suite est
£ =vD?+ (—A)/? (6.7)

dont le symbole est o
L(k) = —v(k1 + pko)? + (Ak - k)V/2.

Pour (p,v) = (\,v.) on a l'opérateur £, pour l'inverse duquel le théoréme suivant donne une
estimation:

Theoréme 6.2 Pour tout o > 0, il eviste T C(RT)? de mesure pleine, tel que pour T =
(t1,72) € T , le noyau de £. est de dimension 4: {eTW' eTW2}. De plus, il existe d > 0
tel que

d

|ky 4 Ako| > e vk € Z*\{0}
d
|LC(k)| Z Wa vk S ZQ\Strivv Striv = {(05 0)7 (:l:lv 0)5 (07 il)} (68)

Remarque 6.3 Dans le cas 71 = T2, on a A = 1 et on peut obtenir une minoration semblable
pour |L.(k)|, mais la prewve de celle-ci est plus délicate et fondamentalement différente de celle
montrée ci-dessous.

Tout d’abord on utilise le résultat classique suivant démontré en Appendice:

Proposition 6.4 Pour tout o > 0 et N > 0, il existe Ey C [-N,+N] de mesure pleine tel que

d
Vpe &y, 3d >0 tel que |ky + pko| > PED vk € Z*\{0}.

1+'r§
1+‘rf

ensemble de mesure pleine dans R*2, et on conclut en notant que N est arbitraire. Pour montrer
(6.8) il suffit de considérer |ko| > M, M assez grand et A € (0, N). On cherche a déterminer ot
sont les "mauvais” A tels que

1/2
Preuve du théoréme. Alors \ = ( ) € &y implique que 7 = (71, 72) appartient & un

|Lc(k)| < w.
L’équation L.(k) = w conduit (en supposant ks > 0) & |k1| < 2Mks et

by 1
k2 \/l/ckg

k ol W)’
1—2ycsin91()\i+—1)+V§()\i+_1)2 - :
kQ k? kQ

On a .
sinf; = 5[(Auc)—l + Ave(1 = 2\,
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et résolvant par rapport a A, le théoreme des fonctions implicites donne
)\:I: = A:E(Vm kl; k25 w)v

avec
OAL 1 1

Em :jFQ\/l/_ckg/2+

O(ky?).

Ainsi, pour |w| < d/|ko|*t1/2 les "mauvais” A appartiennent & un intervalle d’épaisseur Cd/|ko [>T,
L’épaisseur totale pour k € Z2, |ka| > M, |k1| < 2M|ks| est alors bornée par C’d. La mesure
des "mauvais” A tels que |L.(k)| < Ikll% est donc d’ordre d et on a |L.(k)| > Ikll% pour
un ensemble de A de mesure pleine —O(d), ce qui suffit pour établir le Théoréme. ®

En notant £ le pseudo-inverse de £, sur {ker £.}+ on a alors le Corollaire suivant:

Corollaire 6.5 Pour 7 = (11,72) € T , et pour tout s > 0, il existe ¢(s) > 0 tel que pour
fe s, um N {ker £t

1€2" flls—1 < els)I1f]]s-

Ce Corollaire indique une perte de 1 degré de régularité pour I'inverse £, 1. On ne peut donc
pas encore utiliser cet opérateur pour inverser

vD? 4+ pD+ &1 + &y + £ (6.9)

qui intervient dans (6.5). Il nous faut maintenant ”améliorer” cet opérateur grace a la méthode
de descente expliquée plus loin. Ceci correspond & un changement de variables ”"moyennisant”
(6.9) afin de rendre constante (indépendants de Y) la partie contenant les ordres les plus élevés
de cet opérateur, jusqu’a des termes suffisamment régularisants. Cette opération permet ainsi
d’écrire finalement (6.9) sous la forme d’un opérateur de la forme: opérateur inversible (Identité
+ perturbation régularisante). La méthode suivante est quasiment ”algébrique” dans sa forme,
et s’applique particulierement bien lorsque la partie principale de 'opérateur est la somme
d’une dérivée seconde dans une certaine direction, et d’une dérivée premiere dans une direction
transverse (voir des exemples dans [15], [9], [10], [11]).

7 Méthode de descente

Cette section, essentielle pour inverser l'opérateur (6.9), fournit un moyen systématique de
simplifier (6.9), & laide d’une succession de cinq changements de variables élémentaires (pas
les mémes changements dans les espaces objet et image). Ici on ne détaille que le processus
algébrique des opérations. Les estimations précises nécessaires a chaque étape se trouvent dans
[11]. Bien que dans le méme esprit, la méthode de descente est sensiblement différente dans le
cas 71 = T3 et €1 = &3 (p = 1), olt Pon doit I'adapter & ce cas particulier. Ceci est di & la
structure différente de 'opérateur D qui est alors simplement la dérivée dans la direction x;. On
réfere a [10] pour les détails de cette méthode. Ci-dessous, nous ne considérons que le cas ol p
vérifie une hypothese diophantienne (voir (7.3)).

7.1 Premiére étape (forme canonique)

On commence par mettre en évidence 'opérateur £ (défini en (6.7)) déja a coefficients constants,
et qui contient les termes de dérivations principaux. On définit dans la suite

K _
= m, k = (k1 + pka, k2),
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et on utilise I'identité suivante provenant de la définition de L(k)

(9
“= V(AE-E)1/2 (1 (AE-E)1/2> : (7.1)

Alors le symbole de &; devient

Ji = (Ak-K)V2(1 4 2B126 €, + B £3)2

I o
= (Ak-k) §oBrai(k1 + pk2) + Qo(Y, €) (1 (AE-E)1/2>7

ol Qg est le symbole d’un opérateur borné Qp de norme O(|e|). On en déduit

vD*u  + pDu+ S1u+ Gou + £_1u =
= (I—Qo(—A)"Y2)(Lu+ ADu + Bu + F_1u)

ou B et F_1 sont des opérateurs O(Je|) et respectivement d’ordre 0 et -1, et ol le symbole de
Popérateur 2 d’ordre 0, s’écrit

A(Y,§) = p(Y) — i;Bia(Y),
avec des fonctions p et By de normes O(|e|) et de moyenne nulle. On est donc ramené & inverser

LHAD+B+F 1. (7.2)

7.2 Deuxieme étape - élimination de 2AD

Pour éliminer U'opérateur AD d’ordre 1, on fait un changement de variables de la forme I+ 20,
ot le symbole W de 20 est de la méme forme que A(Y,€) :

W(Y,€) = W,(Y) +i&Wi(Y),
et on note 20; lopérateur d’ordre 0, de symbole DW. Alors on a
(£ +2AD + B)W = WL + {202, + (AW) }D + ordre 0

ol le symbole de (A20)¢ est défini par (voir les notes de Gilles Lebeau)

AY,OW(Y,€) = N(Y,€)+AW;(1-¢€3)
N(Y,&) = N.(Y)+i&Ni(Y), N(Y)=AY)W(Y).

En utilisant (7.1) et I'identité
1— & = 2A1616, + Anéi,

on obtient
(AW)oD = ND + (I — (-A)~/2¢)

ou € est O(|e|) et d’ordre 0, d’olt

(L+AD + B) (1 + W) = (1+ W — ¢(—A)"/2)L+(20201 + N + A)D + ordre 0.
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Figure 5: Définition de la projection IT

On choisit alors la fonction W telle que 20201 + N+ A =0, c’est a dire
2DW + A(1+ W) =0,

qui se résout aisément (au prix d’une perte de différentiabilité de W par rapport a Z) si p vérifie
la condition diophantienne

d
|k1 + pka| > e pour tout k € Z*\{0} (7.3)

en prenant (puisque A est de moyenne nulle)

On a ainsi, par construction
(LH+AD+ B+ F_1) (14 W) = (1+ W — E(—A)"Y3)(L + By + Fo)

ou l'opérateur pseudodifférentiel By et 'opérateur Fo sont O(|e|) et respectivement d’ordre 0 et
-1. On est donc ramené a inverser

£+ B + So. (7.4)

7.3 Troisiéeme étape: décomposition de ’espace de Fourier - Projection
IT

Dans la suite on a besoin de couper en deux l'espace de Fourier. Ceci est du au fait que
lopérateur D n’a pas d’inverse borné, méme pour des fonctions de moyenne nulle. On définit
alors Uopérateur de projection II par (voir Figure 5)

ﬂkikaN

1 o~ ~ _
N:{kGZQ;(kil +pk/’2)2> E(Akk)l/Q}, (Hu)k:{ Olfk¢N

Par construction on a facilement les estimations suivantes:

127 @ = Mulls41 < c(9)lfulls, 1D ullsr1yz < c()llulls, v € Hppairs
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qui indiquent que sur le sous-espace image de (I — IT), 'opérateur £7! est régularisant d’ordre
-1, alors que sur le sous-espace image de II, 'opérateur D~! est régularisant d’ordre -1/2. Pour
les changements de variables ultérieurs, nous avons besoin du Lemme suivant qui exprime le
commutateur de II avec n’importe quel opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0 (démontré dans
I’ Appendice):

Lemme 7.1 Soit $ un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0, dont les coefficients sont suff-
isamment réquliers, alors

M,6] =16 - HI =VL + 3 (7.5)

ot ) et 3 sont des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre -1:
1Dullst1 + [13ullsr1 < csllulls, w € Hippair

Triangularisation de £+ B+ §¢ Pour utiliser proprement 'opérateur II, on doit présenter
Popérateur £+ By + Fo sous une forme ”triangulaire”. Pour cela on utilise les identités suivantes

LI —T)(L + Bo + Fo) = (I+ K)(I — I0) + KII
R=£MI-1I)(Bo +Fo), ([—I)& =K (dordre -1),

Q1 ¢ =(Bo+3Fo)[I+KA-II)]" e~ (T -1)
Q1L+ Bo+30) = (Bo+To)I—10) + (Bo + Fo) L + KT — II)] " KIL
On obtient alors
III — 91)(£ 4 Bo + Fo) = (L + Bo + F1)IL,

ou §1 est d’ordre -1, d’ou finalement
(I = TI91) (£ + Bo + Fo) = T(L + Bo + F)I + (I - (£ + By + o)
On est donc maintenant amené a inverser 'opérateur ”triangulaire”

(€ + Bo + F1)I + (I - II)(L + Bo + Fo)- (7.6)

7.4 Quatriéeme étape: moyennisation du terme d’ordre 0

Soit $) un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0 (qu’on choisit plus loin), de symbole H (Y, €).
Alors, avec les notations de la 2éme étape, ou les symboles des opérateurs d’ordre 0 $1, 911,
(Bo$H)o sont respectivement DH, D>H, BoH et o [(—A)Y/?, 6], désigne la partie d’ordre 0 du
commutateur [(—A)/2, §] dont le symbole est —iVy H - Vi (Ak - k)/2 (voir les notes de Gilles
Lebeau), on obtient

[IHDHILI + 20119, I + H(vH11 + [(—A)Y2,9))D 1T+
H+I1(BoH)o + (BeY)oL)D I + régul(+1)
= QLI + 2vIIH 1T + B, D T + régul(+1),

(£ + Bo + F1)IHD I

avec le symbole de B2 (ordre 0) et Popérateur Qy (ordre -1/2) donnés par

By (Y, ) vD?>H + ByH — iVy H - Vi (Ak - k)/?
Q= (H+(BeY)o)D 'L
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On a ainsi
(L + Bo + F1) T+ THD I = (1 + Qo) LIT + (2081 + By + BoD ™M) + régul(+1).

On choisit alors $) tel que
2091 + Bo = T, (7.7)

ou l'opérateur U est independant de Y, de symbole

VE) = 53 [ By €av.

L’équation (7.7) se résout, grace a 'hypothese diophantienne (7.3) sur p, en donnant le symbole
H de $ sous la forme

1
H(Y,§) = —ED_I[BO(Y’ &) - V() (7.8)
Ceci conduit a 'identité
(€ + By + F1) [+ IHD ) = (I+ Qo)LL+ B+ B1D ' + Fo)II,

ou

BiY.§) = BaY.€) - HY.OV(O). [ Ba(v.)ay =0,
TZ
On est donc maintenant amené a inverser ’opérateur
(L + T +B1D~ 1 + Fo)I + ([ - I)(L + P), (7.9)

ot T est O(|e|?), constant d’ordre 0, B est O(|e|), d’ordre 0, et de symbole de moyenne nulle,
et P est O(le]), d’ordre 0, et Fo est O(le]|), d’ordre -1.

7.5 Cinquiéme étape: élimination de I8, DIl
Pour éliminer le terme IIB;D~'II, on procede de la méme facon qu’a 1'étape précédente,
avec IIHD2II au lieu de IIHD L. Ici on trouve pour le nouvel $, le symbole H(Y, &) =
—(2v)7ID71B; (Y, ). On aboutit finalement au théoreme suivant:
Theoréme 7.2 Soit 2<s<2-24, a>0 et ,n, X tels que

¢ ller +nller + 11X =T~ ler < [el,

et supposons que soit vérifiée la condition diophantienne sur p: |ky + pko| > dk|~0+®) k €

72\{0}. Alors, il existe des opérateurs linéaires bornés &,%, B, HS oo — HSpins €6
s s+1
Himpair — Himpa” tels que

SWD* +pD+ & + G+ L )T =T(L+V+FI+ (I-I)(L+P)

1Bulls < clelllulls, [1Bulls < clellulls, [IBulls+1 < clel[[ulls

&+ = Tyull, + /(T — Dulls < clellfulls.

Les détails de la preuve pour ce qui concerne les estimations, sont contenus dans [11].
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8 Inversion de ’opérateur linéaire

8.1 Inverse de £+ U sur {ker £}

L’opérateur £ + U dépend de (p,v) et du point d’itération W,, obtenu comme indiqué & la
section 5.5. On a vu qu’on doit obtenir a chaque itération

W = (Uqa Wq’ﬂq’ ﬁq)
en fonction de (p,v) € we,, ol |€|™ est analytique en fonction de (p,v) si m est pair, et ou
U = Usn(&) + e Uys X = Xagn +&/" Wy 11 = fizg, + & figs 1 = iz + ||

On a ainsi la matrice définie positive A définie en (6.6) qui dépend également de ¢ et qui s’écrit

_ [ bg aq
Aq - ( a/q 1 > ) (81)
b. ac be = V2,
Ae = < a. 1 ) " a.= —v.sinb,

ol on a vu que sinf; s’écrit en fonction de A et v.. On fait alors 'hypothese suivante, qu’il
conviendra de vérifier lors des itérations successives:

avec

Hypothese 8.1 On suppose que v > 26 et ¢ > 0 sont tels que
1Ugller@2/ry + Wallor @z 2rzy?) + 1@ql + 14| < ¢,
1Uq = Ugtillorge/rry + [1We = Wasillor ey 2rzyzy + (8.2)
+ |wq — Dgta| + [fig — fgl < 279,
et pour tout (p,v), (p',V) € wey,
1Uq(p;v) = Uq(p', V) lor w2 oy + [IWalp, v) = Wa(p', V)l or 2 20y + (8.3)
+10q(p,v) = Dq (0, V) + |2y (p, v) = fig (P )| < clp = p'l.

On montre alors que si ’hypothese 8.1 est vérifiée, alors pour tout (p,v) € we, et m pair, les
nombres réels a4, by, définis par (8.1), sont de la forme

0 m > 0 mi
ag = a9 ) + ey (p,v), by = V5 (0,0) + lel"By(p ), (8.4)
ol aé%()\, Ve) = ac et bé%()\, ve) = be. De plus, les fonctions p, ¥, ay, b, vérifient les estimations
. B c
|aq| + |bg| < ¢, |ag — dgs1] + [bg — bgt1] <
q q q — lq q~ Vg 2d (8.5)

lag(p',v) = aq(p, )| + [bg(p', v) = by(p,v)| < e’ — pl.
Les symboles V, (k) sont des fonctions homogenes d’ordre 0 en k € R? \ {0}, telles que
V() = Vi) (o, v, k) + [V (p, v, k).
De plus, ces fonctions sont régulieres en k et pour tout v > 0,
|0xVa(K)| < clk|™7]ef?,
Vv, ) — OV, v, K| < ek 710 — pl, (3.6)
[Verr(p v ) = Vylp, v, )| < 7o

ou ¢ ne dépend pas de k ni de ¢. Le résultat principal de cette section est le

25



Theoréme 8.2 Supposant que I’Hypothese 8.1 soit vérifiée, alors pour tout o € (0,1/2), il existe
T C R de mesure pleine, tel que pour T € T, il existe eg > 0 tel que pour tout v éligible (tel
que Uintervalle we,|, ne soit pas vide), il existe un sous-ensemble & (v) de R tel que

(i) E1(v) x {v} C we, | vérifie uniformément par rapport & v

- —p| < — 1.
e e(Emn A sl <0 =,

(i6) Pour p € & (v) on a
|k1 + pk2| Z d|k|7170¢, k S Z2\St’l‘i’u
|V(k’1 + pk2)2 _ (AqE . E)1/2 _ V:Z(k)| > d|k|_1/2_a.

On en déduit pour I'inverse de £ + U sur {ker £.}* la méme estimation que pour Iinverse
de £, :
||(£q + gUq)_l.fHS*l S C||f||s, f € {kerEC}L N Hfmpair'

Preuve. Le symbole de £, + U, s’écrit

de
By (p, vk ko) S vy + pha)? + (k3 + 2agks (k1 + pha) + by(kr + pka) >} + Vy(K),

ol agq, by, V, vérifient les conditions énoncées plus haut. Le but est, pour v éligible fixé, de borner
I'ensemble des "mauvais” p uniformément par rapport a l'ordre ¢ de l'itération. Procédons
comme pour le Théoreme 6.2, et considérons I’équation

(I)q(p, V,I{?l,kg) = Ww. (87)
k ’ 1/2
Pour |ko| > M, M assez grand, et p € (0,N), on a ’er | d’ordre O(1/ky'"), et k1] < 2N|ko|.

Sans nuire & la généralité on peut supposer ko > 0, k1 < 0. Alors on a deux équations pour p de
la forme

12 1/2
ky 1 ky A% (Vg —w)
SR L S D S L ) il Ve 7w
pi k2 (Vk2)1/2 + a/q (pi + k2) + q (pi + kg) + kQ )

qu’on peut résoudre par le théoreme des fonctions implicites pour M assez grand. On obtient
ainsi p, fonctions régulieres de (v, aq, by, Vy)

pi = Ki(l/,k/’l,kQ,w,aq,bq,‘/q), (88)
avec
~ k1 1 a (qu - a2) (Vg —w) 1
A = 4+ 7 4 q q
* ko = (vkg)l/2 * 2vky < 81/3/2 * 201/2 k§/2 *
1
+FR(aqabqa‘/qvka2)a (89)

2

ol R est borné et régulier en w, et en aq,by, V, qui sont Lipschitz en (p,,r) comme vu plus
haut. B

Pour ¢ et w fixés, les équations py = Ay (v, k1, ke,w,aq,bq, V) peuvent étre résolues par
rapport a p, par un argument de point fixe, ce qui définit

pj: = Aq:t(l/; klkaaw)a

26



continument dérivable par rapport a w. Ceci définit un ensemble dénombrable de courbes dans
le plan (p,v) € we,. A partir de (8.9) on a

ONgs 1 1

O(—).
Ow :':2V1/2k:§/2 + (kg)
Pour a > 0, on considere la famille de courbes telles que

d
< — )k .
o] < [feg|o+1/2 (8.10)
L’expression (8.9) montre que pour (g, k1, k2) fixé, les courbes p, = Ag+ (v, k1, k2, w) sont con-
tenues dans une bande, centrée sur la courbe obtenue pour w = 0, d’épaisseur uniformément
bornée dans l'ouvert (p,v) € w,, par

cd
|6p:i:| < |l€2 2%a’ (811)

ol ¢ est une constante indépendante de (g, k1, k2) pourvu que |ka| > M.
Concernant 'influence des itérations successives, grace a (8.5), (8.6) et (8.9), on obtient pour
(kl, k2, w) fixé
c le™
29 ko
ou ¢ est indépendant de (g, k1, k2, v, w), pourvu que v soit voisin de v, et |ka| > M.
Définissons Ky, le nombre défini par

A+ — Agz| <

Ky, = (1 +a)1nk2’
In2
alors, pour (ki,ks) fixé, la largeur totale des bandes courbes contenant les courbes p, =

A+ (v, k1, k2, w) pour g > Ky, est bornée par

L g™ g™ le™
— =R = T arar
> K, 21 k2 ha27e .

Ainsi, pour ¢ > Ky, = qo et w vérifiant (8.10) pour (k1,k2) fixé, toutes les courbes p, =
Aqgx (v, k1, k2, w) se trouvent dans une mince région courbée du plan (p,v) , d’épaisseur
c
e (d+ le|™),
et contenant la courbe py = Ay +(v, k1, ko,0). Pour ¢ < Ky, = go on estime I’épaisseur totale
des bandes associées aux courbes qui restent, par
cdKy, (14 a)cd Inks

|l€2|2+0‘ B In2 k22+0‘ '

Pour (k1, ko) fixé, ’épaisseur totale des mauvaises” bandes est alors bornée par une quantité
indépendante de v au voisinage de v, :

c’ln|k2|
|k2|2+0‘ '
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Maintenant, on va estimer I’épaisseur totale des mauvaises bandes pour (k1, k2) € Z2, |kao| > M,
sans oublier que (8.7) implique |k1| < 2N|kz| et que gréace & (8.9), si

lps = Al + v —ve[ <,
alors les valeurs pertinantes de ko sont telles que pour N assez grand (voir (8.11))
k3t > c/r.
De plus, (8.9) montre que pour N assez grand

O(kaAgt)

= —1 m
o +O(l").

d’ott |[Ag+ — A| < r donne
k1 = g(|k2])| < erlkal,

ot g(|kz2|) ne dépend pas de k1. Ainsi la largeur totale des mauvaises bandes est bornée par

¢ In |ko| < 2rec In | k| < g
Z ko2 = Z PE
et |—g(Ika | <erlkal, ke | >e/r @+ oz > /r(@+e) 1
avec
a/
l<k=1+ , o =af2.
2+«

Il en résulte que pour v fixé dans un voisinage de v., il existe un ensemble Ex (v) tel que pour
p € EN(v) on a lestimation suivante uniformément en ¢:

d
|Pg(p, v, k1, k2)| > a1/
2

et choisissant v € w,|, # @, la mesure de £y (v) Nwe|, est au moins mes(w.|,) — ¢”€®. Puisque

la mesure de w,|, est d’ordre € ceci termine la preuve du théoréme. m

8.2 Résolution de {II(L+V+FIU+ (I-I)(L+P)u=f

Theoréme 8.3 Supposant que ’Hypothése 8.1 soit vérifiée, alors pour T € T, (p,v) € we,
pEE(W),1<s<r—25,0<0<1,0<e1/ea<d ' etfe H; pairs 0N @ une solution unique
we H:L de

impair

{I(L+V+FT+ T -I)(L+P)u=f.
De plus, on a l’estimation
lullsti-1 < clel 2 {|[ fllsi + En|flls}
ot ¢ ne dépend que de T, r,0,s et | > 0, et ou E; est défini par
Ep = |nller+i w2 rry + [1¥ller+iwe oy + | X — T_1||CT“(R2/27722)- (8.12)

Preuve. On décompose les espaces H;

impair de la fagon suivante

u=ug + uy + us, Iu=wug+uy, Pou=1ugp € ker £., Qou = u;
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ce qui donne le systeme

(L4 U+ PoF)uo + PoFus Byf
(£ 4B+ Qo)ur + QoJuo Qof
(I=ID(L€+PJuz + I - IMP(uo +u1) = I-IDf.
(i) On résout d’abord les deux derniéres équations par rapport & (u1,usz), puis (i) en écrivant

ug = Yy 8iny; + vy sinys (ker £. est maintenant de dimension 2 car u est impair), on obtient
pour la premiere équation, un systéme ou 'opérateur agissant sur ug est de la forme

(PP Py — Po£M 21 2™ Py, (8.13)

ott £ et £ sont respectivement les termes de degrés 1 et 2 en (e1,€2) dans le développement
en puissances de (g1,¢2) de lopérateur linéaire

I(E+BV+FIU+ I -I)(L+P) =L+ M+ £ 4 26,

Un simple examen des harmoniques montre que les deux composantes de 'opérateur (8.13) sont
de la forme

(ajel + alle3)y, + bie1eayy + hoo.t.

ahe1eoy, + (bhed 4+ bhed)y, + h.o.t.,
puis un calcul détaillé (voir [11]) montre que af et by sont nuls. Ainsi, le systeme réduit de
dimension 2 est résoluble en (vy;,v,) pourvu que a} by —ahd] # 0. Cette condition analytique sur
(11,72) est réalisée pour 7 € T (quitte a redéfinir 7 si nécessaire). L’estimation du Théoreme
est alors facile a obtenir. m

. \—1

8.3 Inversion de (O, x uu)F)
Une fois résolue I’équation (6.5) par rapport & (/SZ) = u, grace aux Théoremes 8.3 et 7.2, on est
capable d’inverser le systéme (6.1) en utilisant Uinversion de (6.4). On obtient finalement le
résultat suivant

Theoréme 8.4 On suppose que I’Hypothése 8.1 soit vérifiée, et on choisit T € T, (p,v) € we,
peé&i(v),9<s<r—25 0<5<1,5<€1/€2<5_1, et
(f,g, h) c H§+l ~ Hs+l % {Hs-l-l }2’

impair pair pair

avec un certain | > 0. Alors le systéme

G(39) ~ =D ~ oy —as-du =

1~ =~ ~
ED(5¢)+a577+Q3 -du+ndp g

1 5 ~
Do~ 2V v)ot Sho+ X Su+ V()5 = X'h

a une solution unique
(36, 0m, v, 61, 0u) € HETL-2 5 HEHS 5 (HEF-942 R x B2,

impair pair impair

De plus, celle-ci vérifie l’estimation suivante:
—~ —~ c
160 l]s+1-2 + [|0n[|si-3 + |[v]lsi-9 + [6p] + [6u] < @(Ilﬁg, Mlsvi+ Eillf, g, hlls),

ou Ey est défini en (8.12).
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9 Théoreme d’existence

Le résultat principal de ces notes, montrant ’existence des vagues non symétriques est donné
par le théoreme suivant:

Theoréme 9.1 Soient | > 34, m pair > 4, et 0 < 0 < 1. Il existe un ensemble de mesure pleine
T C R*2 tel que pour T € T, il existe un sous-ensemble £(7) du quadrant {(¢2,€3) € RT2} pour
lequel O est un point de Lebesgue, i.e.

2
6—2mes(5(7) N{e? +e3 <e€}) — 1 lorsque € — 0.
De plus, pour § < e1/ea < 0" et e = (e1,62) € E(T), le systéme non linéaire (1.4, 1.5) a une
solution unique (U, p,u) € Hl(s) x R x Sy de la forme
U = Usp + [e["U (), pt= pioy, + [e]™fi(€), u =z + [e|™(e).
Remarque 9.2 Dans le cas 71 = Ta, et €1 = €2 on a un résultat analogue avec u = ug et en

remplagant (3,¢3) € E(1) par €2 € E(11) C R pour lequel 0 est point de Lebesgue.

Pour démontrer le Théoreme 9.1 on utilise le processus itératif indiqué a la section 5.5, ot on
exploite une version du théoréme des fonctions implicites de Nash-Moser, démontrée dans [9]. 11
s’agit de résoudre ’équation

d(W,y)=0 (9.1)

dans des échelles d’espace de Banach Fy et F paramétrés par s € N, et munis des normes || - ||
and |-|s. On suppose que ces espaces vérifient les conditions suivantes:

(A1) Pour ¢ < s il existe c(t, s) tel que
e < et $)ll-llss |1 < et s)l-s-
(A2) Pour A € [0,1] avec At + (1 — N\)s € N,
([P R

[ xt+(1—n)s < (2, 5) P eraonys < et )R R

(A3) Il existe une famille d’opérateurs régularisants S, définis sur les espaces Ej, tels que pour
p>0ett<s,

[SeWle < et s)[Wlls, | SeWlls < e(t, )" [[W]l:,

[SeW = Wl < c(t, )p" " [W]]s,

et si |y — p(|v|) est une fonction réguliere croissante et convexe sur [0, 00) avec p(0) = 0,
alors, pour 0 < v; < 7.,

|| (SKJ(’h) - Sp('yZ))WHs < C(ta5)|71 - 72|@/(72)@(71)t_8_1||W||t-

(B1) L’opérateur ®(-,v), dépend d’'un parametre v € [—v,, 7], et envoie un voisinage de 0 de
E, dans F;. On suppose qu’il existe

o<g<r-—1, o,¢,7 €N,
et pour tout [ € N, des nombres c¢(l) > 0 et v(I) € [y, 7] avec les propriétés suivantes

pour tout W, U, W,;, U; € Bet vy, v, € [—70, V0], i =1,2, 00 B={W € E, : [W|, < Ro}
pour un certain Ry > 0:
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(B2) L'opérateur ® : B X [—v¢, o] — Fy est deux fois continument différentiable,
[2(W,)gtr < (DX + [Wllrs1) (9-2)
et, pour W, U € E,1;, v € [—v(1),~(1)], si on définit
DW,U,v) = @(W,7) = 2(U,7) = ®w (U, 7)(W = U),
alors

IDW.UNgr1 < @@+ Wl + [U 40 |W = U2 +
+e(IW = Ul [[W = Ully1, (9:3)

et
|D(W1,U1a71) - D(W2aU2a72)|q < c (|71 - 72| + ||W1 - W2||r + ||W1 - W2||r)
(Iwy = Uil + W2 = Us|l). (9.4)

(B3) 1l existe une famille d’opérateurs linéaires bornés A(W,v) : E, — Fy, dépendant de
(W,7) € B X [=70, 7], avec

AW, NUlg < cO)U], U € Er, (9.5)
qui approche la dérivée ®f;, au sens suivant: pour W € E, ;N B, v € [—y(1),y()] et
U e ETJrl,

AW, NU = @y (W,NUlgrr < ()@ + W) |RW, MU + (9.6)

+eDI @MW) 421Ul + cDIRW )| [U 42
(B4) Pour W; € BN Eryq, v; € [—v(1),y()], i = 1,2,

|D(W1,71) — @(Wa,vo)lgrr < (D) (L4 [Willrgi + [[Wallr41) (9.7)
(Ivn = 2l + IWh = Wally) + (D) Wr — Wal|rg,

(@ (W1,71) = @y (Wa, ¥2))U g + (AW, 71) = AW, 72))Ulg4r <
< C(l)(||W1 = Wallrsr + (Iva = 72l + W = Wall) (Wl + ||W2||r+l)) U1l
+ (I = 72l + W1 = Wall ) Ul

1
e On dit que £ C R est dense en 0, si lim —mes(E N [—r,r]) = 1.
™0 27
(B5) Soit une application 9 : [—y(I),y(I)] — B N E,4; Lipschitzienne. Alors, il existe £(¢) C

[—v(1),~v(1)], dense en 0, tel que pour tout v € () et f € Fyyy, équation A(I(y),v)dW =
f a une solution unique telle que

1
[6Wllg—o+1 < mC(l)(lfqu + 192l f1g)- (9-8)
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Theoréme 9.3 On suppose que les conditions (A1)-(B5) sont réalisées et que pour N € N,
N > 2, équation (9.1) a une solution approchée W = Wi (v) € NsenFEs, avec, pour un certain
kE(N, s),
HWN(V)HS < k(st)hl’ |(I)(WN(’7)a'Y)|s < k/’(st)th—i_la (9'9)
et
W (v1) = WN(2)lls < k(N 8)|vy — 7al- (9.10)

Alors, il existe un ensemble £, dense en 0, et une famille de solutions de (9.1)
{W=9():ve&} CE,
avec ||9(y1) — 9(v)|lr < ¢y1 — 74| pour une certaine constante c.

Preuve. Afin d’appliquer le Théoreme 9.3 a la résolution du systéme }:(U, X, p,v,u,u) =0, on
choisit 7 € 7 et on définit

E, = Hg x (Hfmpw) x R x R?
FS = H( S) (H;azi)

La perturbation W = (U, W, i, 1) est définie & la section 5.5, et @ est défini par

O(W,7) = T F (Ui + |e] "0 Xom + [e]™ WA+ 7, v, gy, + €™ i1, 2 + ™)

1
le|™
ot on aremplacé e = (g1, e2) par (p, v) en utilisant le difféomorphisme (g1, e2) — (pg,, (€), Vam(€))
de l'ouvert
{e1 > 0,60 > 0,0 <e1/ea < 1/8,63 + 3 < ¢} CRT?

dans I'ouvert de forme triangulaire curviligne dans R?, dont un sommet est (), v.) (voir la Figure
4). Ce difféomorphisme existe pour 7 € 7 par construction, et la perte de régularité a l'origine
en 7, due aux racines carrées, ne cause pas de probleme ici, grace au scaling qui donne une
perturbation de lordre de |y|™, alors que nous avons seulement besoin d’étre Lipschitz en .
Alors, pour v fixé éligible, voisin de v.., et  voisin de 0, la fonction ®(-,~) est une application
réguliere de E to Fs_1 pour s > 4, et ® est Lipschitzienne en v au voisinage de 0. Un opérateur
régularisant avec les propriétés requises peut étre défini par (troncature de la série de Fourier &
des ordres de plus en plus grands quand p—0)

WU |Q|1/2 Z p|k| uke
kel
ol v : RT — RT est une fonction réguliere qui vaut 1 sur [0,1] et 0 sur [2, +00).

Par construction Wy () = 0 avec N = m. D’ou (9.9) et (9.10) sont vérifiées. On déduit de
la régularité de @, que pour 10 < g < r — 24, Vopérateur ® vérifie les Conditions (B1) et (B2), et
I'inégalité (9.7) de la Condition (B4). On note A(W, ) la différentielle approchée dont Iinversion
est Pobjet de (6.1). Les estimations (9.5) et (9.7) sont vérifiées pour ¢ < r — 1 et le reste de
la différentielle (détaillé dans [11]) vérifie (9.6) (on perd deux dérivées en W, une dérivée en @,
et deux dérivées en dW, ce qui est OK avec ¢ < r — 1). Ainsi, les Conditions (B3) et (B4) sont
satisfaites. Pour appliquer le Théoreme 8.4, nous devons vérifier I’'Hypothese 8.1, notamment
(8.2). Cette propriété apparait au cours de la démonstration du théoréme 9.3 si on choisit de
prendre pi(7) = [v/3/2" (voir [9]). Tenant compte du fait que |e|2 ~ |v| + | — v, on applique
maintenant le Théoreme 8.4, et il apparait que la Condition (B5), avec (9.8), est vérifiée avec
o=10et r > g+ 24, ¢ > 10. Noter que 'ensemble &;(v) qui est dense en 0, est indépendant
du point d’itération. Alors, le Théoreme 9.3 s’applique, conduisant a l’existence d’une solution
de ®(W,~) = 0 dans E,. Revenant aux variables U, u, u, et aux parametres (¢1,e2) au lieu de
(p,v), donne le Théoreme 9.1. m
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A Preuve du Lemme 5.1

En notant X = X'v, on obtient

D(6X)=X'g- Vv + > v;0V0, X et DxF(X)[6X]=> vF'(X)d,X. (A1)

D’autre part,

Dix|det X'(Y)|[6X] = |det X' (Y)|div v + Y 0, | det X'(Y)],

se combine avec (A.1), et en utilisant I'identité
Dx (| det X'|*F(X))[6X] = a|det X' (Y)|* ' {Dx (| det X'|)[X]}F + | det X'|*DxF[5 X],
on aboutit a

1
DxH(X)[X"v] = X'Dv — Sdive |det X'|V3F+

1
+3 v (g V0, X — | det X'|VPF'9,, X — 2 det X'[7/%),, (| det X’|)F)

1
=X'Dv+v-VyH(X) - gdiv v|det X'|'/3F.
Comme on a par définition
|det X'|'/°F(X) = DX — H(X),

ceci conduit a (5.8) et le Lemme est démontré.

B Preuve de la Proposition 6.4

Soit & € (0,1) tel que (1 + «)d > 1, alors

1
Z k[2(Fa)3 =5 <00
kez?\{0}

et

N
d
VkeZQ\{O},/ _ M Ky
0

|x+Z—;|5 -

Il en résulte que

/N 1
E < SKyn

a k1 - ’
0 wermioy KIPTOa + g2

et pour presque tout p € [N, N]|

1
E < o0
o k
kezaoy KPP+ B

Une fois p choisi, il existe donc C' tel que

Clk2|

|k1 +Pk32| > |k|2(71+0‘).

En considérant que les cas ot |£—;| > 2p donnent trivialement le résultat, il suffit de considérer

les cas ou |Z—;| < 2p et le résultat de la proposition s’en déduit.
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C Preuve du Lemme 7.1

Le commutateur I1$) — HII est représenté, dans sa formulation Fourier par

(19— Mu)p = > Hp -k EK) ) — xwk)ix, p#0,  (C.1)

keZ?\ {0}
ol x s est la fonction caractéristique de N. On a x(p) — xar(k) # 0 si et seulement si
pEN,keZ*\N ou ke N,pcZ?*\N. (C.2)

Ainsi, il existe x dans U'intervalle [p, k], tel que
|1 + pao| = L|A1/2)~(|l/2
2\/v '

Supposons maintenant que
lp—k| <94, (C.3)

ol § est précisé plus bas. On a |p — x| < |p — k| < §, don
Ip1 + pp2| < [@1 + pa2| + [(p1 — 1) + p(p2 — 22)| < |21 + pz2| + (14 p)6.
Grace au choix de x on a donc

|p1+ ppol < \FIAVQXIU2 (1+p)0.

D’autre part, on a également
|A1/2)~{|1/2 < |A1/2I~)|1/2 + |A1/2()~( - 15)|1/2 < |A1/213|1/2 + ||A||1/4(1 + p)1/251/2,

qui donne alors
1 1
< —— APV + (14 p)d + —= AV (1 + p)/2V6.
I+ ppal < = A2 4+ (14 )6 + A1+ )2V
Choisissons ¢ > 0 tel que

(1+p)d + 7||A||1/4(1 + )26 < \/_|A1/2~|1/2 (C.4)

ce qui est réalisé en prenant Vo e [21, 22], ol z; sont les racines du polynéme

1 1
2 hr—d=0 b, 1/4 d= ——— |AY/2p(1/2.

Puisque z; < 0 on peut choisir § tel que

1 4d
0<\/5§z:2:§b( 1+b_2_1)'

Enfin, comme p # 0 (car nos opérateurs agissent sur des espaces de fonctions impaires), alors
(p; entiers)
|AY?p| > Jnf AY2y] > Ay >0,
y|=1

34



4d Ao

= 24V [ = o
b? [[Al

est indépendant de $ et p. Or, pour z > ¢y on a

\/1+z—1201\/2 avec 01:\/1+cal—cal,

1 4d
z9 Z 5[)01 b_2 = Cl\/a.

11 en résulte que (C.4) est vérifiée si § satisfait

1 - -
5 < C% |A1/2p|1/2 — CQ|A1/2P|1/2-

41+ p)v
Finalement, pour tout p,k € Z? \ {0} vérifiant (C.2) et I'inégalité
[p— k| < o A12[2, (C5)
on a 5
< AL/25(1/2
[Py ppaf = o= 1A TR
ce qui entraine
7 ~
L(p) > 51A"*B| (C.6)

Pour p € Z2\ {0} on note K(p) C Z? \ {0}, 'ensemble des points k vérifiant (C.5). On
définit alors les opérateurs ) et 3 par

1

(Qu)p = o) > H(p -k £(K)(xa(p) — xpr(K)ix, P #0,
- kektle) (C.7)
Gup= Y.  Hp-kE&K)nP) —xyvk)ik, p#0.
keZ2\K(p)u{0}

Il est clair que

IH-Hl=PL + 3,

et il reste & estimer les normes des opérateurs ) et 3. Par hypothese sur la régularité de $ on
a, pour r choisi assez grand,

|H(P - k,E(k))I < ma
d’ou
(1+|p)**!

LR Y e K o) Rl B 0.

keK(p)

(L + [pI)* T Qu)p| < e

Les relations (C.2) et (C.5) avec I'inégalité (C.6) donnent 'estimation

1+ |p|>m|mp> — ()] < e pour ke K(p),
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et pour tout entier t > 0

(1+[p)*
IL(p)|

ou ¢ est une constante générique dépendant de ¢t. Ceci donne

Xar(P) = xar(®)] < e(1+ [p —K|)" +¢(1 4 [k|)" pour k e K(p),

(14 )" Du)p| S ceo > ((1+[p—K)T7(1+[K) + (1+[p—k) ") [l p#0.

keK(p)

Par Cauchy-Schwarz sur chaque somme du membre de droite, on doit notamment majorer

Z Z 1+ |p k| 2(7" s)”’

peZ>\{0} k€’C(p)

et en comparant avec 'intégrale

/ / dmldxgdyldyg < ,/ dl‘ldl‘g
= cC 1 e (r—e—1)
x€R2 JyeR? |x—y|<c(1l+]|x|)1/2 (1 + |X - y|)2(T_s) xER2 (1 + |X|)(T_é D

on conclut que pour 0 < s < r — 3,

ST+ pDEQupl <ecd > (1 + k) fal?,

pEZ*\{0} kez2\{0}

qui donne lestimation cherchée pour 9) vraie si s € [0,r — 4].
Pour estimer 3 on remarque que

(Gupl <es > (L+[p k)]l
keZ>\K(p)u{0}
Puisque pour k € Z2\ K(p) U {0} et p # 0, on a
I — k| > o] A2 > (1 + [p]) /2

et en utilisant encore
(T4 pD)" < (14 |p = k)" + (1 + K|)',
on obtient
I+ P Gupl <ces Y (A+p=k) A+ K) + (1 +[p—k) ")
keZ2\K(p)u{0}
Encore par Cauchy-Schwarz sur chaque somme du coté droit, et utilisant

1 < c 1
(1 + |p _ k|)2(r—s—2) - (1 + |p _ k|)%(r7572) (1 + |p|)§(r7572)v

alorspour 0 <s<r—>5

Yo ARGl <o Y (1 kD)’

peZ?\{0} kez2\{0}

qui conduit au résultat souhaité pour 3.
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