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Les travaux de looss et Plotnikov
sur les vagues tri-dimensionnelles

Thomas Alazard?!

1. Introduction

Considérons un océan de profondeur infinie au repos. Pour visualiser ceci, as-
similons le domaine spatial 3 I'espace R3, que I'on suppose décomposé en deux
parties distinctes : le demi-espace inférieur occupé par I'eau,

{(x,y) ER*xR:y<0},
et le demi-espace supérieur occupé par |'air,
{(X,y)€R2><R cy>0}.

Dans toute la suite on notera x = (x1,x2) la variable horizontale et y la variable
verticale. La gravité est orientée suivant I'axe (Oy).

Imaginons que le vent souffle au dessus de cet océan. Sous certaines conditions,
ce vent va générer des vagues, appelées vagues de vent. On observe qu'elles peuvent
se propager sur des distances immenses, jusqu'a atteindre le rivage. Nous allons
nous intéresser a la propagation de ces vagues loin de la zone de vent et loin du
rivage. On parle alors de houle ou encore d’ondes de gravité, car les vagues doivent
étre vues comme des ondes qui se propagent sous |'action de la gravité. Quant a
la forme des vagues, il faut imaginer une surface lisse tracée au dessus du plan
horizontal d'équation y = 0.

Pour décrire une vague, nous avons besoin d'introduire plusieurs quantités dont
bien siir une fonction, notée X, pour mesurer |'élévation de la mer par rapport a
son niveau au repos. L'inconnue ¥ dépend du temps t et de la variable x € R?. Le
graphe de la fonction X est ce que I'on appelle la surface libre. Le domaine occupé
par I'eau a l'instant t est le demi-espace situé sous la surface libre :

{(x,y) ERP*XxR : y <X(t,x) }.

1 CNRS & Département de Mathématiques d'Orsay.
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On va s'intéresser aux ondes périodiques permanentes. C'est un probléme trés
ancien qui consiste a chercher des ondes se propageant sans altération de forme,
telles que

Y(t,x) = o(x — ct),

oll o est une fonction périodique et oli ¢ € R? est un vecteur constant indépendant
de t et de x. On parle d'onde progressive.

L o(x —ct)

e o(x —c(t+1))

Les équations régissant la propagation des ondes de gravité posent de nom-
breuses questions qui demeurent mal comprises. Un océanographe ne cherche pas
a les résoudre. Il cherche au contraire des modeles simples qui permettent de bien
décrire en premiere approximation la dynamique de ces ondes. Pour des solutions
d’amplitude € € [0, 1] petite, il négligera dans les équations les termes d’ordre deux
ou plus en €. Cela correspond a une théorie linéaire des ondes de gravité qui a
été tres étudiée aux dix-huitieme et dix-neuvieme siecles (notamment par Laplace,
Lagrange, Cauchy et Poisson, voir [5]). Dans cette théorie linéaire ¥ est solution
de I'équation aux dérivées partielles

o'y 4 g2 %% n o’y 0
otd & ox¢  ox3) 7
ou g désigne I'accélération de la gravité. On calcule aisément que si

Y(t,x) =ccos(k-x —wt) ol (k,w)€R*xR

est solution de cette équation, alors

w? =glk| ou |k| =\/kZ+ k3.

Notons que e cos(k - x — wt) peut s'écrire sous la forme o(x — ct) avec o(X) =
ecos(k - X) et ¢ = 25 k. La relation précédente implique que

k]2
o = el [£
K =V

Comme |c| correspond a la vitesse de I'onde, cela signifie que des harmoniques de
longueurs d'onde différentes se propagent a des vitesses différentes et ainsi elles
tendent a se séparer. Cela explique qu’en un certain endroit au dessus de |'océan,
loin de la zone de vent, la surface de I'océan soit trés réguliére car représentable
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26 T. ALAZARD
essentiellement a l'aide d'une seule harmonique?. Néanmoins, |'océanographe
constate que si la surface de I'océan a une forme sinueuse, elle n'est pas le graphe
d'une sinusoide. Il y a des arrétes et des arrondis légerement marqués qui suggerent
la présence de plusieurs harmoniques. Ce que I'on observe sur le graphe de la
fonction cos(x) + 0,2 cos(2x) dessiné ci-dessous.

Or nous venons de voir que la théorie linéaire de la houle prédit que deux
harmoniques de longueurs d’onde différentes se déplacent a des vitesses différentes.
Par conséquent leur somme ne peut pas s'écrire sous la forme d'une fonction de
x—ct. C'est Stokes qui a résolu ce probleme. Pour expliquer la forme des vagues, il a
tenu compte des termes négligés dans la théorie linéaire. Cela nécessite beaucoup de
calculs difficiles a expliquer et une idée tres simple a énoncer. L'idée fondamentale
de Stokes est que la relation de dispersion w? = g|k| ne peut pas &tre exacte
et qu'elle doit dépendre de I'amplitude . Les solutions approchées trouvées par
Stokes sont de la forme

e | kol

3 k 2
£ 1500 os(26) + 3¢ |kol”

Y. (t,x) =ecosf + cos(36) + O(e*),
ol |ko| est la norme euclidienne de ko et ou la phase 6 et la pulsation w sont
données par

1
0=k -x—wt, w=+/glko|(l+ 552 lko|* + O(*))

Le travail de Stokes est un travail formel (son résultat est que si une solution existe,
alors elle admet le développement précédent). C'est Levi-Civita qui a beaucoup plus
tard réussi a montrer |'existence de solutions ayant ce développement ([10]). Les
travaux de Levi-Civita ont connus de trés nombreux prolongements (voir [11] pour
de nombreuses références). Jusqu'aux travaux récents de looss et Plotnikov, tous
les prolongements concernaient des solutions ayant la méme structure particuliere
que les solutions de Stokes. Il y a en effet une remarque élémentaire que nous
n'avons pas encore faite : les solutions de Stokes sont des ondes bi-dimensionnelles —
on parle d'ondes bi-dimensionnelles lorsqu’on peut décrire le domaine du fluide a
I'aide de deux variables seulement, par exemple x; et y. looss et Plotnikov ont

2 (Cest I'une des grandes conséquences du mémoire ([4]) de Cauchy : « Quant a I'état du fluide

au bout d'un temps déterminé, il sera lui-méme trés-irrégulier dans les différents points de la masse
fluide primitivement soumis a l'influence immédiate des causes qui ont produit le mouvement.
Mais, si I'on s’éloigne de ces mémes points a des distances de plus en plus grandes, on verra le
mouvement devenir de plus en plus régulier. » Nous renvoyons a la page 83 de son mémoire pour
une description précise de son résultat (qui est relié & ce que I'on appelle aujourd’hui les inégalités
de dispersion).
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démontré le premier résultat d’'existence de solutions périodiques permanentes tri-
dimensionnelles. C'est le résultat principal de leur mémoire a I'’American Mathe-
matical Society ([8]). Nous nous proposons de le décrire.

Disons le tout de suite, les solutions dont nous allons parler sont les solutions
tri-dimensionnelles les plus simples que I'on puisse imaginer : elles résultent de
I'interaction de deux ondes bi-dimensionnelles de méme amplitude, qui font un
certain angle entre elles. On appelle ces solutions des ondes en losange (diamond
waves) a cause de leur symétrie. Comme nous le verrons c’est une question tres
naturelle, qui était ouverte depuis 80 ans. Toute la difficulté consiste a superposer
des solutions d'un probléeme non linéaire. En revanche, ceci ne pose évidemment
aucun probleme pour la théorie linéaire. En effet, si

Yi(t,x) = ecos(xy — Txp — wt), Ba(t,x) =ecos(x; + Tx2 — wt),
avec w? = g\/1—|——7'2 alors Y1 et Y5 sont solutions de
45 2% 2%
3;41 +g° (%—)? + %—)?) =0 j=1,2
Trivialement, la somme ¥y = X1 + > est solution de
0*3 , (0789 975
ot ( ¢ W)

Observons maintenant que X;(t, x) = cos(kj - x — wt) ol
k1:(1,—7'), kgz(].,’l').

Ainsi X1 et X5 sont deux solutions bi-dimensionnelles. Cependant, leur somme n’est
certainement pas bi-dimensionnelle : on a

Yo(t,x) = 2e cos(x; — wt) cos(Tx2),
que l'on peut écrire sous la forme og(x — ct) en prenant
00(X1, X2) = 2 cos(X1) cos(7Xz), ¢ = (w,0).

Ainsi en sommant deux solutions bi-dimensionnelles simples, on trouve une solution
qui est tri-dimensionnelle. looss et Plotnikov ont démontré I'existence d'une solu-
tion (périodique et permanente) des équations des ondes de gravité au voisinage
de la fonction Xy (au moins pour certaines valeurs des paramétres ¢ et 7, comme
nous le verrons a la section suivante). lls ont démontré I'existence de ce que I'on
appelle des « vagues a courtes crétes » (short crested waves). Cela correspond a
la réflexion non orthogonale d'une onde de Stokes sur un mur (la réflexion or-
thogonale correspondant au « clapotis », ol les ondes sont stationnaires et restent
bi-dimensionnelles). lllustrons les observations précédentes dans le cas 7 = 1. Noter
que les crétes (maxima locaux) sont a I'intersection des crétes de |'onde incidente
et de I'onde réfléchie. Elles sont représentées par des cercles. Ces crétes forment
une structure en losange qui se déplace vers la droite en restant paralléle au bord.

Méme si je n'en parlerai pas dans ce texte, j'aimerais mentionner un second
théoréme de looss et Plotnikov qui prouve I'existence d'ondes progressives non
symétriques ([9]). Ce résultat restera longtemps une référence. Autant pour

SMF — Gazette — 126, octobre 2010



28 T. ALAZARD

ININS S
NN\
NS NAe

I'admiration devant certains calculs intrinsequement durs dans la démonstration,
que pour avoir réussi |'exploit rarissime de prouver |'existence d'ondes qu'aucun
expérimentateur n'a réussi a reproduire dans un bassin, la difficulté technique
étant beaucoup plus grande que pour produire un train de vagues symétrique par
rapport a la direction de propagation.

Le résultat principal de looss et Plotnikov est énoncé a la section 5.

2. Petits diviseurs

Revenons sur I'équation de la théorie linéaire

9*Y 0%y 9%%
1 2 2 (L2 22 o,
(1) ot* te <8x12+6x22> 0

C'est ainsi que Cauchy la formule dans son mémoire [4], mais ce n'est plus comme
cela qu'on I'écrirait aujourd’hui. Avec des outils modernes d'analyse de Fourier
(que I'on doit en partie a Cauchy d'ailleurs) on préférera utiliser la racine carrée de
I'opposé du Laplacien. C'est |'opérateur, noté |Dy|, qui est défini par la formule

|Dx| €% = [¢] &,
ol [€] = /&2 + &2 est la norme euclidienne de £ € R?. Notons que
(D2 & = [ €% = — (@8, + 0F, )i
Avec cet opérateur, (1) est une conséquence du fait que X vérifie en fait
2% +g|Dy| T =0.

Nous expliquerons d'ou vient cette équation plus tard.
Considérons une solution de la forme ¥(t,x) = o(x — ct) ot ¢ = (v,0) et ol &
est bi-périodique, au sens ol

2w
(2) o(x) =o(x +2m,x) = o(x1,x + 7),
pour un certain parametre 7 > 0. Puisque 0,%(t, x) = —v(0y,0)(x—ct), I'équation

précédente entraine que o est dans le noyau de I'opérateur

(3) V205 +g|Dx.
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Introduisons le parametre vy = v2/g > 0 de sorte que I'opérateur (3) soit égal
a une constante multiplicative pres a

Lo (8) = D] + 102..
Introduisons aussi le symbole L, : R> — R défini par

Ly (€) = [€] — 103,

de sorte que
Lug (Dx)e™™™ = Ly (€)™

Maintenant, il est tres simple de trouver une fonction bi-périodique (non triviale)
dans le noyau de I'opérateur L, (0y). Il suffit de trouver un couple k = (ki, k2) €

Z* x Z* tel que
Lo (k1, Tho) = \/ k2 + 72k3 — 1oki = 0.

Ici 1y est un parameétre qui n'est pas prescrit. Dans la suite nous allons étudier ce
qu'il se passe pour la valeur particuliére

ve = (1+72)!/?

du parametre vg. C'est une valeur trés particuliére car dans ce cas on a une solution
évidente k = (1,1). Mais on veut éviter le cas (rare) ol cette équation aurait trop
de solutions. Dans toute la suite, nous supposerons que pour v, = (1 4 72)1/2
I"équation

(4 \ k2 +72k3 — vk =0,

n'admet dans N* x N* que la solution (ki, ko) = (1,1). C'est une hypothese sur 7
qui n'est pas toujours vérifiée (par exemple si 7 est l'inverse d'un entier). Notons
alors K I'ensemble des solutions (ki, k2) € Z? de (4). On a

K= { (0,0),(1,1),(1,-1),(-1,1),(-1,-1) }

Cela nous donne la structure du noyau de L, . Une étude précise de I'opérateur
L,. exige aussi d'avoir une estimation de l'inverse (dans I'orthogonal du noyau
dans un certain espace). Faire agir |'opérateur L,_(0y) c'est multiplier en Fourier
par le symbole L,_(§). Il est donc naturel que pour "inverser” L, (0y) on divise
par le symbole. Ainsi, estimer la norme d’'opérateur (entre deux certains espaces)
de I'inverse de L, (0y) revient a trouver une estimation de

—1
<\/k12 +72k2 — l/ck12) ,

pour (ki, ko) € Z2\ K.

On ne peut pas espérer avoir facilement une telle estimation car le symbole
L, (€) s'annule sur un ensemble non borné de R?. C'est un probléme qui apparait
dans des contextes variés. On parle de problémes de petits diviseurs. Cependant on
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30 T. ALAZARD

peut montrer par des arguments classiques® que ce probleme concerne « peu » de
valeurs du parametre 7. Plus précisément, on peut montrer que pour tout « €]0, 1],
il existe une constante C, et un ensemble N, C [1,+oo[ dont le complémentaire
est de mesure nulle, tel que si v. =1+ 72 € N, alors

(5) Vk:(kl,kz)GZZ\IC, '\/k12+72k22—yck12

Mais ce résultat ne peut pas suffire. En effet, I'estimation précédente intervient
pour estimer |'inverse du linéarisé autour de la solution triviale. Pour démontrer
|'existence de solutions nous avons besoin d'estimer |'inverse dans un voisinage
de cette solution. Ce dont nous avons besoin c'est de vérifier que |'estimation
précédente est « stable » par perturbation. Perturbation de v, et aussi perturbation
d'une autre constante qui était invisible jusqu'ici car égale a 0. Considérons deux
fonctions v(e) et k(e) du parametre € € [0, 1], telles que

> c |k|—(1+a)/2 )

v(e) = ve — vy +30(e),  k(e) = e%R(e),

avec I'hypothése que v et ¥ sont lipschitziennes par rapport a €. On considére alors

le symbole
L(k) = /K2 + 72K — v(e) K2 — (),

de sorte que L.—o(k) = \/k? + 72k? — vck?. looss et Plotnikov démontrent le
résultat suivant.

Théoréeme 1. Dans le développement de la fonction v(e), supposons de plus que
ve € N, pour un certain o €]0,1/78[ (o N,, est I'ensemble des paramétres v,
tels que (5) est vérifiée) et que

1/17&0.

Alors il existe une constante ¢ > 0 et un ensemble £ vérifiant

2
lim = tdt =1,
r—=0r £N[0,r]

tels que sic € € et k = (ki, ko) € Z?\ K, alors

(6) L (k)| > ﬂ

3 On dit qu'un irrationnel x € R\ Q est un nombre diophantien s'il existe deux constantes y > 0

et a > 0 telles que, pour tout (p, q) € Z2 avec q > 0,

xfg‘zvq’
q

2—«

Le complémentaire de I'ensemble des nombres diophantiens est un ensemble de mesure nulle. Au
sens de la mesure, il y a donc « peu » de nombres qui ne sont pas diophantiens. Cependant cet
ensemble complémentaire est un Gs-dense. Nous renvoyons le lecteur au texte d'Etienne Ghys [6]
pour une introduction aux problemes de petits diviseurs dans le contexte de la mécanique céleste.
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Il s'agit maintenant de comprendre ce que cela implique pour 'opérateur L. (0y)
défini par
L.(0y)o = |Dy| o + 1/(5)8510 — k(g)o.

Si o est bi-périodique (cf (2)) on peut la représenter comme une somme d’harmo-
niques

o= (&,

ger’

ol I est le réseau engendré par les vecteurs (1,0) et (0,7) et ou

o(€) = VT e 5% (x) dx.

27 J02m]x (0,27 /7]

Pour £ € TV on a & = (ky, Tka) pour un certain couple d’entiers k = (ky, ko) € Z2
et alors

LL(00)0(€) = L (K)3(€).

L’estimation (6) implique alors qu'il existe une constante C telle que pour tout
&eTI” avec € ¢ {(0,0), (£1,£7)}, on ait

—

()] < CIE][Le(Dx)a(E)]-

Comme

—_

€1 1L (D)o (€)] = [0xLe(8x)a (€)1,

cela implique que les coefficients de Fourier de o sont estimés par ceux des dérivées
de la fonction L.(0x)o. Or un fait bien connu est que la régularité d'une fonction
se lit sur la décroissance de ses coefficients de Fourier.

Cet argument heuristique suggere que 'on va pouvoir inverser L.(0x) au prix
de la perte d'une dérivée. Le probléeme est que pour résoudre une équation non
linéaire, les méthodes standards reposent sur la construction d'une suite de solutions
approchées, la solution étant obtenue par passage a la limite (exactement comme
dans la méthode de Picard pour résoudre une équation différentielle ordinaire). Le
probléme est alors clair, si a chaque étape on perd une dérivée, en un nombre fini
d'étapes les objets ne seront tout simplement plus définis. Il y a des stratégies qui
permettent de contourner cet obstacle, mais elles sont toujours assez difficiles a
mettre en place (looss et Plotnikov utilisent un schéma de Nash-Moser).

Notons que ces problemes n'apparaissent pas dans |'étude des ondes bi-
dimensionnelles. En effet, dans le cas ou o est indépendant de x, si L.(0x)o
est C¥ alors o est (presque) Ck*1. Ce qui est beaucoup plus favorable. Cela
permet de montrer en particulier que si la solution a un certain niveau minimal de
régularité pour que les termes soient bien définis, alors elle est automatiquement
tres réguliere. Ainsi, il a été démontré dans les années 1950 par Hans Lewy et
indépendamment par Robert Gerber que si la surface libre est une courbe C!
alors elle est analytique. Ce résultat étant optimal car on peut construire des
solutions qui sont Lipschitziennes et pas mieux (voir les notes de cours de John F.
Toland [11]).
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3. L’opérateur de Dirichlet—Neumann

Pour décrire une vague, nous avons besoin d'introduire deux quantités :
|"élévation de la mer, notée X, par rapport a son niveau au repos et le potentiel
des vitesses des particules du fluide, noté ®, qui lui aussi est mesuré par rapport a
I"état au repos. L'état au repos correspond donc par notation au cas ou X = 0 et
d =0.

L'inconnue ¥ dépend du temps t et de la variable spatiale x = (x1, x2). Le graphe
de la fonction X est ce que I'on a appelé la surface libre. Le domaine occupé par
I'eau a l'instant t est le demi-espace, noté €2, qui est situé sous la surface libre :

Qe ={(x,y) ER*xR|y <2(t,x) }.

L'inconnue ® dépend de t, x et aussi de y. A I'instant t, O est définie dans tout le
domaine ;. Nous ne considérerons que des écoulements incompressibles, de sorte
que @ est une fonction harmonique, vérifiant I'équation

e 0°d  9%d

—+ =5+ 55 =0 dans Q.

oxZ  0x3  Oy? ‘
Des lors, pour déterminer ®, il suffit de connaitre sa trace au bord du domaine,
qui est la fonction, notée ¥ dans la suite, définie par

U(t,x) = &(t, x, X(t, x)).

Un intérét de cette notation est que maintenant le probleme ne dépend que de
deux inconnues qui sont des fonctions du temps t et de la variable x € R2.

Pour énoncer les équations qui régissent la propagation d'ondes de gravité,
nous avons besoin d'introduire I'opérateur de Dirichlet—Neumann. Cet opérateur
intervient dans de nombreuses situations en analyse. Il joue un réle central dans
I"étude des vagues depuis les travaux de Walter Craig et de ses collaborateurs.

Par définition c'est I'opérateur qui a une fonction f définie sur le bord d’un
domaine 9N associe la dérivée normale de son extension harmonique. Ici, il est
plus commode d'introduire un coefficient dans la définition. Dans la suite, étant
données deux fonctions o et v de la variable x € R? (d > 1), G(o) désignera
I'opérateur de Dirichlet-Neumann, qui est défini par

G)p(x) = V1+I[Volhply—o(x
= (Oyp)(x,0(x)) = Va(x) - (Ve)(x, 0(x)),
oll = p(x,y) est la solution de I'équation de Laplace
(M) Avyp=0 dans Q:={(x,y) €R?xR|y<o(x)},
avec comme conditions aux limites

(8) p(x,0(x)) = 1(x),  Viyp(x,y) = 0 pour y — —oc.

Cet opérateur est bien défini sous des hypothéses qui sont toujours vérifiées dans
notre contexte (si o est une fonction lipschitzienne et si ¢ appartient a I'espace
de Sobolev H!, alors on peut montrer que G(o)vy appartient 3 I'espace de Le-
besgue L?).
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Nous allons voir que
G(0) = |D«l,
ol | Dy| est le multiplicateur de Fourier de symbole || qui a déja été introduit. En
effet, supposons que

(9) Avyp=0 dans Q:={(x,y) €R*xR|y <0},

et introduisons la transformée de Fourier de ¢ par rapport a x :

u(€,y) = /ef"x'fgo(x,y) dx.

Alors u vérifie I'équation
2 2
Oyu—[¢"u=0.
La solution e/l étant 3 exclure car ici y < 0, on trouve que

u=etlu(g,0)

ce qui entraine (9,¢)(x,0) = (|D«| ¢)(x, 0) et donc le résultat voulu.

Bien siir G(o)Y dépend linéairement de . Quant a sa dépendance en o on
peut montrer qu’'elle est analytique en utilisant des résultats de Ronald R. Coifman
et Yves Meyer. On a également une formule due a David Lannes qui donne la
premiere dérivée de G (o) par rapport a 0. En notant

d,Glo) - & = 2@03 (G(o + 6 — Go))
on a
(10) dyG(o)p -6 =—G(0)(Bd) — div(Ve)

B = (dyp)(x,0(x)), V= (0p)(x,0(x)),
ol  désigne I'extension harmonique de ).

4. Le probleme de Cauchy

Les équations qui régissent la propagation des ondes de gravité sont données
par une condition cinématique (non décollement des particules de la surface) et
une condition dynamique (équilibre des forces a la surface). Avec les notations
précédentes, les équations sont les suivantes :

9:3 — G(2)T =0,

(11) (VS VU + G(5)0)?

1

2 1+ VX2
olr les inconnues sont ¥ = X(t,x), ¥ = ¥(t,x) (x € R?, d € {1,2}), G(%)
est |'opérateur de Dirichlet—Neumann que nous avons introduit au paragraphe
précédent et g > 0 est I'accélération de la gravité.

On peut maintenant expliquer d'ou vient I'équation (1). Si on néglige les termes
qui sont quadratiques par rapport aux inconnues, on obtient le systeme suivant

8 = G(0)T, 9,V + g% =0.
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En utilisant que G(0) = |Dy| et en dérivant en temps on obtient
at22 +g|Dx|E =0,

et donc I'équation de Cauchy (1).

Mais ce n'est pas ce petit calcul qui explique le titre de cette section. On appelle
probléme de Cauchy la résolution d'une équation d’évolution pour laquelle on se
donne des données initiales. Nous imposerons dans la suite que

(12) 2(0,x) = Xo(x), P(0,x) = Tp(x)

ol Yo et ¥q sont des fonctions données. On rajoute aussi une condition au bord
du domaine, ce que I'on appelle une condition aux limites. Il est important pour
la suite de comprendre la distinction entre deux cas bien différents : a) le cas de
données initiales décroissant a I'infini au sens ou Xy et ¥y sont de carré intégrable
ainsi que toutes leurs dérivées (cela contient les fonctions C*° a support compact).
b) le cas de données initiales C* et bi-périodiques, ce qui signifiera dans la suite
qu'il existe un nombre 7 > 0 tel que

2
21
U(x) = Uo(x1 + 2m,x) = ¥y <X1,X2 + ?> )

On notera CK(T2) I'espace des fonctions de classe C¥ qui sont bi-périodiques.

Il 'y a bien siir une autre dichotomie fondamentale : solutions analytiques versus
solutions C*°. Nous n’en parlerons pas car I'analyticité est pour I'étude de ce
probléme de Cauchy une hypothése simplificatrice.

Venons en aux résultats sur le probleme de Cauchy. Les premiers résultats sans
hypothése de petitesse sont dus a Klauss Beyer et Matthias Giinther ainsi qu'a
Sijue Wu.

Théoréme 2. Pour (X, V) € C®(R?)? bi-périodique, il existe un temps T > 0
tel que le probléme de Cauchy pour (11) avec donnée initiale (Yo, Vo) a une unique
solution (3, W) € C>([0, T] x T2)? bi-périodique en x.

Théoréme 3. Pour tout (3o, Vo) € C*(R?)? & support compact, il existe un
temps T > 0 tel que le probléme de Cauchy pour (11) avec donnée initiale (Xo, Uy)
a une unique solution (3, V) dans C>([0, T] x R?)? vérifiant

/ 09%(t, x)|? dx < 400, / 1020 (t, x)[* dx < 400
R2 R2

pour tout multi-indice o € N? et pour tout t € [0, T].

Ces deux théoremes se démontrent exactement de la méme maniére.

Afin de simplifier le plus possible les énoncés de ces résultats, nous n'avons
considéré que des données C*°. Les résultats de Beyer-Giinther et Wu sont en
fait vrais sous des hypothéses plus générales, qui ne demandent qu'une régularité
limitée sur les données initiales. Naturellement, une question est de déterminer
la régularité minimale a imposer aux données initiales pour pouvoir résoudre le
probléeme de Cauchy. Dans une série de travaux avec Nicolas Burq et Claude Zuily,
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nous montrons que I'on peut résoudre le probleme de Cauchy sous des hypothéses
qui autorisent la vitesse 3 &tre un peu moins réguliere que C*.

Dans une autre direction, il a été démontré trés récemment par Sijue Wu et
aussi par Pierre Germain, Jallal Shatah et Nader Masmoudi que 'on a existence
globale a donnée petite.

Théoréme 4. Considérons (Yo, Vo) € C$°(R?)2. Il existe e > 0 tel que pour tout
0 < € < &g, le probléme de Cauchy pour (11) avec donnée initiale (¢¥¢,c¥y) a
une unique solution (X, V) € C*([0, +o00[xR?)? vérifiant

/ 102%(t, x)|? dx < +00, / 102U (t, x)|* dx < +o0
R2 R2

pour tout multi-indice o € N? et pour tout t € [0, +00].

Un résultat d’existence globale 3 donnée petite pour le cas ol R? serait remplacé
par R serait spectaculaire (toutefois Wu a démontré un résultat d'existence presque
globale en temps). On a aucun analogue de ce résultat pour des solutions bi-
périodiques. (La dispersion entraine un phénomeéne de décroissance de la norme
L*° dans le cas de I'espace entier, mais pas dans le cas de solutions périodiques.)

5. Le résultat de looss et Plotnikov

Le résultat de looss et Plotnikov est énoncé dans cette section.

5.1. Les équations

On va chercher des ondes de gravité bi-périodiques et permanentes. C'est-a -dire
des solutions du systéme (11) de la forme

S(t,x) =oc(x —ct), Y(t,x)=1(x— ct),

ol o et 9 sont des fonctions bi-périodiques et ol ¢ € R?.

En utilisant I'opérateur de Dirichlet-Neumann G(o) (défini a la section 3),
un calcul direct donne que nous sommes amenés a étudier un systéme de deux
équations scalaires, qui s'écrit

G(o)yp —c-Vo =0,

2
VoV Vo
go+c Vi + 1|yl - %w

1+|V0’\2 =0.

Quitte 3 faire une rotation des axes et 3 remplacer g par . := g/ |c|°, on peut
supposer que ¢ = (1,0), ce qui donne le systéme suivant

G(0)Y — 00 =0,

(13)
po + 3+ 3 |V — 3

(Vo -Vitoy 0)2

1+|Vo]? =0,

ol les inconnues sont o,7: R?> — R et ol i est un parametre positif. Notons le
systeme précédent sous la forme compacte

E(p,0,10) = 0.
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5.2. La forme voulue des solutions

On cherche des triplets (u,o,1) tels que E(u,0,1) = 0. Par définition, les
« diamond waves » sont des solutions (o, 1) du systéme (13) qui sont périodiques
en x; et en xp, et qui de plus vérifient des conditions de symétrie par rapport a la
direction de propagation. A savoir : o est paire en x; et paire en xp ; ) est impaire
en xj et paire en x. De plus ces fonctions sont bi-périodiques :

27
o(x) =o(x1 +2m,x) = O'(Xl,Xz + T),

2

Y(x) = (x1 +2m,x0) = ¥ (x1,% + 7),

pour un certain parametre 7 > 0.

Pour construire des solutions a un probleme non linéaire, une remarque banale
est d'en chercher sous la forme de trés petites perturbations de solutions de petite
amplitude du systéme linéarisé autour d'une solution triviale (ici la solution nulle
(0,9) = (0,0)). Les solutions de looss et Plotnikov sont justement cherchées sous
la forme

0°(x) = eo1(x) + 202(x) + 303(x) + O(*),
(14) ¥ (x) = epr(x) + 2¢ha(x) + ¥3(x) + O(Y),
1 = pe + e’y + O(Y),

ol € € [0, 1] est un petit paramétre et

1 1
fe = ———=, 01(X) := —— cosx1 cos (Tx2), 1(x) :=sinxy cos(Tx2) .

\/1-|—T27 Hc

Noter que (071,1)1) est une solution du linéarisé autour de la solution triviale (0,0),
qui de plus vérifie les conditions énoncées précédemment. Le fait que I'on fasse
dépendre i du petit parameétre € ne va pas de soi. C'est |'idée fondamentale due a
Stokes.

5.3. Une contrainte sur I'amplitude

La difficulté principale est que le systeme (13) n'est pas elliptique. En effet, on
calcule facilement que le déterminant du symbole du linéarisé autour de la solution
triviale (o,1) = (0,0) est égal a

H §%+§§_€f>

qui s'annule sur un ensemble non borné de RZ2. Cette observation suggere la
présence de petits diviseurs. La contribution essentielle de looss et Plotnikov a été
précisément d'obtenir une majoration de I'inverse du symbole du linéarisé autour
d'un état non trivial sous une condition diophantienne. Cela nécessite de considérer
des valeurs des paramétres 7 et ¢ telles que |'estimation du théoréme 1 est vérifiée.
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5.4. Le résultat

Rappelons que CK(T2) désigne I'espace des fonction f de classe C* et telles
que
27

f(x)="f(x14+2mx) =" (xl,xz + —) .
T

Théoreme 5. Soit 7 €]0,+oc[, k € N, k > 23 et pe = (1 + 72)~ /2. Il existe un
ensemble A C [0, 1] de mesure de Lebesgue égale a 1 tel que, pour tout pc € A, il
existe un ensemble €& = E(k, jic) Vvérifiant

2
(15) lim — tdt =1,
r=0r £N[0,r]
et une famille {(u®,0%,¢°) |e € £} de solutions de
G(0%)Y® — 0 0° =0,

1 (Vo© - Vi< + 9y0°)°
2 1+4|Voe|?

1
pEoE + D b° + 5 |Vpe)? — =0,

telle que
0°(x) = e01(x) + %02(x) + 303(x) + *2°(x),
P°(x) = ey (x) 4 %o (x) + 33(x) + 7V (),
1 = pe +2u1 + O(e%),

ol 01,02,03,01,12, 03 € C(T2) avec

o1(x) = —— cos(x1) cos(Txa),
He
Y1(x) = sin(xq) cos(7x2),
1 1 3 e 9
= - 2
TR T 2 e 2 42— o)

et ol les restes ., W€ sont uniformément bornés dans C*(T2).

Avec Guy Métivier, nous avons démontré un résultat de régularité a priori pour
des diamond waves sous une hypothése diophantienne plus faible que celle qui
assure |'existence des solutions de looss et Plotnikov (voir [1]). En particulier,
notre résultat démontre l'infinie régularité de ces solutions. On peut conjecturer
que les solutions de looss et Plotnikov sont en fait analytiques.

6. Espaces de Sobolev

Jusqu'ici nous n’avons utilisé que les espaces usuels de fonctions de classe Ck
avec k € N. Pour étudier une EDP il y a de nombreux espaces qui sont utiles :
les espaces de Lebesgue LP, les espaces de Holder C5® et les espaces de Sobolev
H*. Pour diverses raisons il sera plus commode de travailler avec les espaces de
Sobolev.

SMF — Gazette — 126, octobre 2010



38 T. ALAZARD

Définition. Etant donné un indice s > 0 et 7 > 0, I'espace de Sobolev H*(T?)
est I'espace des fonctions f € L2(T?2) telles que

1/2
1l = | D@+ 1EPSFEOR | < +oo,
ger’
ot I ={(ny,mp7) : (m,m) € Z?} et
o= VT e F () dix.

B 27 [0,27]x[0,27 /7]

On vérifie facilement que H!(T?2) est I'espace des fonctions f € L2(T2) dont la
dérivée au sens des distributions est dans L?(T2). Plus généralement, pour k € N*,
on vérifie que H*(T?2) est I'espace des fonctions f € L2(T2) dont la dérivée au
sens des distributions appartient & H<~1(T2).

Si s > 1 alors H5(T2) est inclus dans I'espace C°(T2). Plus généralement si
s > 1+ k avec k € N alors H*(T2) est inclus dans CK(T2).

7. Le calcul paradifférentiel de Bony

Le but de cette partie est d'introduire aussi simplement que possible les
opérateurs paradifférentiels et la notion de paralinéarisation d'une équation non
linéaire.

Rappelons la définition du support singulier d'une fonction : c'est le complémentaire
des points au voisinage desquels u est de classe C>° (cette définition est valable
plus généralement pour une distribution). On note sing suppu le support singulier
de u. Cet ensemble est vide si la fonction est de classe C*°. Le support singulier de
la fonction valeur absolue (x — |x|) est le singleton {0}. Il y a un objet plus fin et
qui est fondamental dans I'étude des singularités. C'est le front d’onde dont on va
rappeler la définition. Cet outil sert a comprendre la propagation des singularités.

Le front d’onde d’une distribution tempérée f, noté WF(f), est I'ensemble des
singularités microlocales de f. Cet ensemble est défini par son complémentaire.

Définition. Soit (xo,&) € R x (RY\ {0}). On dit que (x0,&) ¢ WF(f) si il
existe p € C(‘fO(Rd) non nulle en xg et un voisinage W de & tels que la transformée
de Fourier ¢f soit & décroissance rapide dans les directions voisines de & i.e.

YN EN, 3Cy >0 : Ve e W, ‘;?(Ag)’ < GV,

Si P est un opérateur différentiel d'ordre m a coefficients C,
1
P= 3 pu(908, (0c= 500

une question importante en EDP est de déterminer le front d'onde des solutions
distributions de I'équation

(16) Pf = 0.
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Un objet géométrique important est constitué par la variété caractéristique de P
que l'on note Car(P) et qui est le fermé (homogeéne en &) défini par

Car(P) = { (ng) € T*Rd; pm(ng) = 0} ou pm(ng) = Z pa(X)£a~

laf=m

Le premier résultat important de la théorie est le suivant : les singularités des
solutions de (16) sont contenues dans la variété caractéristique i.e.

(17) WF(f) C Car(P).

La démonstration de (17) commence par une remarque. En notant

p(x,§) = Y palx)&

lal<m

nous avons
P(F)(€) = (2m) " / e p(x, £)F(€) d.

La remarque en question est que le membre de droite peut &tre défini, au sens
des intégrales oscillantes, si au lieu de demander que p soit un polyndme en £ on
demande juste qu'il vérifie certaines estimations de décroissance lorsqu’on le dérive.
Commencons par donner un sens a cette affirmation.

Définition. Soit m € R. La classe des symboles d’ordre m, notée S’"(Rd), est
I'ensemble des fonctions a € C>(R? x RY) 4 valeurs complexes telles que, pour
tout « et (3 dans N9, il existe une constante C, g telle que

Y(x,§) eR*xRY, 020 a(x,&)| < Cap(1+[¢)™ 171,

Pour tout a € S™(RY), toute fonction u dans la classe de Schwartz u € S(RY)
et tout x € RY, la fonction & — a(x, &)u(€) appartient 2 S(Rg). A fortiori elle est
intégrable et on peut définir

Op(a)u(x) = (2m) " [ e atx, (6) e

De plus on peut vérifier que la formule précédente définit une fonction Op(a)u de
S et que Op(a) est continu de S dans §. On peut alors par dualité étendre Op(a)
a I'espace des distributions tempérées S’.

Bien siir p € S™. Le point important est que si p ne s'annule pas alors 1/p €
S~™. Le point central pour démontrer (17) est que par des localisations on peut
se ramener au cas ol p ne s'annule pas.

Le calcul paradifférentiel a été introduit par Jean-Michel Bony pour étudier les
singularités des équations aux dérivées partielles non linéaires, de la forme

F((9f)ja)j<m) = 0.

On ne sait pas décrire pour une équation aussi générale I'ensemble des points ol la
fonction n'est pas microlocalement C°°. En particulier on ne connait pas d'analogue
du résultat (17) précédent. En revanche, grace au calcul paradifférentiel, on peut
dire des choses si I'on remplace C* par un espace de fonctions a régularité limitée
(par exemple H" avec r < 400). Pour cela nous utiliserons la définition suivante.
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On dit que u est microlocalement H" en (xg, &) si il existe un symbole ¢ = ¢(x, &)
homogene d'ordre 0 en &, vérifiant ¢(xp, &) # 0, tel que Op(p)u € H".

Théoreme 6. Soit d,m > 1 et s = d/2 + m. Considérons une solution f € H*®
avec s > sy de

(18) F((0F)aj<m) = 0-

Introduisons le symbole

€)= Y S (@206t (€)"

|a|=m
En tout point (xg,&) € R? x (R4 \ {0}) tel que pm(x0,&0) # 0, f est microloca-
lement deux fois plus réguliére : elle est microlocalement de classe H* pour tout

t <2s— 5.

Dans I'énoncé précédent, le symbole p,, dépend de I'inconnue f et on est amené
a travailler avec des symboles de régularité limitée.

Définition. Soit m € R et k € N. La classe des symboles d'ordre m et de régularité

Ck en x, notée I'7(RY), est I'ensemble des fonctions a = a(x, &) telles que, pour
tout multi-indice 3 dans N9, il existe une constante Cg telle que

[02a(, )| cx < Ca(1 + [g))™ 171,

La quantification paradifférentielle de Bony associe a un symbole a |'opérateur
T, défini par

—

Toul€) = (20 [ x(€ = n.3(e = n.mpv(o)at) dn,
ot a(0,&) = [e=*Y%a(x, &) dx, et les fonctions de troncature 1) et y vérifient
$(n) =0 pour [n| <1, +(n)=1 pour |5 =2,
et, pour €1,¢€, assez petits,
x(0,m) =1 si [0 <erlnl, x(0,m) =0 si|0]>exn|.

Le point central dans la démonstration du théoreme précédent est de montrer
que si f vérifie I'équation (18) alors

T,f € H™™,

qui est une équation paradifférentielle. On dit que I'on a paralinéarisé (18).
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8. Paralinéarisation de I'opérateur de Dirichlet—Neumann

Nous avons introduit la notion de paralinéarisation a la fin du paragraphe
précédent. Avec Guy Métivier, notre approche a consisté a paralinéariser les
équations des ondes de gravité. Pour cela le seul point difficile est de paralinéariser
I'opérateur de Dirichlet—Neumann.

L'analyse microlocale de I'opérateur de Dirichlet—=Neumann n’est pas nouvelle.
On sait au moins depuis les travaux de Calderén que si o est une fonction C°°,
alors G(o) est un opérateur pseudo-différentiel classique, elliptique d'ordre 1. Dans
ce cas, on calcule aisément que le symbole de G(o), noté A\,, a un développement
(asymptotique) de la forme

(19) /\O(Xag)N)‘zlf(xag)+)‘2(X’§)+)‘;1(X7£)+"'

ol1 \X est homogene d'ordre k en &, et

M (x,€) = /(1 + Vo)) [¢F = (Vo(x) - €2,

De plus, les symboles A2, \>1, ... sont définis par récurrence, de sorte que Ak ne
dépend que des dérivées d'ordre < |k|+2 de 0. Cette observation permet de définir
Ao pour o € C* de fagon évidente, en ne considérant dans le développement (19)
que les termes qui ont un sens. Plus précisément, pour o € Ck+2\ Ck+3 avec
k € N, nous poserons

1 0 —k
Ao = A, + A+ -+ A"
Un tel symbole appartient naturellement aux classes de symboles du calcul para-

différentiel de Bony.

Pour I'étude des problémes avec surface libre qui nous intéressent, les fonctions
1 et o ont la mé&me régularité. Il faut donc comprendre toute la structure de G(o)
en fonction de 0. C'est ce que donne le théoreme suivant démontré dans [1].

Théoréme 7. Considérons un indice s assez grand. Si o € H*(T2) et € H5(T?2),
alors

(20) G(o)p =T, (¢ — Tgo) — Ty - Vo — Taiwo + R(o, 1),
ol le reste R(o, 1)) est deux fois plus régulier que les inconnues :
R(o,¢) € H*=K(T?),

oti K est un nombre qui ne dépend que de la dimension, et les coefficients B et V
sont ceux qui interviennent dans la formule de Lannes (10).

L'approche paradifférentielle est inspirée par les travaux de Serge Alinhac sur
les chocs et par ceux de David Lannes sur le probleme de Cauchy pour les ondes
de gravité. Un point clé de la démonstration consiste a faire apparaitre |'inconnue
1) — Tgm qui est appelée la bonne inconnue d'Alinhac dans la littérature.
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9. Sous-ellipticité sous une hypothése diophantienne

La contribution essentielle de looss et Plotnikov a été d'obtenir une majoration
de I'inverse du symbole du linéarisé autour d'un état non trivial sous une condition
diophantienne. Ce qui est I'étape cruciale pour prouver |'existence de diamond
waves au moyen d'un schéma de Nash-Moser.

Les estimations de looss et Plotnikov sont des estimations avec perte d'une
dérivée. Nous allons dans cette partie esquisser un raffinement de leur méthode qui
permet d’avoir des estimations sans perte et donc de démontrer que leurs solutions
sont en fait C* (cf [1]). Un point intéressant est que nous ne ferons aucune
hypothése de petitesse sur les solutions.

Définition. Fixons 7 > 0 et notons par T2 le tore T2 = (R/27Z) x (R/%Z).
i) Etant donnés 1 > 0 et s > 3, D;,(T2) désigne I'ensemble des solutions (o, 1))

du systéme (13) qui appartiennent 3 H*(T2) et qui sont telles que, pour tout
x € R?,

o(x) =o(—x1,x) = o(x1, —x2),
P(x) = —p(—x1,x2) = ¥(x1, —x2),

et

(21) 1+ (0qp)(x,0(x)) #0,

oll p est 'extension harmonique de iy définie par (7)—(8).
ii) L'ensemble D*(T?2) des diamond waves de régularité H® est I'ensemble de
tous les triplets w = (u, 0, %) tels que (0,v) € D5(T32).

Remarque. La condition (21) est une hypothése naturelle qui signifie juste qu’une
certaine vitesse ne s'annule pas. Notons qu’elle est automatiquement satisfaite pour
des ondes de petite amplitude.

Nous allons construire deux fonctions v, x définies sur D'?(T2) et & valeurs
réelles telles que, pour tout s > 12, si w = (u, 0,v) € D5(T2) vérifie

(22) ke = (V@)K = k()| > 3.
1

pour tout (ki, ko) € N? avec k; assez grand, alors
(0,0) € HF2(T2).

Pour cela nous allons faire une réduction des équations a une équation scalaire a
coefficients constants plus un reste arbitrairement régularisant.

Nous avons déja paralinéarisé la premiére condition aux limites. Puisque la se-
conde est une expression non linéaire simple, il est beaucoup plus aisé de la pa-
ralinéariser. Le résultat intéressant est que ce calcul fait aussi intervenir la bonne
inconnue u = ¢ — Tgo qui apparait dans la formule (20). On obtient ainsi un
systeme de deux équations. Il sera plus commode pour la suite de travailler a partir
de I'équation du second ordre que |'on obtient a partir de ce systeme. Au final on
obtient le résultat suivant.
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Proposition. Introduisons V :=c+ V¢ — BVo, a:=pu+ V - VB, et posons
(23)  V(x,€) = —a(x) " (V(x) - €)* +idiv (a(x) " (V(x) - ) V(x)) -

Alors,
u=1—Tgn
vérifie
25—5 (T2
T,\J+y ue H> (TT)

La notation a est classique. Ce coefficient est appelé coefficient de Taylor
dans la littérature. Le sens physique de a est donné par l'identité suivante
a(x) = —(0yP)(x,0(x)), ou P = P(x,y) est la pression du fluide. Il y a alors
une propriété physique, dont le sens est clair, et qui se démontre aisément. Cette

propriété est que la dérivée normale de la pression dans le fluide évaluée sur la
surface libre est strictement négative. Cela implique que

a>0.

(Cette propriété est due a Sijue Wu.) En particulier a(x)~! est bien défini.

On a donc déja trouvé le symbole du paralinéarisé. Introduisons le symbole

p(X,f) = )\(];'(X’g) + V(X,f)

Nous cherchons un changement de variables qui conjugue I'équation a une équation
plus simple. Cela revient a trouver un difféomorphisme x tel que p(x,x'(x)¢) a
une expression simple. Bien siir nous devons trouver un difféomorphisme qui res-
pecte la structure périodique. Etant donné un indice r > 1, nous dirons qu’un
difféomorphisme x: R? — R? est un C"(T2)-difféomorphisme si x(x) — x €
Cr(T?).

Le point clé est que I'on peut redresser le champ de vecteurs tout en respectant
la périodicité.

Proposition. I/ existe un C5~3(T2)-difféomorphisme X1 de la forme

o= ()

tel que d est solution de I'équation de transport
Vidyd + Vadyd =0,
avec donnée initiale d(0,x2) = x2, et tel que,
d(x1,x2) = d(x1 + 21, %) = d (x1,x2 + 27/7) — 27/ T.

En utilisant ensuite le fait que le symbole principal du Dirichlet-Neumann est
la racine carrée d'un polynéme du second degré, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire. /I existe
— un difféomorphisme x: R? — R? tel que x —id € C574(T?2),
— une constantev > 0,
— une fonction strictement positive y € C5~*4(T?2),
— un symbole o € T%_,(T2) homogéne de degré 0 en &,
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tels que, pour tout (x,&) € T2 x R2,

p(x, X (x)€) = v(x) (€] = ved) + ialx, )&

Pour calculer I'action de ce changement de variables, on va utiliser les opérateurs

de paracomposition d'Alinhac. Cela permet d’associer au C'(T2)-difféomorphisme

X! un opérateur (y~1)" tel que

YVa€R, uecHYT?) & (X_l)*u € H(T?).

Une propriété fondamentale de ces opérateurs est que I'on dispose d'un lemme
de calcul symbolique pour calculer le commutateur d'un tel opérateur avec un
; s . . A — * T
opérateur paradifférentiel. Ce calcul symbolique entraine que U = (X 1) u vérifie :

(24) (ID:] + V32 + Tady + To) U = £ € HH(T2),

oll A, B € T?9_((T2) sont tels que A est homogene de degré O en &; B = By+ B_4
avec By homogene de degré ¢ en &.

On peut maintenant éliminer les termes d'ordres inférieurs par une méthode de
commutateurs. Le résultat est qu'il existe un opérateur Z de degré 0 (elliptique et
a coefficients bi-périodiques) ainsi que deux constantes x, k' € R tels que

Z(|DX| + 002 + Tady + TB> U= (|DX| + 002 4k + Ma;f)zu T,

avec f € H5T2(T2).
Nous avons donc démontré qu'il existe deux constantes x, v’ € R et un opérateur
elliptique de degré 0 préservant la périodicité, tels que

(25) (ID«| + v03, + &+ K'07) ZU € HT2(T3).

Sur ce qui joue le réle de la variété caractéristique de I'équation, |¢| est approxi-
mativement égal 3 v€2. Dong, si

‘\/k12+7k22—1/k12+/<;

pour tout k € N2 avec k; assez grand, on obtient

>

=,
ki

ZU € HH(T2), 0, ZU € HT3(T2).

Si I'on revient 3 l'inconnue u, cela implique que u € H*1(T2) et Ty - Vu €
1 .
H**2(T2), et ensuite que
1
¥, 0 € H 2 (T2).

Ainsi toute solution (¢, 0) € H*(T2)? qui vérifie une certaine estimation dio-
phantienne est en fait plus réguliere. Comme la condition diophantienne ne dépend
que d'un nombre fini de dérivées, par une récurrence immédiate on obtient que

N .
(1,0) € H*T2(T2)? pour tout N € N. Ce qui prouve que (¢,0) € C*®(T2)? en
utilisant I'injection H**7(T2) C C*(T2) pour p > 1.

Il reste ensuite beaucoup de travail pour en déduire I'existence des solutions. |l
faut en particulier construire des solutions approchées, calculer la valeur de v pour
ces solutions et vérifier que v peut s'écrire sous la forme v = v, — 1122 + O(e?)
avec v1 # 0.
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