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Chapitre 1

Introduction

Le but de ce travail est I’étude d’une approximation de la solution d’un probléme elliptique, appelé “équation
de Laplace”, par une méthode de volumes finis.

ou 'on fait les hypothéses suivantes,
~ Q est un ouvert de R? & frontiére polygonale ou réguliére,
- [eL*9)
— la fonction g € L?(99) est définie suivant les différentes conditions limites qui seront exposées dans le
deuxiéme chapitre :

1. u(s) = g(s), pour s € 9. Condition de Dirichlet
2. (Vu(s), ) = g(s), pour s € 99. Condition de Neumann (7 la normale extérieure du domaine)
3. —(Vu(s), ) = Mu(s) — g(s)), pour s € 9. Condition de Fourier (A > 0).

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle la méthode de volumes finis VF classique et une méthode plus atypique
VF4. En effet, la méthode VF4 tolére des mailles non conservatives sur une interface de taille négligeable
par rapport au domaine. L’estimation d’erreur entre la soluton exacte et la solution approchée pour ces deux
schémas sera démontrée et illustrée par des exemples. Ensuite, on souhaite généraliser la méthode de volumes
finis VF en enlevant certaines contraintes sur un maillage admissible en une méthode appelée “Discrete Duality
Finite Volume” DDFV.

En effet, ’hypothése d’orthogonalité de la droite reliant deux noeuds voisins xz, avec 'aréte o = K|z ne
sera plus imposée. Et on élargira la définition d’aréte. Un sommet d’une aréte o peut couper une autre aréte
a un autre point que son “sommet” (figure 1.1). Le troisiéme chapitre sera consacré a l’étude de la méthode
DDFV. Sa premiére partie généralise le maillage appelé maillage primal et introduit un nouveau maillage appelé
le maillage dual dont ses noeuds sont les sommets du maillage primal.

Aretes autorisées
\ /

\ I & sommets

| Mailles & sommets

F1G. 1.1 — Arétes autorisées

Dans ses deuxiéme et troisiéme parties, ces généralisations aménent & définir un gradient discret ainsi qu’une
divergence discréte pour vérifier une formule de Green discréte. Le gradient discret est défini de maniére & pou-
voir se ramener & la méthode VF si on a un maillage admissible. La quatriéme partie joue avec les conditions
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limites en présentant un schéma numérique associé qui a une unique solution. Dans la cinquiéme partie, on
estime ’erreur de la solution exacte du probléme et la solution approchée par la méthode DDFV. C’est pour
enlever des restrictions sur le maillage et pour obtenir un ordre de convergence de size(7) au lieu de size(’]')%
que la méthode DDFV a été introduite.

Le quatriéme chapitre présente la méthode de Schwarz. Sa premiére partie expose la convergence de la
méthode de Schwarz d’abord dans un cadre continu ensuite dans un cadre discret pour la méthode VF4.
Sa deuxiéme partie explique la méthode de Schwarz dans un cadre discret pour la méthode DDFV et sa
“convergence”.



Chapitre 2

Volumes Finis

2.1 Cas classique

2.1.1 Définition
On définit tout d’abord un maillage admissible.

Définition 1 (Maillage admissible).

Soit Q un ouvert polygonal borné de R?.
Un maillage T admissible de ) au sens des volumes finis est donné par :

1. un ensemble M d’ouverts polygonauz convexes disjoints 2 a 2, appelés volumes de contréle Kk, tels
que Uk = Q. On note 09 ’ensemble des bords de volume de controle de M inclus dans O qui sont
K

considérés comme des volumes de controles dégénérés.

2. Pour tous les volumes de contréle voisins K et £, on suppose que 0K N Jc est un coté de chaque
volume de controle, et il est appelé aréte o du maillage T, notée o = k|c. On note € l’ensemble de
ces arétes.

3. A chaque volume de controle k. € MU IM, on associe un point x, € K. On impose pour o = K|L
que la ligne joignant x« & x, est orthogonale a aréte o = x|z (figure 2.1) et pour o € ) NTK que
la ligne joignant x 4 x, est orthogonale a l’aréte o.

Notations :

di,c

dx,o
-

Fi1G. 2.1 — Notation

Pour un volume de controle £ € 9, on définit :
— my la mesure de ma maille «,
— & l'ensemble des arétes de x € 9N,
— 7, la normale extérieure a «,
— di le diamétre de k.
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— m, la longueur de l'aréte o, d » = di,, + d. , la distance orthogonale entre zx et x..
— N, la normale & o sortant de k,
— 7 la tangente a o.

La méthode des volumes finis associe, & chaque volume de controle £ € 9, une inconnue u, et & o € OM,
une inconnue u,,.

2.1.2 Schéma

On s’intéresse au probléme suivant :

ou l'on fait les hypothéses suivantes,
— Q est un ouvert de R? & frontiére polygonale ou réguliére,
- feL*Q)
— la fonction g € L?(99).

On intégre I’équation sur chaque volume de controle k£ € 9 :

/K f@)de / Au(z)dz
(Vu

—f (s), 7k )ds

s [ (Vuts).c)as

ST T

On impose u, = g(z,) pour o € 9. Le schéma VF4 g’écrit pour toutes mailles x € I,

Z mo'F)C,U = M fx

o€l

— 1
avec Fy , = % et fo = — [ f(z)dx.
Ko K Jx

On note u” la solution approchée de ce schéma. La conservation du flux numérique impose Fy o = —F} ;.
On peut éliminer u, :

ka = ‘*FLW
U — Uy Uy — U,
dy,o deo
dc,nu)c + d}c,auc
ua = _—
dlc,z:
Ainsi on peut écrire
U — Ug
Fe o= 0
KoL

2.1.3 Exemples

Pour le domaine ©Q = [0,1] x [0,1] dont le premier maillage est coupé en cinq en abscisse et en ordonné.
Ensuite on raffine le maillage en découpant chaque aréte en deux, ceci trois fois pour obtenir quatre maillages
de plus en plus fin.

— Test 2 : Condition de Dirichlet homogéne

—Au(z,y) = 2n2sin(rz)sin(ry), =,y € Q,
u(s) = 0, s € 05
La solution exacte est :
u(z,y) = sin(mz)sin(my)

— Test 5 : Condition de Dirichlet non homogéne
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1 1 1 3 1
“due) = (402412 e (DY S a1 a1 e
u(z,y) = sin(%)+i(m+l)3(y+l)2, x,y € ON.

La solution exacte est :

+ 1(:c +1)3(y+1)2

u(z,y) = sin < ;

Remarque 1 : C’est un probléme raide. En effet, u(1,1) est trés grand comparé aux autres valeurs de
la fonction.
Le logarithme de la norme H' de I’erreur entre la solution approchée u” et la solution exacte u en fonction
du logarithme du pas du maillage est représentée pour le test 2 (figure 2.2) et pour le test 5 (figure 2.3). L’ordre
de convergence en norme H' est plus grand que 1.

(x+1)(y+1)
)

Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4 Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4

-25 -4
-3f 1 -45¢
5 -35 5 5t
5 5
3 4 3 -55¢
g L N L La pente : 2.0038
o 45 La pente : 2.0038 2 6
E E
2 5 2 65
© e
2 s 3
g g
£ £
5 -6 §-75
g 8
3 65 3 gl
7k R -85
75 . . . . g . . . .
35 -3 -25 -2 -15 -1 -35 -3 -25 -2 -15 -1
Le logarithme du pas du maillage Le logarithme du pas du maillage
’ 1 (5 2 (5 H
F1G. 2.2 — L’erreur en norme H' (& gauche) en norme L# (& droite) pour le test 2
Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4 Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4
-2 - - - - -4 - - - -
-45
-25
g 3 st
3 af 8
3 8 -55
T La pente : 1.454; 9 La pente : 1.454
g -3s g ol
5 5
2 2
© ©
T 4 2 65
£ £
£ £
Bes g
B 9 -75
5l
_gl
55 . . . . 85 . . . .
=35 -3 -25 -2 -15 -1 35 -3 -25 -2 -15 -1
Le logarithme du pas du maillage Le logarithme du pas du maillage

F1G. 2.3 - L’erreur en norme H! (a gauche) en norme L? (a droite) pour le test 5

2.1.4 Estimation d’erreur

Théoréme 1.

On suppose que u la solution ezxacte du probléme (2.1) est de classe C3. Le schéma converge et cette
convergence est d’ordre %

Démonstration : On note la semi-norme H' discréte, |.|1 7 :

|e|%,7 = Z Mod o

o€k

2
€ — €

d}C,ﬁ

On a intégré ’équation du probléme (2.1) sur chaque volume de controle x € 9 :

3 /_(Vu(s),ﬁﬂ)ds = my fx

c€E V7
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Le schéma VF4 s’écrit pour toutes mailles x € 9N,

Z maFlc,o = mtcf)c

o€l

U — U
——— . Doncon a
d)C L

s

avec Fy , =

_ Z /(Vu(s),r‘i(,,c)ds = Z maF)C,o'

o€l V7 €€k

On I’écrit sous la forme :

Z m,Fe = Z m,Fr .+ Z (/—(Vu(s),ﬁg,c)ds —maF,CM:)

o€€x ocelx o€l
=Rk.c
= u(ze) — u(z,
ot F, — Uoe) ulee)
d)C,C
On remarque que R, = —R. ,, on pose |Rc ,| = R,. On définit alors l'erreur e, comme la différence entre la

solution approchée et la solution exacte : ex = ux — u(zx). On a donc :

Z m,Re, = Z m, (F,C,g —F,C’a)

o€l o€l

Z € — €
= ma
d}C,L

o€k

Si on multiplie par e, puis on somme sur toutes les mailles x € 901 :

o €x — €,
E E m,Re ,ex = E E U €x
K,L

KeMoelx KeMoelc

2
S mde (ejl‘ )
K,C

ekl
lel?,7
)

On retrouve la semi norme discréte de ’erreur :

|e|iT = Z Z m, Ry ,ex

KeMoe&x
< ) m.R,lex — e
oel
Ex — €
< E modlc,LRo| }Cd L|
oe€ KL . L
e e 2\ ? 2
< E mad)C,ﬁ -= E madK’ﬁlRo‘Q
d/c,c
oef oe€

Il reste & ’évaluer ’erreur de consistance R, .

h h
Pour simplifier le calcul, on pose z, = (0,h) et . = (0,0) et 0 = [—2, 2]

Rc, = /(Vu(s),ﬁ,c)ds —Fro
L o

: w(ze) — uz,)
L uy (0, s)ds — —

1
m,

SRS

[N

1 h3 1 h? h3
7 huy(0,0) + ﬂ“yyy(oagl) 7 huy(0,0) + ?uyy(O, 0) + Kuyyy(ov@)

< ChHUyyHoo

en utilisant une formule de Taylor.

Oﬁ§i€|: h h]

)
On obtient que Vo € £ :
R, <Ch

Donc
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(Z madK,L|RG|2>

|€ 1,7 <
oce& A
2
< Ch (Zmod,c,£>
oec&
‘ 3
< Ch? (Z d,c,,;>
oe€
< Ch3

2.2 Cas atypique : VF4

La méthode VF4 tolére que 'hypothése d’orthogonalité soit enlevée, c’est-a-dire que la ligne joignant =, &
x . ne doit plus étre orthogonale a I’aréte o = x|z. On peut voir un maillage de la forme suivante (figure 2.4) :

Aretes autorisées
L

\ I & sommets

| Mailles & sommets

F1a. 2.4 — Aréte atypique

Ainsi, la définition d’aréte est changée : Pour tous les volumes de controles voisins k et £, on suppose 0k N JL
est un segment noté o = k|£. On peut choisir la distance entre z, et x, de deux maniéres différentes :

1. on choisit di, . comme la vraie distance entre x. et z..

2. on choisit dr, . comme la distance orthogonale entre x. et z, (figure 2.5).

- oc=xlc

dlC,L

F1a. 2.5 — Aréte atypique

2.2.1 Schéma

On s’intéresse toujours au probléme (2.1).
Le schéma VF4 s’écrit de la méme maniére pour toutes mailles © € I,

Z mo‘F)C,O' = m)cf)c

o€l
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2.2.2 Exemples

Pour le domaine 2 = [—1,1] x[0, 1] dont le premier maillage est (figure 2.6) le suivant : on coupe [—1, 0] % [0, 1]
en quatre en abscisse et en ordonné et [0,1] x [0,1] en huit en abscisse et en ordonné. Ensuite on raffine le
maillage en découpant chaque aréte en deux, ceci six fois pour obtenir sept maillages de plus en plus fin.

Domaine () 1

1 0 1
F1G. 2.6 — Le domaine Q

— Test 2 : On rappelle la solution exacte :
u(z,y) = sin(rz)sin(my)
Remarque 2 : On a
Vze[0,1], uy(0,2)=0.
— Test 5 : On rappelle la solution exacte :

i@ )3 1)

(w+1>(y+1))
4

u(x,y) = sin < 5
Remarque 3 : On a
Vzel[0,1], uy(0,2)#0.

1. On choisit dx . comme la vraie distance entre z. et z..
Le logarithme de la norme H! de I’erreur entre la solution approchée u” et la solution exacte u en fonction
du logarithme du pas du maillage est représentée pour le test 2 (figure 2.7) et pour le test 5 (figure 2.8).

L’ordre de convergence en norme H' est de 5
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Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4 Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4

10 10
g H
2 5
8107 1 3 107 1
z g
: 2
¢ ¢
§ 5
2 g
= L]
: :
E 2
E La pente : 0.66285 g
£ 107} pente: E £ 107} La pente : 1.2881 J
: :
g 8
E E
107 - = - 10 - —
10 10 107 10° 10 10 107 10°
Le logarithme du pas du maillage Le logarithme du pas du maillage
) 1 (x 2 /s .
Fia. 2.7 — L’erreur en norme H' (& gauche) en norme L* (& droite) pour le test 2
N Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4 . Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4
10 T T 10 T T
2 =
: 2107t q
2 2
3 2
bt La pente : 0.55413 o
s .
¢ g
§ o2l B 2 107k La pente : 1.129 E|
= E pente : L.
B s
H :
£ £
£ -
& 8
g &0 ]
3 3
1073 -3 ‘*2 ‘*1 0 1075 -3 ‘72 ‘71 0
10 10 10 10 10 10 10 10
Le logarithme du pas du maillage Le logarithme du pas du maillage

FIG. 2.8 — L’erreur en norme H'! (a gauche) en norme L? (& droite) pour le test 5

2. On choisit dy . comme la distance orthogonale entre . et 2. (figure 2.5). On trace les mémes graphiques
pour le test 2 (figure 2.9) et pour le test 5 (figure 2.10). L’ordre de convergence en norme H! est plus

grand que 1 dans le test 2 et de = pour le test 5. Cette différence vient du choix de la distance orthogonale

et du fait que dans le test 5, on a :

Vzel0,1], uy(0,y) #0.
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Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4

,_\
S,

Le logarithme de la norme H1 de I'erreur
e
S

La pente : 1.7044

F1G. 2.9 - L’erreur en norme H! (4 gauche) en

10"

Le logarithme du pas du maillage

Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4

10°

Le logarithme de la norme H1 de I'erreur

La pente : 0.56664

10"
Le logarithme du pas du maillage

10°

Le logarithme de la norme L2 de I'erreur

10

Le logarithme de la norme L2 de I'erreur

Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4

La pente : 2.0179

10"

Le logarithme du pas du maillage

norme L? (& droite) pour le test 2

Erreur entre la solution exacte et la solution approché par VF4

La pente : 1.6726

10" 10°

Le logarithme du pas du maillage

FiG. 2.10 — L’erreur en norme H! (& gauche) en norme L? (& droite) pour le test 5

2.2.3 Estimation d’erreur

Théoréme 2.

On suppose que u la solution exacte du probléme (4.10) est de classe C3. Le schéma convergence et cette
convergence est d’ordre % De plus si on suppose que le domaine ) est découpé de la méme maniére que
dans la figure 2.6, c’est-a-dire un domaine avec des arétes de longueur 2h et l'autre avec des arétes de
longueur h telles que a linterface cela coincident. Dans ce cas la, si ¥V z € [0,1],
ordre de convergence de %

uy(0,2) =0, on a un

Démonstration : On reprend le calcul effectué dans la premiére partie. La différence se situe dans le calcul
de erreur de consistance R,. On a donc le résultat suivant :

Il reste & ’évaluer ’erreur de consistance R,. On va distinguer deux cas :

le]?, <
oe&

Zmad,@ﬁ

2
€ — €

d/c,z:

1
Zmad)C,E,lRa|2

oe&

1
2

Premier Cas : (T ., Tc+,c+) = 0, on a ’hypothése d’orthogonalité. On a alors comme dans la premiére partie :

Deuxiéme Cas : (T z, Ticx,o+) # 0.

Ry, < Ch

h h
Pour simplifier le calcul, on pose pour z € [0, 1], zx = (—=h,2) et z, = (272 + 2) et o = [0, h], on a alors la

distance entre . et x, de dx . = ah :

10
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|~

R, (Vu(s),fic)ds — F o

u(re) —u(z,)

ah
2 3

Uz (s, z)ds —

c\ :
)

Sl 3

N

6

=

2 2
St ) Sy (0,2) + O()
2a 2a W E

8

Uz (0, 2)

ou§; € [0, h]

h h
hug (0, 2) + 7um(0, 2) + — ez (&1, z))

h h h?
(u(O7 2) + zuz(0,2) + uy(0,2) + —ug(0,2) +

L (0, 2) = ha(0,2) + o (0,2) = ot (6 2)
ah ulY, z Ug\Y, 2 2uacx s R 6“35359: 2, %

h? h? ,
nl0.5) + Ty (0.2) + 60)

— Ainsi si on suppose le domaine ) comme dans la figure 2.6 et si

vV z€l0,1],

uy(0,2) = 0.

3 1
On obtient alors en prenant comme distance dy . la distance orthogonale que o = 3 et Re,, = guy(O, z) + O(h).

DoncVoeé&:
R, <Ch
D’ou
%
‘6 1,7 < (Z mudIC,£|Ra|2>
o€
1
2
< Ch (Z m(,d&,;>
o€k
1
2
3
< Ch: (Z dw>
o€
< Ch?
— sinon on obtient que V o € £ :
R, <C
Donc
%
‘e 1,7 < (Z madlC,£|Ra|2>
oe€
1
2
< C (Z mad)c,a>
o€l
%
< Chz (Z dm>
o€l
< Ch>

11



Chapitre 3

Schéma DDFV

3.1 Notations

Définition 2 (Le maillage).

(figure 3.2).

Notre mailllage T est constitué d’un maillage primal MUOM (figure 3.1) et d’un maillage dual D" U OM*

— Le maillage M est un ensemble de polygones disjoints appelés volumes de contréles k € Q tels que

— On note de méme o* = k*

UK = Q. On note M 'ensemble des bords de volume de contréle de I inclus dans O qui sont consi-
dérés comme des volumes de controles dégénérés. A chaque maille primale k € 9T U OM, on associe
un point r.. On a ainsi une famille de points X = {x,, kK € M} U {z(, k € OM}, appelés noeuds du
maillage primal.

Les noeuds du maillage dual sont les sommets du maillage primal X*. L’ensemble X* se décompose
en X* = X5, UXZr, oo X, NoQ = 0 et X, C 00 Les ensembles IM* U OM* sont deuz fa-
milles de volumes de controle duauz. A chaque point v~ € X[, (respectivement x~ € X7X.,), on
associe un polygone K* ot ses sommets sont {x, € X, tel que x,« € K, K € M} (respectivement
{ze JU{xc € X, tel que x,c« €K, K € (IMUIM)}). On suppose que lintérieur des volumes de controle
du dual sont tous disjoints.

— Pour tous les volumes de controle voisins K et £, on suppose que OKNOL est un segment que [’on appelle
une aréte o du maillage primal MM, notée o = K|c. D’aprés cette définition, on peut voir les arétes de la
figure 1.1. On pose £ l’ensemble de ces arétes.

c* et £ pour le maillage dual 9 U 09N,

— Maille <
® Noeud zx

Maillage primal intérieur 9t

Maillage primal du bord oMt

. : ° ,
[ — Maille «
* ‘ : ® Noeud xx
[ e
o o ® | @ - - Maille intérieure
T Tr I
[
[
[
= 1T 1 |
| I
/ ° ° | | ®
o | |
o ® F----Fr----
| I
o o : :
Trc | |
® ®

F1G. 3.1 — Le maillage primal intérieur 9 et du bord 99
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Maillage dual intérieur 90t*

Maillage dual du bord oMt*

e\

— Maille k*

B Noeud z*
O Noeud xx
_ — Maille primale

© N S

— Maille £* du bord
B Noeud zx+ du bord

O Noeud z,* intérieur
O Noeud zx

_ _ Maille primale
_.— Maille k* intérieure

O’*/

F1

—— Diamant D
__ Aréteo
_._ Aréte o*
o Noeud zxx
1| o Noeud xx

[
Maillage diamant ©

FiG. 3.3 — Le maillage diamant ©

Définition 3 (Les diamants).

Grace aux mailles primales et duales, on définit les diamants D (figure 3.8) du maillage tels que leurs
diagonales principales soient une aréte primale o = k|2 = (Txx,x.+) et une duale o* = K*|c* = (T, 2,),
d’ou la notation D = D, (figure 3.4).

On remarque que les diamants sont une réunion de deux triangles disjoints et ne sont pas forcément
convezes. En outre, si 0 € £ N 0N, le quadrilatére D, . est dégénéré, c’est un triangle. L’ensemble des

diamants est noté ® et on a Q = DU@f. On a également que les intérieurs des diamants sont disjoints.
€

Notations :

Pour un volume de controle x € 9t U 09, on définit :

— my la mesure de ma maille k,

— &x 'ensemble des arétes de k € M et I'aréte o = k pour k£ € OIMN,
- D ={D,,- €D, 0 €&},

— 7, la normale extérieure & «,

— dy le diamétre de K.

De méme pour un volume de contréle £* € 9* U 99*, on définit :
— My~ la mesure de ma maille =,

— &+ I'ensemble des arétes de k* € M* U ONT*,

— Dir =Dy €D, 0F € Ecr}y

— N+ la normale extérieure &

— dg» le diamétre de k.
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T+ Tic*
RN o=cK|c o o=xK|c
e / e /
- N
T <~ N \. (/_/
Ry P
/'a 5c S T <
* Nf o S L N <
o = )C*'L:* No*cr ™ o N\, . -
T SN N ~<l L
N CARNY RS
7__,\ X, N
KX L* > g \
i\_\ J Norc.~ BN
< .
N /./' N
X p* X *
Diamant intérieur o, .« Diamant du bord p, ,«

Fic. 3.4 — Le diamant D, ,~

Pour un diamant p, ,- dont les sommets sont (x,, T, ., Z,+), on note :

. . 0
On a les relations suivantes avec a, € ]O, f} :

m, la longueur de l'aréte o, m,~ la longueur de l'aréte o*, mp la mesure du diamant p, ,-,
T, la normale & o sortant de &,
M.« la normale & o* sortant de x*,
-
——— la tangente & o* (de x & £),
e —

- Ty — Tk
T, =
‘ Tp — Tk

Lpx — T N N
————— la tangente & o (de £* & £*),
Xpr — Ty

T}C*,L* =
ap angle entre 7 o et Ticr o+,
sin ar = min [sin apl,

DeD

dp le diamétre de D, .

2

- N —0
- Tr,c " No*xx =

— Ticr,ox  Moxex = Sin ap

La méthode des volumes finis associe, & chaque volume de controle primal £ € 9t U 991, une inconnue uy

et, a
dans

chaque volume de controle dual x* € 99t* U 99*, une inconnue ux+. On a deux fois plus d’inconnues que
la méthode classique VF, mais cela permet de définir une approximation compléte du gradient et pas

uniquement dans la direction normale.

Définition 4.

On définit lespace d’approzimation R” du maillage T. Ainsi les éléments de u7 € R” sont définis sur
chaque maille de la maniére suivante :

u? = ((Uic);cg(muasm)»(Ufc*);c*e(an*uaim*))

On aura besoin de projeter des fonctions du bord 0f? sur les mailles du bords primal et dual. On projette de
deux maniéres I'une en prenant la valeur moyenne sur une boule de centre z, (respectivement x,-) contenue

dans

K (respectivement K*) et I'autre en évaluant en z, (respectivement ).

Définition 5 (Projection de la valeur moyenne).

On définit la projection de la valeur moyenne pour toute fonction g du bord OQ :

1 1
m:(( [ stwrte) ( / g<x>dx> )
mB’C By KEOM mBIC* B)C* c* EOM*

00 By := B(xx,pc) NN C K et By := B(xxx, pex) N O C K*, pi est choisie telle que Uinclusion soit
vérifiée de méme pour picx.
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Définition 6 (Projection de la valeur au centre).

Pour toute fonction g du bord 02, on note la projection de la valeur au centre des mailles du bord :

]Pch = ((g(xic))iceafmy (g(l”;c*));c*eaim*)

A Paide de ces deux projections, on définit deux espaces E;), , et EZ  qui sont définis & partir des bords aux
conditions limites de Dirichlet. On impose & un vecteur u” € R7 les valeurs d’une projection d’une fonction g
du bord 092.

Définition 7 (Espaces de Dirichlet).

On définit des sous espaces des maillages du bord :
OMp
oMy,

{x € OM, telle que le noeud x appartienne & un bord avec une condition de Dirichlet}
{x* € OM*, telle que le noeud .~ appartienne ¢ un bord avec une condition de Dirichlet}
On note les espaces suivants :

Ep, = {u” €R7, telle que pour x € OMp, ux = (P7,9)x et pour £* € OMp, uex = (P, 9)xc}
E2, = {u” eR7, telle que pour x € OMp, u. = (P7 g)x et pour k= € OMYy, uer = (P7 g)e }
ot g est la valeur imposée sur le bord Dirichlet.
Remarque 4 : Sig=0, alors on a E}  =FE7,

= E2.

On introduit les projections sur ces deux espaces.

Définition 8 (Projection sur les espaces de Dirichlet).
On définit la projection By, , sur lespace EY, |

D . T D
‘Bmvg : R Emag

UT

— ((uc)cem, (Prg)xeomp s (W) ceam\omp » (U )= em=, (Pr,g) cxcoms, » (- ))C*EBQ:R*\@SUIE)
Et la projection B¢, sur Uespace EZ, :

D T D
.
g R EC,!]

uT

— ((uc)cem; (PTg)xeomp, (te)ccomomp» (U )crcm= s (P g)xxcoms, (U;c*);c*easm*\asn;,)

3.2 Gradient discret

Le gradient discret est défini de maniére & pouvoir se ramener & la méthode VF avec un maillage admissible.
Définition 9 (Gradient discret).

Le gradient discret est défini de la maniére suivante :

VT :RT — (R2)53

Soit u¥ € R”, on pose V7 u”

Z VPuTxp, ou l’on veut pour o €D :

DeD
Upr — U
D, T F —
(VPu”, Tien ov) =
ma
U — Uk
D, T F —
(VPuT, T ) =
M=
De plus, on a la formule suivante :
(T, Tie,e) o (T, Tiere*) -
T = — . Ngx =
sin ap sin ap
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Démonstration :
En effet, on peut écrire  sous la forme suivante x = c7i,c + dfl,«c». Or 7,x = —COSQPT,»+ +8in ApTi ., donc
ona (z,7x,.) = c(fl,x, Tie,c) = ¢ sin ap. Ainsi on obtient la formule énoncée. [

En utilisant cette formule, on peut écrire le gradient discret de la maniére suivante :

1 Uy — Uge Upr — Uper
VDUT = — N, + N o* >
sin ap My * m,

L’aire mp d’un diamant D est la suivante : 2m, = m,m,~sin ap, on peut réécrire le gradient discret :

VDUT _ 1

— o, [(U£ - u)C)maﬁa)C + (UL* — uK*)mU*ﬁU*K*]
2mp

On peut également définir le gradient discret en utilisant une fonction u affine par diamant (v € P!(p), Vb € D)
telle que ses valeurs aux milieux des cotés de D soient imposées par la demi somme des valeurs de u” aux sommets
correspondant. On obtient alors que le gradient discret sur le diamant est égal au gradient de u restreint au

diamant D :
VDUT = (V’U,)‘D

On a donc introduit trois maniéres d’écrire le gradient discret d’un vecteur de R”.

3.3 Divergence discréte
On peut également définir une divergence discréte de maniére a obtenir une formule de Green discréte.

Définition 10 (Divergence discréte ).

Une divergence discréte est définie de la maniére suivante :
div” : (R*)® — R7

Soit £ € (R%)®, on pose

K€M, din’s = — > ma (P i)

KD, «eDx

. 1
Krem,  di*'E = D (€8 i)
M= Do o €D e
e 1 . 1 .

e omr, din”E = — Y. me (i) t5 Y m(ER )

KY \ Dy pr €D pcn Dy ox €(D jcxNON)

On définit tout d’abord les notations suivantes :

uw? €eR7T, T = Zu,cx,c W = Z U X
Kem K*e(om=uomt+)

§€ (Rz)ga £ = Z EDXD
De®

et les crochets sur les espaces suivants :

1 1 " «
u”, vT € R7, JuT vTK = i(um,UW)Lz(Q) + i(ufm o™ )12(Q)

1

= 3 Z My UV + Z TMgex Upex Vge
Kem K*e(9m*uom*)
&1 € (R, Emo = (Mo = Y mol” 7"
De®

fe®)®u™ €RT, (PE-n) " W)oa = Y. ma(EP i)y (u”)

DU,G*Egezt

16



Stella Krell CHAPITRE 3. SCHEMA DDFV

ot il faut définir sur (R?)® 'opérateur trace v° (£ - n) = Z (6P 7,)xo et sur R 'opérateur trace
D, .« €D
TioTY DT o Upx 4 Uk 42U,
V)= Y .= Y, X
Do,o*E€EDeat Do,o*€EDeat

Théoréme 3 (Formule de Green ).
Soient ¢ € (R?)®, u” € RT

Jdiv" &, u"K = —(£,V7uT)o + (72 (€ -n),77 (u”))oq

c’est-a-dire

(€ + 3 [ ™ @ =~ [ @9+ [ 52 n )
Q 2 Ja Q 90

Démonstration :

On regarde la valeur de (£, V7u”)gp et on utilise la deuxiéme définition du gradient discret :

(f,VTuT)@ /g@ VT T

_ Z mpé—'D vDuT
De®
_ D = D =
= Z D (UL - U;c)ma( s o')C) + Z mvi(ug* — Uk )m *(f vna*)c*)
2mp 2myp
DEfD 1D€®
= _5 Z U Z ma( Daﬁa)c) - 5 Z U+ Z ma*(gpﬂﬁo*)c*)
KeEMm D, Dk K €M* Dy oreDor
1 . 1 .
_5 U+ Z ma*(€D7nU*K*) + 5 Z mo(£D7naK)uL
K*Eam* Da,a*eg}c* Do-,a* egezt

Pour la derniére égalité, on réorganise les termes afin de sommer sur les mailles.
Si on regarde tout le terme de droit —(&, V7u”)p + (v° (€ - n),77 (u”))aq, on obtient par définition :

6 VT + (02 W@ o =~ [ €@V [ 2(emT(wn)
Q o0
1 . 1 .
— B Uy Z ma(fp,naic)+§ Z U Z m‘,*(fD’nd*,C*)
Kem Dy o+ €D K*e(om+uom*) Do, ox €D cx
1 . 1 .
-5 > m (€7 e + 5 > m(E i) (uer + e + 2u,)
Dyo* EDent Dy o €EDext
1 1 -
= 5 Z m}cuicj Z m0(€D7ﬁa’C)
Kem Dy,ox€DKc
1 =divke
D -
Z M e Z M (§7, Tynrcr)
/c*efm* Dy ox €Dy
=divk"¢
- 1 R
Z Myex U o Z ma*(gD,na*,C*) + 3 Z ma(SD,naK)
IC com* Do, o €D ycx Dy, ox €(D e+ NON)
=divk"¢
1 1 . .
= = / div™eu™ + = / div™ g™
2 Ja 2 Ja
= Jdiv ¢, u7K

17



Stella Krell CHAPITRE 3. SCHEMA DDFV

La définition de la divergence discréte donne la derniére égalité.
Remarque 6 : On a bien en réordonnant les termes sur les mailles duales du bord :

A= % Z U~ Z %(§D7 ﬁoK)

K*eom=* Dy, o €(D )+ NON)

3.4 Schéma avec différentes conditions aux bords

On étudie le probléme (1.1) en définissant pour chaque cas la fonction s — g(u(s), s) suivant les conditions
limites. Pour chaque schéma présenté, on montre ’existence et I'unicité de leur solution.

3.4.1 Condition de Dirichlet non homogéne

Pour ce probléme (3.1), on va intégrer ’équation sur les mailles intérieures du maillage primal et dual, et
imposer la condition limite sur les bords primal et dual (figure 3.5).

On impose la condition limite

sur £ du bord et

On intégre ’équation et
e S
sur £* intérieure —
—

=

On intégre ’équation sur K intérieure

FiG. 3.5 — Condition de Dirichlet non homogéne

Démarches :
On intégre ’équation sur les mailles primales intérieures :

ViceMm /f(m)dx = — [ Au(z)dz
= —fa (Vu(s),mc)ds
= — Z /(Vu(s),ﬁa,c)ds

Dy ox €D

On intégre I’équation sur les mailles intérieures duales :

- / Au(z)dae

*

_[8 *(V’u(8>,ﬁ,€*)d3
-y /(Vu(s),ﬁa*,@)ds

Dy o €Dpx * "

Y ke M* / f(z)dz

18
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Et on impose les conditions limites sur les bords primal et dual :

YV ke omMm u(ze) = g(zk)
Vier € 09 w(zes) = glag~).

Schéma :
On pose le schéma du probléme (3.1) suivant :

On cherche uv* € EP

m,g

tel que

vV ke m, —divE(VTuT) = fe (3.2)
—div® (VT uT)

1 1
onVkeM, fc=— [ f(zx)dzetV k€M, fr =

.y = e /}C f(z)dz.

Théoréme 4 (Existence et Unicité).

Il y a une unique solution u” € EY,  du schéma (3.2).

Démonstration :
Le schéma s’écrit sous la forme d’un systéme linéaire carré, ainsi il suffit de montrer 'unicité pour avoir le
résultat énoncé.

Soient uf et uj deux solutions dans Ep, =~ du schéma (3.2), on pose u” = ui —uj qui appartient & Eg. Le
vecteur u” vérifie :

Veem, — —divi(VTuT) = 0

Ve Mt —dive (VTuT) = 0

La définition de la divergence discréte donne —Jdiv? (V7u”),u” K = 0. On applique la formule de Green dis-
crete :

=Jdiv' (VTu"),u" K = 0
uTE]EOD

= (V" V7)o = (¥ (V7u" - n),77 (u7))aa
———

=0 uZ €EY
_ Z mD|vDuT|2
DeD
On adoncVpe®, VPu” =0, il existe deux constantes cq et ¢; telles que :
VK € (MU IM), Ue = Cp
Ve € (M UIM ), uex = ¢
Or 7 € E§ donc ¢cg =¢; =0. D’'ou v’ =0.
(]
3.4.2 Condition de Neumann non homogéne
Avec comme hypothése / f(z)dz = —/ D (s)ds.
Q oQ
—Au(z) = f@), ze9,
(Vu(s),n) = &(s), se€ (3.3)

Pour ce probléme (3.3), on va intégrer ’équation sur les mailles intérieures du maillage primal et dual, sur les
mailles du bord dual, et imposer la condition limite sur le bord primal (figure 3.6).
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On impose la condition limite

sur £ du bord

On intégre ’équation

sur K* intérieure

LA AR
i
ey
LA

5

3
o
$0%

.
.

-
s
%
5
AR

;
5
%

=

5
8
03

On intégre I’équation sur K intérieure On intégre équation sur x* du bord

F1G. 3.6 — Condition de Neumann non homogéne

Démarches :
On intégre ’équation sur les mailles primales intérieures :

— | Au(z)dx

— Z (Vu(s), i, )ds

Da,a* EDxc g

VkeMm /f(x)dx

On intégre ’équation sur les toutes les mailles duales intérieures et du bord :

VK € me /K fydr = - /}C Au(r)dr

-y [

Dy ge€Dyen 7

v k€ O™ /}C flx)dz = —/* Au(z)dx
= —]BK*(Vu(S),ﬁK*)ds

= - Z [T*(Vu(s)7ﬁa*,c*)ds— Z /U(Vu(s),ﬁ(,,c)ds

Do, o €(D e NON)

(Vu(s), i =g )ds

Et on impose la condition limite sur le bord primal :

ViceoMm : (Vu,fi,e) = Pk

Schéma :

Soit u” € R7, on considére le schéma :
VK€M, —divi(VTu”) = fe
Ve e (M UoMmr), —dive (VTu?) = fe-
Y K € O, (VPuT,i,e) = O

Remarque 7 : Ces équations ne sont pas linéairement indépendantes. On va se ramener & un schéma qu’on
sera résoudre.
On regarde la premiére série d’équations, on les multiplie par m, et on somme sur k£ € M :

- Z m,cdiv’c(VTuT) = Z My fr

Kem Kem

On choisit 97 € R” telle que V £ € (MUIM), ¢ =L et V £ € (M UIM*), Y+ = 0, ceci impose VP97 = 0.
On a alors : d’une part :
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=2Jdiv" (VTuT), " K = — Z mediv®(V7uT)

définition de J,K Kem

Z My frc

le terme de droite KEM

= / f(z)dx

Q
Définition de fx

{

D’autre part

—2Jdiv? (VTu7T), " K 2(V7uT, VT )p —2(v° (V7u” - n), 7" (¥7))an
——

{H

Green -0
E D, T =
\:,_/ - ma(v U 7nalC)
définition de (,)a0 DeDeart

On arrive a :
- Z m,(VPu | fl,e) = / f(z)dz
DED eyt Q
En refaisant la méme chose pour la deuxiéme série d’équations, (en multipliant par m,-, sommant sur k* €
(0T U oM™, utilisant 7 € R7 telle que V £ € (MUIM), e =0 et V k£ € (MM* UIM*), e+ = 1, ceci impose
VP%T =0),o0n a:

—2Jdiv” (V7 u7), 7K — ) medive (VT
K e(Mm+uom=)
_ Z mg(vDUT,ﬁg,c)
DEDcat
N Z Mycx frox
le terme de droite K™ €(M*UIM™*)
= [

Définition de fy-« @

On arrive a I’équation :
- Z m,(VPu” i ) = / fla)dx
DED e @
Ainsi les deux premiéres séries d’équations ne sont pas linéairement indépendantes, il faut donc rajouter une
équation : par exemple / u(x)dz =0, ie Z Mt = 0.
Q

Kem
On peut aussi montrer que la troisiéme série d’équations n’est pas linéairement indépendante des précédentes.

En effet, si on multiplie par m., sommant sur D € D.,¢, On a

Z ma(VDuT,ﬁa,c) = Z My P

DEDcat Keom

g,
Q
Définition de gx 9

= /Qf(x)dx

Condition imposée

On arrive a la méme équation :

= Y m (VP ) = /Q f(z)dz

DEDeyt

Il va manquer encore une équation, il faut en rajouter une : par exemple Z MycxUex = 0.
KC* e (M uam*)
Bilan : Le schéma pour le probléme (3.3) s’écrit :

On suppose que
Z mefe = — Z M P
Kem Keam

Z My frr = — Z My P

K*e(m+uom) Keom
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On cherche u” € R7 tel que

vV k€M, —div *(V7u") = f¢
VoKt € (9T U oI, —div " (VTuT) = fe-
vV Kk € O, (VPuT, ) = P (3.4)
Z Mt = 0
Kem
Z MycxUex = 0
K*e(m=uom~)

Théoréme 5 (Existence et Unicité).

H Il y a une unique solution v € R” du schéma (3.4).

Démonstration :

On note N = card(R”). On a un systéme linéaire qui s’écrit Au” = b avec

A:RN—’VZ (fK7f}C*7q)IC7avﬁ)/6RN+27 Z mle}C:_ Z me P et Z m)c*fzc* = - Z My P

Kem Keom K*e(Mm=uom*) Keom

On a dim V = N. Si on montre que A est injective, alors V b € V, il existe une unique solution u telle que
Au = b, en particulier pour b tel que o =0 et 3 = 0.
Soient u] et u3 deux solutions du schéma (3.4), on pose u” = u] — u3. Le vecteur u” vérifie :

Ve M, —div®(VTu”) = 0
YV K* € (I U oMm*), —div® (VTuT) = 0
V k € M, (VPuT fige) = O

Z My U 0

Kem

E My Uex = 0

KC* e(M*Uam*)

La définition de la divergence discréte donne —Jdiv? (V7u”),u” K = 0. On applique la formule de Green dis-
crete :

—Jdiv? (VTu"),u"K = 0
= (VU7 ,V7u ) — ( ¥°(V7uT -n) 77 (u7))on
—_— —

=0 car (VPu7 i, xc)=0
= E mp|VPuT|?

De®

On adoncVpe®, VPu” =0, il existe deux constantes cq et ¢; telles que :

VK e (MU om), Ue = o
Ve € (M UIM*), uex = ¢
Or les deux derniéres équations : Z M = 0 et Z MU= = 0, imposent les deux constantes.
Kem K*e(m=uom~)
En effet, on a : Z myeco = 0 et Z my+cy = 0, donc ¢g = ¢y = 0. D’ou u” = 0.
Kem K*e(Mm*uomt)

Il existe une unique solution u” € R7.
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3.4.3 Condition de Fourier non homogéne

Premier cas

On s’intéresse au probléme :

Avec comme hypothése A > 0 et g € L?(95).

Pour ce probléme (3.5) on va intégrer I’équation sur les mailles intérieures du maillage primal et dual, et sur
les mailles du bord dual, et imposer la condition limite sur le bords primal (figure 3.7).

On impose la condition limite

sur £ du bord

On intégre ’équation

sur K* intérieure

AR

TS
X
G

X

4

*
i
o

On intégre ’équation sur K intérieure On intégre I'équation sur x* du bord
FiG. 3.7 — Condition de Fourier non homogéne

Démarches :
On intégre I’équation sur les mailles primales intérieures :

Vkem / fl@ds = — /(Vu(s),ﬁa,c)ds
K D, o+xE€EDk * 7
On intégre I’équation sur toutes les mailles duales intérieures et du bord :

- Y[ (Vus) i as

Dy ox €D V7

_ ’Z /U*(Vu(s),ﬁa*,@)ds - ¥ /‘TOK*(VU(S),ﬁUK)ds

Dy or €Dy Dy, o E(DcxNON)

Ve e M* / f(x)dx

VK € oM* / f(z)dz

Et on impose la condition limite sur le bord primal :

VEedMm : —(Vu,f,c) = Au—g).

Schéma :
Soit u” € R”, on considére le schéma suivant :
vV ke M, —divi(V7Tu”) = fe
Vs € (MM Uot), —dive (VTu?) = fe-
Y K € OM, —(VPuT 7)) = A" (") —gx)

Remarque 8 : Ces équations ne sont pas linéairement indépendantes. On va se ramener & un schéma qu’on
sera résoudre.
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On regarde la premiére série d’équations, on les multiplie par m, et on somme sur x € I :

- Z m,cdiVK:(VTUT) = Z My fr
Kem Kem
On choisit 97 € R” telle que V £ € (MUIM), ¢ =L et V £ € (M UIM*), Y+ = 0, ceci impose VP97 = 0.
On a alors : d’'une part

—2Jdiv? (VTu”), 9" K = — Z myedive (V7 u”)

définition de J,K Kem

Z My frc

le terme de droite KEM

f(z)dz

Q

{II

<|I

Définition de fx
d’autre part

—2JdivT (V7uT), " K 2(V7u”, V7)o —2(v° (V7u™ - 1), (¥7))aq

~— ———
Green -0
D, T =
NP - E m,(VPuT, i)
définition de (,)a0 DeEDext

On arrive & :
- Z m,(VPu' M) = / f(x)dz
’Degewt Q

En refaisant la méme chose pour la deuxiéme série d’équations, (en multipliant par m,-, sommant sur K* €
(O U O™, utilisant Y7 € R” telle que V £ € (MUIM), ¢ =0 et ¥V £+ € (IM* UIM*), ¥+ = 1, ceci impose
VPy»T =0),o0n a:

—2Jdiv” (V7 u7), 7K = - ) medive (V)
K*e(om=uom)

— Z m,(VPuT , 7,)

DeEDeat

= > My fiex

le terme de droite K™ €(M*UIM™*)

/Q f(@)da

—
Définition de f-«

On arrive a I’équation :

- Z My, (VPu” Ty ) = Qf(x)d:c

DEDeat
Ainsi les deux premiéres séries d’équations ne sont pas linéairement indépendantes, il faut donc rajouter une
équation : par exemple E Myl = E Mycx Uyc -
Kem K™ e(m*uom+)

Bilan : Le schéma pour le probléme (3.5) s’écrit :

On suppose que
Z My frx = Z Mycs fres

Kem K*e(om=uomt+)

On cherche u” € R7 tel que

Y K eMm, —div *(V™u") = fc
Y k* € (M U o), —div ¥ (VTuT) = fe (3.6)
V K € M, —(VPu" 7)) = A" (u") — gx)

Z My Uy — Z MycxUex = 0

rem K*e(Mm+uom+)
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Théoréme 6 (Existence et Unicité).

Il y a une unique solution u™ € R” du schéma (3.6).

Démonstration :
On a un systéme linéaire qui s’écrit Au” = b avec

ARN_}V: (f)Caf)C*ag/Caa)/eRN+17 Z m)C.f}C: Z m)C*f)C*
Kem K*e(m=uom)

On a dim V = N. Si on montre que A est injective, alors V b € V, il existe une unique solution u telle que
Au = b, en particulier pour b tel que a = 0.

Soient uf et uZ deux solutions du schéma (3.6), on pose u” = uf — u3. Le vecteur u” vérifie :

vV ke m, —divi(VTu™) = 0

VK€ (M UoMm), —dive (V7u”) = 0

Y k € oM, —(VPu”, i) = MP(u?)
Z MU = Z Mycx U
Kem K e(m+uom*)

La définition de la divergence discréte donne —Jdiv? (V7 u”),u” K = 0. On applique la formule de Green dis-
créte :
—JdivT (V7u”),u"K = 0
(vTuT’ VTUT)© _ ('V@ (vTuT 'n),’YT(UT))aQ
= Z mp|VPu”|? + A Z m,~y® (u”)?

DeD DEDext

OnadoncV D € Doy, U + ugx +2u, =0et Vo €D, VPu” =0, ce qui implique qu’il existe deux constantes
co et ¢y telles que :

VK e (MU IM), Ue = o
Ve € (M UIM™), uex = ¢
et que cg+c3 =0.
Or la derniére équation : Z MU = Z My Ui+, impose les deux constantes. En effet, on a :
Kem K*e(Mm=uom=)
Z Mo = Z my«cy, donc ¢y = ¢1. On a ainsi ¢g = ¢; =0 et u” = 0.

Kem K™ e(9m+uom=)
Il existe une unique solution u” € R7.

Deuxiéme cas
Pour ce probléme (3.5) on va intégrer ’équation sur les mailles intérieures du maillage primal et dual, et

sur les mailles du bord dual en imposant la condition de Fourier sur le bord, et imposer la condition limite
sur le bords primal (figure 3.8). La différence avec le schéma précédent vient de lapproximation du terme

- Z (Vu(s), M, )ds pour les mailles duales du bord. En effet, dans le premier cas, on 'approche
DE(DxNON) 7 7
par —— Z m,(VPu”,7,,) alors que dans le second cas, on impose la condition limite de Fourier sur
DE(D )+ NON)

A
le bord, ainsi on I'approche par —|—§ Z m, (Yer c(u?) — gz).
DE(D e+ NON)

Schéma :
On envisage un second schéma pour le probléme (3.5) :
On suppose que
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On impose la condition limite

sur £ du bord

On intégre ’équation

sur K* intérieure

%
&
3000

0
R
%

5
{:
v¢(
0%

¥
L
5
R

7
X%
&
i

&

.

On intégre ’équation £* du bord

On intégre ’équation sur K intérieure . . . .
& En imposant la condition de Fourier sur le bord

F1G. 3.8 — Condition de Fourier non homogéne

Z M fe = Z My fiex

Kem K*e(om=uomt+)

On cherche u” € R7 tel que

Y ke m, —div “(V7u") = fi
Ykt € M, —div *(VTu”) = fe-
A
Y ke € oMm*,  — My (VPUT T eier) + = M, (Ve (') —ge) = Mg frr 3.7
'Dgyagg)c* ( ) 2 Dy, o* G(;)C* nog) (’y ( ) ! ) f ( )

V k€ oM, —(VPuT i) = A(7(u") = gx)

Z MycUe — Z My=Uex = 0

Kem K> e(Mm*uom*)

U + U,
-

ol Yyex o (u”) =

Théoréme 7 (Existence et Unicité).

Il y a une unique solution u™ € R” du schéma (3.7).

Démonstration :
On a un systéme linéaire qui s’écrit Au” = b avec

ARN_)V: (f)Caf)C*ag/Caa)/eRN+17 Z m)CfIC: Z m)C*f)C*
Kem K*e(m+uom~)

On a dim V = N. Si on montre que A est injective, alors V b € V, il existe une unique solution u telle que
Au = b, en particulier pour b tel que o = 0.

Soient ui et uj deux solutions du schéma (3.7), on pose u” = uf — u3. Le vecteur u? vérifie :

vV k€M, —divi(VTu”) = 0
Ve € 9, —div® (V7uT) = 0
A
YV k€ OM*, — Z Mg (VU Tl puper ) + 5 Z MyYer c(uT) = 0
Dy, o €D jc* Dy, o* €(D jcxNON)
1 1
YV k€ OM, —(VPuT ) = A <2v,c*,£(u7) + 2%*,5(117))
Z Myl = Z TNex Upes
Kem K*e(Mm*uom*)
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On regarde la valeur de —Jdiv? (V7u7),u”K :

1 .
=Jdivi(VTu”),u" K = —= Z Myer U dive (V7 u”)
1/C*68971* \ 1
= 5 2 wey >, meyeslu)- wes D m(VPUT )
K*eom~* Do, ox €(D e+ NON) K*eom* Dy, o €(DcxNON)
1 1
= - U Z m, |:27K3*,L(UT)+27L*,L(UT)_’Y/C*,L(UT):|
K*eom* Dy ox €(D e NON)

S SIS S

K* com= Dy o €(D jcx NON)

A v — g )?
= -3 Z Z ma(u’c 4“5)

K*€0M* D,y oy €(D e NOQ)

N =

On applique la formule de Green discréte :

—JdivT (V7u"),u"K = (V7u7,V7u")p — (72 (V7u” -n),77 (u”))aq

1 1 2
= > mp[VPuTP+N D m, (2%*,L(UT) + 2%*,E(u7))
De® DEDcat

On obtient ainsi

A (Uer — upx)? b T2 Ups + Uex + 2Up 2

OZZ Z Z maf+ZmD\Vu|+)\Zmof
K*€dM* D,y o €(D e+ NON) De® DEDeat

On a donc VD € Degt, Ups +Up +2u, =0, VD ED, VPu” =0 et Vir € OM*, ur+ —u,+ =0, ce qui im-
plique qu’il existe deux constantes cy et ¢y telles que :

YK e (MU oIM), Ue = o
Ve € (M UIM™), uex = ¢
et que cg+c; =0.
Or la derniére équation : Z MU = Z MyexUc+, impose les deux constantes. En effet, on a :
Kem K*e(m=uom~)
Z My = Z my«c1, donc cg = ¢1. On a ainsi ¢g = c¢; =0 et u” = 0.

Kem K*e(m=uom~)
1l existe une unique solution u” € R7.

3.4.4 Condition mixte de Dirichlet et Neumann non homogéne

Oun suppose que les frontiéres entre les bords Dirichlet et Neumann sont aux noeuds du maillage dual (ie
aux sommets du maillage primal) figure 3.9. Ainsi les noeuds x, des mailles du bord primal appartiennent
exclusivement & I'p ou exclusivement & I'y ainsi la définition de 09tp et OMiy ne pose pas de probléme.
Par contre, les noeuds z,+ des mailles du bord dual peuvent appartenir a la fois & I'p et & I'y dans ce cas
le noeud z.- impose que la maille ©* appartient a 091},. Les noeuds z,- appartenant uniquement & I'p
(respectivement I'y) imposent que leur maille £* dans 990}, (respectivement O91%). On rappelle les notations
des bords Dirichlet et Neumann :

893113 {ICE@W,J?,C EFD}

oMy = {IC € 8931, T € FN\FD}
o, {k* € 9M*, - € Tp)}
oM, (k" € OM*, e € Dy\Ip}
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Bord Dirichlet I'p

A
B

N

N

N

) € ooy,
B« c o

Bl ccoMp

] -KG@WN

F1G. 3.9 — Condition mixte de Dirichlet et Neumann non homogéne

Démarches :

On intégre I’équation sur les mailles primales intéieures :

ViceMm /f(x)dx

—Z/Vu

Dy, o* €Dk

On intégre I’équation sur les mailles duales intérieures :

Y ke M* / f(z)dz

—Z/Vu

Dy g €D

On intégre I’équation sur les mailles duales du bord Neumann 990t} :

c* )dS —

YV k€ OMyy, / f(z)dz
o

—Z/Vu

/ (Vu(s
oNK*

a o* GQ)C

Dy, o= E(QK* NC'n)

On impose les conditions limites sur les mailles duales du bord Dirichlet 99}, :

YV kr € OMY, u(xpex) = g(xpes).
Et on impose les conditions limites sur le bord primal :
Ve oMp, u(ze) = g(zc)
V k€ oMy, /(Vu(s),ﬁg,c)ds = [ o(s)ds
K K
Schéma :
Le schéma du probléme (3.8) s’écrit :
On cherche u” € Ej, / tel que
V k€ M, —div®(VTu") = fe
vV ke M, —div® (VTuT) = fer (3.9)
V Kr € Oy, —div* (VTuT) = fer
VK e oMy, (VPuT f,e) = Pk

Théoréme 8 (Existence et Unicité).

Il y a une unique solution u” € E,

g du schéma (3.9).

Démonstration :

Soient ui et uj deux solutions dans E7, |
l

vecteur u? vérifie :

du schéma (3.9), on pose u” = uj —u
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Y keI, —d1v (VIu®) = 0
Ve e,  —div (V) = 0
Vs € 0y, —dive (VTuT) = 0
VikeoMy,  (VPuT,i) = 0

La définition de la divergence discréte donne —Jdiv? (V7 u”),u” K = 0. En effet, la définition du crochetJ, K ne
fait intervenir que le bord du maillage dual, ainsi sur le bord dual ou il y a la condition de Dirichlet u” est nul
et ot il y a la condition de Neumann div®" (V7u7) est nulle. On applique la formule de Green discréte :

=Jdivi(VTu”),u" K = 0
= (V77 V7u")p — (Y2 (V7T -n),77 (u”))aq
= Y mp|VPuT P+ Y m, (VU ,,) 77 (u”)
Ded DEDers =0 bord Neumann =0 bord Dirichlet
_ Z mD|vDuT‘2
DeD

On adoncVpe®, VPu” =0, il existe deux constantes cq et c; telles que :

Yk € (MU IM), Ue = Cp
Ve e (MM UIM ), uex = ¢

Or u” € Ef, donc ¢y = ¢; = 0. D’ott u” = 0.

3.4.5 Condition mixte de Dirichlet et Fourier non homogéne

Premier cas

avec A > 0.

On suppose que les frontiéres entre les bords Dirichlet et Fourier sont aux noeuds du maillage dual (figure
3.10). Ainsi les noeuds z, des mailles du bord primal appartiennent exclusivement a I'p ou exclusivement a I'p
ainsi la définition de 9Mip et OMF ne pose pas de probléme. Par contre, les noeuds z,~ des mailles du bord
dual peuvent appartenir & la fois & I'p et & I'r dans ce cas le noeud x~ impose que la maille £* appartient
a 09}, Les noeuds x .~ appartenant uniquement & I'p (respectivement I'r) imposent que leur maille x* dans
O, (respectivement 09%.). On rappelle les notations des bords Dirichlet et Fourier :

Mp = {kedMua.elp}

OMr = {IC S am, T € FF\FD}
oMy, = {kr €M,z €l'p}
8931}‘: = {IC* S 39ﬁ*,x,c* S FF\FD}

Démarches :
On intégre I’équation sur les mailles primales intérieures :

VieMm /Kf(:):)dx = - Z /Vu

Dy, o+ €D

On intégre I’équation sur les mailles duales intérieures :
Y k€ /f(x)dx = — Z / Vu(s), - )ds
o

On intégre I’équation sur les mailles duales du bord Fourier 09} :
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XTxc*

) € ooy,
- B« com:

\\\ Bl ccoMp

\\\ BN W <<€Mr
NN
NN

T r* %

I'r

iy
iy
iy
iy
iy

o
7
7
7
7
s

%
7

NN

iy
iy
iy
iy
iy

I'p

F1G. 3.10 — Condition mixte de Dirichlet et Fourier non homogéne

vV k€ 0N /f(m)dx = - Z / (Vu(s), fl,=x-)ds — /Vu
K* o

Dy, o €D cx Dy,o* € @,Cmrp)
On impose les conditions limites sur les mailles duales du Dirichlet 997, :
Ykt € 0 u(zer) = g7 (2her)
Et on impose les conditions limites sur le bord primal :

Y k€ 0Mp, u(ze) = gP(z)
VK €OMp, —/(Vu(s)ﬁg,c)ds

K

Il
=
VA
~
~
o
[V

Schéma :
Le schéma du probléme (3.10) s’écrit :

On cherche u” € Ej, , tel que

vV ke M, —divi(VTu") = fe
¥ K € (I UOIM), _dvS (V) = e
YV K S 393?1:, —(VD T’ﬁﬁ)c) = )\ ('\/D(UT) — gg)

Théoréme 9 (Existence et Unicité).

du schéma (3.11).

Il'y a une unique solution u” € Ep,

Démonstration :
Soient uf et uj deux solutions dans E7, = du schéma (3.11), on pose u” = uj —uj qui appartient a Eg. Le
vecteur u” vérifie :

VK € M, —dive(V7u”) = 0
Ve,  —dive (VTu?) = 0
VK€ 0y, —dive (VTu?) = 0
VkeMr, —(VPul, i) = Mu”)

La définition de la divergence discréte donne —Jdiv? (V7u”),u” K = 0. On applique la formule de Green dis-
créte :
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—Jdiv' (VTu"),u”K = 0
= (V" VU)o — (v°(V7u” -n),y" (u”))ag
= o mVPuTRP4A > m, (3P ())?
DeD De(DNl'r)
On adoncVpe®, VPu” =0, il existe deux constantes cq et c; telles que :
VK e (MU IM), Ue = €
Ve e (MM UIM ), uex = ¢

Or u” € Efj donc ¢y =¢; =0. D’on u” =0.

Deuxiéme cas

Schéma :
On envisage un second schéma (en imposant la condition limite de Fourier sur le bord des mailles de 99%)
pour le probléme (3.10) :

On cherche u” € Ej, , tel que

Vkem, —divi(VTu”) = fe
Ykt € M, —div® (VTu") = fir (3.12)
* D, T = A T ’
V k* € GDJTF, — Z M % (V U ,ng*,c*) + 3 Z m, (’Y}C*,L(U ) - gc) = M= ficr
Do o €D e Dy, o* €E(DycxNON)
YV k€ 0Mp, —(VPu7, i) = A(y7(u7) = gf)

Théoréme 10 (Existence et Unicité).

Il y a une unique solution u” € EY, = du schéma (3.12).

Démonstration :
Soient uf et u3 deux solutions dans E?, = du schéma (3.12), on pose u” = uj —uj qui appartient a Eg. Le
vecteur u? vérifie :

vV ke M, —divi(VTu”) = 0
v ke M, —div® (VTu”) = 0
A
Vs €0My, — > m(VPuT i) + o) > my (Ve (7)) = 0
Dy ox €Dy Dy, ox €(D e NIN)
VK € OMp, —(VPuT, 7)) = M)

En refaisant les mémes calculs que dans le deuxiéme cas de Fourier non homogéne, on a :

_Jd T T,,T T — _ N TR
ivi(VTu"),u”K Z Z m, )
K*€0M* Dy ox €(D jcxNON)
= (Vu",V'uT)p — (VTuT.n,u”)oq
Z mp|VPu” |2 + A Z m, (7% (u7))?
DeD De(DNl'r)
On adonc Vo e®D, VPu” =0, il existe deux constantes ¢y et c; telles que :

VK e (OMuom), Ue = ¢
Vs € (MM UIM ), uex = ¢

Or 7 € E§ donc cg =c¢; =0. D’'ou v’ =0.
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3.4.6 Condition mixte de Dirichlet, Neumann et Fourier non homogéne

Remarque 9 : C’est un cas particulier du cas précédent en posant A = A(z) > 0.

—AU((wg = f](Jw(),) T e;)

u\s = S), s € ,

(Vu(s), ) = gp(s) cTn (3.13)
i) (

On suppose que les frontiéres entre les bords sont aux noeuds du maillage dual. On rappelle les notations
des bords :

893113 = {ICE(?W,JZ,C EFD}

oMy = {Keam,x,C EFN\(FDQFF)}
oOMr = {KG@SJT,:U,C GFF\(FDOFN)}
oMy, = {kr €M,z €lp}

am?v {IC* E@im*,a:,c* EFN\(FDQFF>}
8‘))?} = {IC* S 8931*,x,c* S FF\(FD ﬁFN)}

Démarches :
On intégre I’équation sur les mailles primales intérieures :

VieM /}Cf(x)dx = - Z /Vu

v € o /K*f(x)da; - .Z /Vu oo)ds

On intégre I’équation sur les mailles duales du bord 89)1 N et oMy -

Ve (@myuomy) | flo)de = - > /Vu Ty )ds — > /(Vu(s),ﬁg,c)ds

(7'(7*69)(:* 'DUVG*E(QK*Q(FFUFN)) g
On impose les conditions limites sur les mailles duales du bord Dirichlet 997, :
Ykt € 0Mpu(ze-) = g7 (wxe-).
Et on impose les conditions limites sur le bord primal :
YV k€ 0Mp, u(ze) = g
Ve oMy, /(Vu(s),ﬁg,c)ds = /CI) s)ds
A

Y k€ 0OMp, —f(V1t(s),ﬁUK)ds = (s))ds
K
Schéma :
Le schéma du probléme (3.13) s’écrit :
On cherche u” € Ef, , tel que

v keI, —dive(VTu™) = fe

VKt € (9T U O, U O, —divS (VTuT) = fe- (3.14)

VIceéme, (VDTA)C) = P

VkedMrp, (VDUT ﬁam) A (FYD(U ) - g)c)

Théoréme 11 (Existence et Unicité).

Il y a une unique solution u” € EX, = du schéma (3.14).

m,g

Démonstration :
Soient uf et uj deux solutions dans E7, = du schéma (3.14), on pose u” = uj —uj qui appartient a Eg. Le
vecteur u” vérifie :
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Y keI, —div®(VTu”) = 0
VK€ (M UMy, UOMy), —dive (V7u”) = 0
V k€ 0Mn, (VPuT, i) = 0
VK€ oMy, (VP i) = AP

La définition de la divergence discréte donne —Jdiv? (V7 u”),u” K = 0. On applique la formule de Green dis-
créte :
—JdivT (V7u”),u"K = 0
(V7T ,V7u")p — (Y2 (V7™ -n),7" (u”))aq
Z mp|VPu” |2 + A Z m, (" (u”))?

DeD De(®NI'F)

On adoncVpe®, VPu” =0, il existe deux constantes cq et c¢; telles que :

YK e (MU oM, Ue = o
Ve (M UIM), ue = 1

Or u” € Ef donc ¢y = ¢; =0. Do w7 =0.

3.5 Estimation d’erreur

On étudie ’estimation d’erreur du probléme avec une condition limite de Dirichlet non homogeéne :

—Au(z) = f(x), z€Q,

u(s) = g(s), seon. (3.15)
avec f € L2(Q), g € %(8(2) espace défini dans la définition suivante.
3.5.1 Définition
Définition 11.
On définit Uespace H2(99) de la maniére suivante :
g > d dy
o0 L*(09 2 / / <
H (00) = {g € L2OR). 01, o = oo+ [ [ ‘x - y‘ S <o

On suppose  polygonal et on note T'y,--- Ty les cotés de U, on définit alors sur chaque coté T'; I’espace
H3(T;) par :

2
hEH%( T;) < h e HYT;) telle que Vh(z) = Vh() dxdy<+oo
|z —y|> lz =y
On définit enfin lespace flg(ﬁQ) telle que :
H:(09) = {g € H'(09), g, € H*(T)}
On note
Hg||2 VQ ( )‘ dx dy
H2(6Q) |l‘— ‘x—y‘

On aura besoin de projeter des fonctions de €2 sur toutes les mailles. On projette en évaluant en x, (res-
pectivement - ).
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Définition 12.

Pour toute fonction v de Q, on note la projection de la valeur au centre des mailles :

PCT” = ((U(%))Kze(mam)» (U(%*))x*e(m*uasﬂ*))

3.5.2 Reésultats intermédiaires

Pour démontrer I’estimation d’erreur, on a besoin de résultats intermédiaires. Tout d’abord une inégalité
de Poincaré discréte :

Théoréme 12 (Inégalité de Poincaré discréte).

Il existe une constante C > 0 telle que ¥ g € H? (9Q) et u” € Eng

[[uT ]2 < [u™ |2 + [l™

2 < O diam(®) (IV7u7 L2 + g1l 3 )

Démonstration :
On peut écrire |uc|? = |uc|? — |uz|? + Jug|? + - - + g, on remonte de voisins en voisins pour arriver au bords
i+

On introduit une fonction qui permet de déterminer les voisins successifs d’un élément u, : Pour o et 2, = (z,y),
on pose

bolzr) = 1 sila projection orthogonale de o sur ’hyperplan {x = 0} contient (0, y)
o\Tx) = 0 sinon

D’ou si x € kg

1
el < 5 D0 bel@ [l — 2l + Y o (@)la.
Da,a*eg occoM
1 U — U
< 3 Y we@me S g )+ Y @l
Dy ox €D " occoMm

1
Remarque 10 : le facteur 3 vient du fait que ’on a choisit la droite directive mais pas son orientation.

On remarque l'inégalité suivante :
Yo (x)dz < m, diam(Q)
Q

Ainsi on a
[[u™3 = > mlul?
ICeim
Ue — U
< (/ Yol dx) oo L2 el )+ (/ bole dx) 19,12
*EQ Mo ocEOM
dlam | ) )
= D> mm*?““ﬁlﬂww diam(©)lgxl 23
inégalité précédent Dy,ox €D
1
2 2
diam(Q Ue — U 2 .
< SO X [t S moluel + fucl? |+ diam(@)lgcl?
~~ Sin o, m«
cs Dy,ox€D D, €D
diam(Q) 2\ 2
lam U — Ugp 9 .
S vl ND DL (mexl) + dian(@)gely
D, o+ €D Kem

Le résultat suivant est da a :
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A? < DA+B
1 1
< -D?*4+_-A%2+B
s 5 +2 +
1 1
—A? < -D?+B
2 - 2 +
A2 < C(D2+BQ)
A < C(D+B)
d’ou
1
o < Cdiam(Q) ue —uz |’ i O diam(Q)
Il < e 2 ™o T | | € e @l o
%
diam(2) T o= 2 .
< CW DZEQmDKVDu Teoz)] —i—Cdlam(Q)Hg,CHH%(aQ)
2
diam(Q) b T2 .
< cW DZ@mDW uTP |+ O diam(@)l[gell ;4 o
< € diam(@) (V7072 + g1l 13 o)

Ensuite on a besoin d’un lemme sur la différence entre le gradient continu et le gradient discret :

Lemme 1.
Soit u € H*(Q), il existe C > 0 telle que

||[Vu — VTPTul|, < C size(T)||Vul| g1 ()

Démonstration : - -
On va démontrer ce résultat par densité des fonctions C?(£2) dans H?(Q). Soit u € C?(£2), d’apreés la formule
de Taylor avec reste intégralon a:V z € »

L (ufee) - ulzy)) !

(u(ze) = u(2) +u(z) — u(zx))

= - (Vu(z)(xc —2)+ ; (1 —t)(D?*u((1 —t)z + ta,)(x, — 2), (x, — 2))dt

—Vu(z)(ze — 2) + /0 (1 —t)(D*u((1 — t)z + toe)(ze — 2), (T — z))dt)

! / (1 —t)(D*u((1 —t)z + ta,)(x, — 2), (x, — 2))dt
0

m =

o

3

o*

3

= (Vu(z),Te,c) +

m, =

_ml / (1= £)(D2u((1 — D)2 + tae) (zr — 2), (2 — 2))dt
+* Jo
De méme, on peut écrire : V z € D
Tri (u(zer) —u(zer)) = (Vu(z), Ter o) + mig/o (1 =t)(D?*u((1 —t)z + tap)(xpe — 2), (xox — 2))dt

1

me

/0 (1 =) (D?*u((1 = t)z + twe ) (zr — 2), (Tr — 2))dt

Ainsi si on regarde la valeur de Vu — VPPZu, on obtient : V 2 € D
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sin ap(VPPTu—vu) = U zuled s o ul@e) —u@e) s Gl va
m, = m,
- 1
= T / (1= )(Du((1 — 1) + ta) (w2 — 2), (2 — 2))dt
+* Jo

o / (1 —t)(D?*u((1 —t)z + tae)(zx — 2), (T — 2))dt

ﬁ;ﬂf i (1 —t)(D*u((1 — t)z 4 txpe ) (woe — 2), (2o — 2))dt
_77;17& ; (1= t)(D?u((1 = t)z + toe ) (T — 2), (Ter — 2))dt

On pose pour un diamant D € D :
2

M, = /‘1/1(1—t)(D2 (1= )2 + toe) (wr — 2), (wx — 2))de| dz

< 2 / / 2 D?*u((1 — t)z 4 tae ) (ze — 2), (e — 2)|?dtdz
< )2 D?u((1 — t)z + t,)|*dtdz
dp (! .
< 22 [ [ ptuwkay
< d4§ u(y)|*dy

< B / |D?u(y)dy
D

ol D est 'enveloppe convexe de . On fait de méme pour I, ,«, I« , et II.« , et on obtient :

4
[ I97PTu) = Vu@)Pde < o (e + e + 1o g + 1)
D sin a2,
< o [ IDuly)Pdy
D
D’ou
||Vu — VTPT |3 = Z / |VPPZu(z) — Vu(z)?dz
DeD
< Yok / D2u(y) Py
DeD D
< C size(T / | D%u(y)|*dy
~~
dp< size(T) DeD
< C size(T)?||Vul |1 o
Donc

IVu — VTP u||y < C size(T)||Vul| g1 (o)

On utilise le lemme suivant sur la différence du gradient discret d’un élément de R” projeté sur les deux
espaces E7, et EC .
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Lemme 2.

Soient g € H?(9), u” € Ep, 4 on pose ui =P u” € K7,

il existe C > 0 telle que

IV7u” = V7ulll2 < C size(Tllgll 3

Démonstration : Soit » € D, on pose GP = VPu? — VPu7.
Premiére étape :

Ainsi on a
1
(GP, 7)) = ~— (g(:r,c) - / g(s)ds> si D =D, tel que o € OM
Mg oK oK
= 0 sinon

Pour simplifier ’écriture on fait le calcul dans un cas particulier : o =] — hy, he[x{0} et z, = (0,0). Ainsi on
peut écrire :

1 [t

m,-(GP, T r) = 5— (g(s) — g(wx))ds
2h e
1
= S / Vg( xzx +t(s —xx)) (s — k) dtds
= 0 O =x

= 2h,</ / Vg tz Yedadt
th;c

= dsdt
2hl€/ /th}c

Or Vg(y)sds = Vg(y)/ sds = 0 pour tout a > 0, d’ou

—a —a

1 thic 1 thic 1 thi
th/h Velslsdsdt = o5 / i 2t / thKWg(s)—w(y))sdsdy
thi thi
- 2 3/ Vels )s|s— |dsdy
4h t thi J —thx |5* \
Ainsi
2
thic
G el < / / / Vg ()s\s—y|dsdy dt
0 ( Qh;c thic thi |

[s%[s — y|*dsdydt

Vy(s) = Vo) |
IS Y|

<
~~ /0 (tm 2h;< /fh;c /—th,c
Jensen

Vg(s) — Vo) |

thic
< i) 4272 / / dsdydt
m,«2 —thx J —thx |5 —yl
< / e / e —Vyly )‘2 dsdy
N thix thi |57y‘ |S_y|

En remarquant que m, < C size(7 )2, on obtient :

Z mDI(GD)FK,L)|2 < O size(T (/ /
Keom

DeD
V(s g( ) ’2 dsdy
B—m |s — vl

Vy(s Vg( )’2 dsdy
|s— ls —yl

IN

C size(T

IN

) 2
C size(T)? ||9H 3 (00)
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Deuxiéme étape :

On a de méme pour p € © (décrit par la figure 3.11) :

1 1
(GP, Frex o) = —— | g(z) — / g(s)ds si D tel que uniquement z.« € OM
m, mO’L* Opx
1 1 1 .
= — | [g(zex) — g(s)ds| — |g(xz+) — g(s)ds si D =D, tel que o € OM
m, Moe Jo. Moy Jo,
o0 T, o0 o
\ // \ /
\\ /’/ \\ // D
\ \ /
\ \ / ;
\ N ,
D K\ /
\\ //
N /
N/

Fi1G. 3.11 — Les deux cas de diamant D possible

Si p tel que uniquement z.+ € 09, on a de méme

mv|(GD,7_'}c*,L*)|2 < C size(T)? (/ /
Tp* Op*

Sip=np,,« tel que o € M on a alors

Vg(s) — Vg(y) ‘2 dsdy
|s —y|2 s =yl

Vy(s) — Vg(y)|* dsd
Mol (GP, Trw )2 < C size(T)? (/ / 9(s) = Vgly)[* dsdy )
opxUayx JopxUo s |s —y|2 |s —y|
D’ou
Z mD‘(GD77_—;C*,L*) 2 < C SiZe(T)ZH‘gH%%(aQ)
DeD
Donc

V70" = V7l ||z < C size(T)llgll 5 0,

|
Remarque 11 : On note u, € H?(f2) la solution exacte du probléme (3.15) avec la fonction g comme condition
limite.
Définition 13.
On définit l'erreur de consistance pour un diamant D € D :

DD v
Rp = V7P, P e — Vue
également l’erreur de consistance die auz bords :
bord DD T T
RE"™ = VPP, JPcue — VP, ue

et erreur de consistance die a [’estimation du gradient :

rad DT
RE = VPP, u. — Vu,

Ainsi on a
__ pbord grad
Rp = Rp™ + Ry

On note aussi pour D = D, ,« :
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1 S
RU7)C = _Ra,L = mia /J(RD(S)7naIC)dS
1 -
Ra*,)C* = _Ra*,ﬁ* = mo* - (R’D(S)7na*)C*)d8
R, = |Ro,1< = ‘Ro,z|
RU* = |RU*,IC* = |Ra*,5*‘

Estimation de ’erreur de consistance du gradient discret :

Proposition 1.

Soit u. € H?(Q) la solution exacte du probleme (3.15) avec la fonction g comme condition limite, il existe
C > 0 telle que

S mal R < C size(T)?| Vel s o

DeD

Démonstration : On a d’aprés le lemme 1.

Z mD\RgDMdF = Z mD|VDPCTue - Vue|2
De® De® 5
= "VTPZue — VueHQ

C size(T)?||Vue| 3 o

N

Estimation de ’erreur de consistance du bord :

Proposition 2.

Soit ue € H?(Q) la solution exacte du probléeme (3.15) avec la fonction g comme condition limite, il existe
C > 0 telle que
Y mo|RE™P < C size(T)?||gl|

~ 3
Do H?2(09Q)
Démonstration : On a d’aprés le lemme 2.
S mp R = > mp| VPP, PLue — VOP |
DeD DeD )
= ||V PLue — VTP ul],
< Csize(TP ol g

On a besoin d’un lemme sur la différence des gradients discrets entre la fonction exacte et la solution
approchée.

Lemme 3.

Soient ue € H*(Q) la solution exacte du probléme (3.15) avec la fonction g comme condition limite,

u” € By, la solution du schéma (3.2) et on pose ul = 3gu7, il existe C > 0 telle que

IV PLue — V7ul ||z = ||VTB2 Pl ue — V7uT || < C size(T)

Démonstration : On a par unicité des solutions I'égalité : P u, — u? = %,ngue —u”.
Tm7T T, 712 _ TD T T, 712
HV IP>cu€_v U’c||2 - HV mm,gpcue_v u ||2
DD T D, T|2
= E mp| VPR, Peue — Vou|
DeD
T T T T
= Jdiv’ (VTR PLue) —div' (VTuT), By Prue —u’K
Green
= I
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Or on a pour Vk € M
—div®*(V7u”) = fe
1 .
= /}C div(Vue(2))de = fe

Donc on obtient

L/ div(Vue(z))dz = div®(V7u”)
My K

Finalement

my (v (VTP P ue) — dive(V7uT)) My <div’C(VT‘}3ﬁl’gPZue) - mi /}C div(Vue(a:))d:r)

—

derniére égalité K
= S0 MoV BT i) = D [ (Vuels), il)ds
déf divK et Green Po,o* €Dk Dy, ox €DK o
1 -
= Z Mo /(VD‘I}fn’g]P’CTue — Vue(s), M,k )ds
Dyox €DK c-g
=Rs
= Z mo'Ro,)C
Da,(r* EQK
De méme V k* € M*
myee (divS (VIPR PTue) — dive (VuT)) = > myeRoe oo
Dy ox €D e

Remarque 12 : On a aussi V k£* € 09" telle que k* n’a pas un coté sur le bord Dirichlet ie k= & OM7,.

My (divS (VTP PTue) — dive (VTuT)) = > meeRoe oo

Do, o* €D

et sur le bord Dirichlet si k* € 995, on & u(Ticx) = U+
Ainsi d’aprés la définition de I et de PZu,, on a bien :

N —

I = IS Y mRam) —uw) S D MoRe e (o) — )

KeEMD, ,«€EDx K*e(M*Uom*) Dy o+ €D

1
3 Z MR, o (Ue(Ti) — U — Ue(x,) + Uupr)

R(T,)C:_RO.“C Da,a* EZD
1
+5 ST e R e (ue(s) = e — te(@er) + uc)
Do‘,a*eg
MM, * . )
— Z 02 [R“"C(VD(UT - %»QPC‘TUG)’T’CJ) + Ro» e (VP (u” — %,QPZUE)aTK*,L*)]
Déf du gradient Do,o* €D
2 3
1 2 D D va V|2
\S/'/ sin Q. Z mD|RU| Z m'D‘v (mm,g]}hc Ue — U )|
CcS Dy, ox €D D, ,+ €D
1 1
2 2
1
+- > mp|R,.|? 3 molVP(RE P u — u))
sin o,
Dy ox €D D, €D
1 1
2 2
1
v
< V7%, Pr e — VTUTHQ pr— Z mo|R, | + Z mp|R,-|?
z Dy,ox €D D, .+ €D
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D’aprés la définition de I, on obtient :

N|=

1
V7P, Prue— V7|, < : S mplR P+ D molR.-
S aer Dy o €D Dy o €D
< C size(T)
~~
Prop 1 et 2

Donc
|V7BE JPTue — VTu”||, < C size(T)

m,g- C

3.5.3 Théoréme d’estimation d’erreur

Théoréme 13.

solution du schéma (3.2).
Alors il existe C > 0 une constante dépendant du maillage, des normes de f et g telle que :

[Jue — umHg + ||ue — usm*||2 +||[Vue — V7u" || < C size(T)

Démonstration :
Premiére étape :
On s’intéresse d’abord au premier terme du membre de gauche : [[u, — u™||5.

e =™z = e = PR Pl 1 P e — a2
= llue —B5, (P uell2 + C|[VIBE, T ue — V7|
Poincaré discret - )
= |[ue — By, JPe tel|2 + C size(T)
Lemme 3

De plus, on obtient les inégalités suivantes :

e =2 PTull = [ juele) = B8 T (o) e
< Z / [ue () — ue ()| 2da
Kem 7K
1
< Z / Vue(x)(ze — ) —|—/ (1 —1t) (D?uc((1 — t)z + tze) (ze — ), (2 — 2)) dt
Kem v K 0
< 2y / V(@) (ze — 2)2 do
Kem K
2
1
+2 Z / / (1—1t) | D?uc((1 =)z +tag) (e — 2), (xe — ) || dtdz
Kem /K /0 —
=Y
1
< c >y di/ Vue(@)[*dz+C Y /Adi/ (1—1)%72 |D?ue(y)|” dtdy
Kem K Kem K 0
< C size(T)? Y / Vue(2)* da + C size(T)* Y [ |D2u.(y)|* dy
dn;;:(T) Kem 'K Kem /K
<

C size(T)2|| Vel 2

41
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On a donc pour le premier terme :
|[tre — u™|]2 < C size(T)

De la méme maniére on obtient pour le deuxiéme terme :
l[e — u™ ||2 < C size(T)

Deuxiéme étape :
On s’intéresse d’abord au troisiéme terme du membre de gauche : ||Vu, — V7 u7||2.

On pose u; = PZ u”. D’apres les lemmes 1, 2 et 3.

Ve =V7u"|lz < ||[Vue = VIPTuellz + ||V7u” = V74 ||z +||VTE ue = V7u7 ||

Lemme 1 Lemme 2 Lemme 3

C size(T)||Vue|| g1 (o) + C size(7) + C size(7)

IN

1911773

On a donc pour le dernier terme :
[|Vue — VTu" |2 < C size(T)

On obtient donc le résultat énoncé :

[lue — umHg + ||ue — umt*||2 + ||[Vue — ViuT||a < C size(T)
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Chapitre 4

Etude de la méthode de Schwarz

4.1 La méthode classique de Schwarz

4.1.1 Cadre continu

On décompose notre domaine € en deux domaines tels que Q = Q2 Uy U~y (figure 4.1) ot v est I'interface
entre les deux sous domaines v = 27 N Q.

Q Q

— 7 Qz
— o
Q4 Qo /

Fi1G. 4.1 — Le domaine

On s’intéresse au probléme suivant :

(4.1)

ot f € L(Q). Alors il existe une unique solution u € H}(€2).

Définition 14.
On définit pour i =1 ou 2, l’espace :

Hio () = {u € H' (), u=0 sur 98; N 0Q}.

On définit la méthode de Schwarz par une suite (u}');=1,2.:n>0 de la maniére suivante :

On choisit arbritrairement (ud)iz12 € H*(Q:) N HA o (Q)
On construit la suite par récurrence : ul ™ e Ho ()
—Aurtt = f dans €;

K3
(V™ it 5) + A (Vui, i ;) + Auj sur -y pour i # j

(4.2)
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ou 7i; ; (respectivement 7; ;) est la normale & v sortant de €; (respectivement de €2; ), on a alors 7; ; = —ii, ;
et on suppose A > 0.
On aura besoin du résultat intermédiaire suivant :

Lemme 4.

Soient O un ouvert borné de RN, A > 0, I'g C 9Q N 0O ouvert. Il existe C > 0 telle que :

YV u € HY(O) tel que on ait Au = 0 dans O

2 < C[IVullioy + 11(Tu ) + Ml

Démonstration : On raisonne par labsurde. Soit (u,)nen une suite de H(O) qui vérifie :

Au, = 0
lunllLz0) = 1
Vu, — 0 dans L*(O)
(Vup, @)+ Au, — 0 dans H 2(T)
u, — u dans H*(O)
La derniére convergence implique :
Uy — U dans L%(0)
Vu, — Vu dans L%(0)
Up — U dans D’(O)
Au, — Au dans D'(O)
(Vin, @) + My —  (Vu, @)+ Au dans H2 (D)

Par unicité de la limite on a Vu = 0 dans O, Au = 0 dans O et (Vu,7) + Au = 0 sur T'.

Or la convergence faible dans H'(Q2) de u,, implique la convergence forte de u,, dans L?() car 2 est bornée
(H*() s’injecte que maniére compacte dans L?(Q)).

u, — u dans L*(O)
D’ou la convergence des normes : ||uy,||z2(0) = 1 — ||u||12(0) ce qui implique ||u|[z20y = 1 donc u # 0.

La limite u est constante ce qui implique que (Vu,7) = 0 sur le bord T'y. Or (Vu, ) + Au = 0 sur Ty, d’ou
Au = 0 sur I'g. Donc u = 0 car A > 0, or ||u[|z2(0) = 1, on arrive & une contradiction.

On a le théoréme de convergence suivant :

Théoréme 14 (Convergence).

Pouri=1,2, uj converge faiblement vers u|, dans HL (%) et en particulier u:‘l converge vers u|_ dans
i ¥

Hz () quand n tend vers +oo.

Démonstration :
Premiére étape :
Soient i =1, ou 2 et n > 1, on déduit de (4.2) :

ul =l e Bl () (4.3a)
At = = 0 dans Q; (4.3b)
sur « pour i # j (4.3¢)

La derniére égalité vient du résultat suivant :
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(V(u?*‘1 — u?_l),ﬁi,j) = (Vu i) + Auj )\u;”'l — (Vu?,ﬁi,j) + Auj — )\u?_l

)\(2u "H u? 1)

On multiplie (4.3b) par (u'** —u~!') et on intégre sur Q;

0 _ /A n+1 n 1)( n+1 u?,—l)da7

= \Y ur-”rl—u- dm—/ V(utt — Y, 7@, u"Jr1 w1V ds

\ ) /Q,| 7 [ ’ 89,;( ( ) ) ) ;J)( ) )

Green =0 sur 992;\y

e A KR K G

= / |V(u§”rl ’dm—i—)\Z/ (ul ™ ur ! - 2u} Y(uP Tt —u)ds
Q;

(4.3¢) J#i

= / [V =P de 23 / P ) (T el ) —
& J#i

D’ou

ZA/|u?_1—u?|2ds = /Q |V( ntl _ | dx—i—AZ/ ntl _ ;-L|2ds

g#e 7 J#

On somme pour i =1, 2 et n =1 jusqu'a N € N* :

2

S5 [ v - = 303

)\/(‘u;kl —un]? - Juptt — u”|2)ds
gl

j i j
n—1i=1"7% n=1i=1 j#i
= A (|u?—u§‘2+fu2—u1| ds =)\ /|uN+1 | + |uy —u{v|2)ds
5 5
<0
< [ (= o - e
< o’
On a donc
N
ZZ/ IVt —ur Y de < C© (4.4)
n=1i=1"%
et

|u?_1—u?2ds = /‘V(u?“—u?_l)fdx—l—Z/\/’u?“—uﬂst
gAY & gAY

>0
S [zt - g as

gAY

\%

On a par récurrence de pour tout n > 1 :

Si pour tout i = 1, 2,j7éi:/|u?71—umgdsgCalorsonapourtouti:1, 2,j7éi:/‘uf+1—uﬂ2ds§0.
¥ v

Donc pour tout n > 0, pour tout ¢ =1, 2, j #4,on a:

[l —upfas<c
v

(4.5)

Remarque 13 : L’inégalité de Poincaré ne marche que si §2; est en contact avec le bord 992. C’est pourquoi on
deéfinit I'ensemble I; = {i € {1,2}, tel que 9Q; N ON a un intérieur non vide} qui représente les sous domaines

qui rencontrent le bord 0f).

Par exemple, dans le cas ou 'on a un sous domaine Q; emboité dans §; (figure 4.2), on a alors I; = .
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Q
Q ,
/
]
Q;

F1G. 4.2 — Le domaine Q

Donc on obtient pour ¢ € I, d’aprés I'inégalité de Poincaré :

ZZ/ ! — 240 < sz/ wt ?‘1)2dx
n=14¢€ly n=11=1

<

~~

(4.4)

On a donc

ZZ/ |t —wr P de < © (4.6)

n=liel
Remarque 14 : Rappel sur 'opérateur trace :
Y HY(Q) — H(0Q)
u — Up0

est un opérateur linéaire et continu donc :

el 13 oy < Ol 1120

On a également 'opérateur trace suivant :
vt €€ (L(Q)%dive € LA(Q)} — H 2(09)
§ — (57 ﬁ)lan

est un opérateur linéaire et continu donc :
. 1
16 @13 gy < CUUIE N + [dive]12)?

Retour & la démonstration : On veut 'inégalité (4.6) pour tout ! = i, j. On va montrer 'inégalité pour

1 ¢ 1.
En utilisant la remarque sur 'opérateur vz, on a :

N N
n — — 2 n n—
SV ) sy, < O |1V = w5+ [div(y I
n=2 n=2
=A(u;—u;*2)=o
< C
~—~
(4.4)
De plus on a pour j € I :
<

N
O [l =521
n=2

N
EE Wi TR P

grace & Yo
< C

~—
(4.6)+(1.4)

al 2
7;2 [[uf = U?QHH*%(V)
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Donc en regroupant les deux derniéres inégalités, on a pour tout j € I :
al 2
—2\ = 2
Z H(V(u;l - u;L ),nj,i)HH*%(,y) + Hu;l uj” HH 2(7) <c
Maintenant pour ¢ & I; :

N
Z =) )+ M = e, = ZH ), it +Auy—<v<u;f-2>,m,j>—Auy-2>||if_%(7)

IN

2
ZH 3 ), nyz)HH 3 —1—)\Hu j 2H H™3 ()
< C d apreés la derniére inégalité obtenue pour j € I3

On applique le Lemme 4 4 O = Q;, I'g = v et l'inégalité (4.4) pour ¢ & I :

N

12
E / ’u?“—u? W"de<C
n=1 Q;

Avec l'inégalité (4.6), on a pour tout ¢ = 1,2 :

N
Z/ |u?+1 — u?_1|2d:£ <C (4.7)
n=1"

Deuxiéme étape :
On multiplie (4.3b) par u™! et on intégre sur €; :
0 = / At — Y de
’ﬂ

= S AV (T TS /\Z /(u?+1 +ul Tt — 2u?)u?+1ds
Green+(4.3c) Qi VE

On peut écrire encore les termes de droite de la maniére suivante :

N B R | 1 A (T
et
(uﬂ+1+uﬁ 1 Qu)”"‘l = ‘u”+1|2+un_1u"+1 2u"u"+1
1 K3 K3
= gl P Gl = = g G -

On remplace ces identités dans 1’égalité précédente et on somme pour i =1, 2 et n =1 jusqu’a N € N* :

0 = ,;Zi:/ = |V (upth Z/ |dx+ZZ/ IV (ut —u Y de

n=1i=1 n= 11 1
N 2
D)WY EIT LD DY ZA/ PSS Y [ s
n=11i=1 j#i v :llj;ﬁz n=11i=1 j#i R
N 2
ZZZ /}un+17un| dsizzz / [~ ds
n=1i=1 j#i Yy n=11i=1 j#i

Ce qui donne
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2 2

32 [ (9@ + 9@ - v - [vhf) dx+12A/(|uf+lyz+yug|2_\uﬂ2) s
=17k ¥

N-1 2

+ Z)\/‘unﬂ—u"’ ds+ - ZZ/\/|UN+1 N‘ ds

n=1 i=1 j#i R i=1 j#i

i=1 j#i

N 2 N 2
- 5y \vwﬂ—url>|2dw+ZZA/§ruw a7 Pas 1S [ | | as
i i n=1i=1 7

[N\
] =
Mm
>
S~
[\ln—l
'3
3
o
_|_
M
>
Q\
2
t
&

= C*ngA/J“i K
(4.5) =
D’ou

2
72/ V()| de + - ZA/\ N ds 4 ZZZ)\/ p_yr’ds < C+%ZA/|U§V+1\2ds

n=11i=1 j#i i=1 R

Ainsi on a :

1 2 N+1 1 N 2 . .
22/9JV< 222;[y 1 lds < 0

Donc on obtient pouri =1,2,V N >0:

/’V(uﬁvﬂ)fdaz < C (4.8)
Q;

et

A
Q

(4.9)

N
S0 [ it -l as
’y

n=1 j#i

Troisiéme étape :
L’inégalité (4.8) implique que (Vul),~o est bornée dans L?(€;). Si i € I1, l'inégalité de Poincaré donne que
(u™),>0 est bornée dans H'(€2;) et on a (ul'),~o est bornée dans L?(7y). Pour j ¢ I, Pinégalité (4.8) implique
que (Vu})nso est bornée dans L?(€;) et d’aprés 'inégalité (4.9) et le fait que (uf')n>o est bornée dans L*(y),
on a également que (u?),>o est bornée dans H'(€2;).

Donc pour tout j, on a (u}‘)n>0 est bornée dans Hl(Qj). On peut extraire une sous suite qui converge :

uit o =y dans H'(Q;)
Donc uit =y dans L?(£;)
et You;*  — ou; dans L*(v)

Et on a que la limite vérifie : —Awu; = f dans ;.

De plus Vinégalité (4.9) implique que u]* " — ui* — 0 dans L?(v) donc :

oui* ™t — ou; dans L?(v)

De plus (u* ') est bornée dans H'(£2;), on peut en extraire une sous suite qui converge faiblement :

ng+1 1
u; - dans H* ()

Donc  yu/*™ — ~ou; dans L2(9)
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Par unicité de la limite on a you; = you; sur 7.

De plus on a :
Auj* — f dans L*(Q;)

et Vui* = Vuy dans L*(9;)

Donc  (Vuj*,7;;) — (Vuy,7i;:) dans L*(Q;)
Donc on a par unicité des limites :

(Vui, i) + Mowi = (Vuy, i ;) + Myou;  sur y pour i # j
Donc
(Vui, ﬁ@j) = (V’LLj, ﬁi,j) sur vy

Finalement, on a

—Au; = f dans €2; pour tout 4
YoUi = Youj sur y pour i # j
(Vu, 1 5) = (Vuy, ;) sury pour i # j

Donc par unicité de la solution du probléme (4.1) on a :
Vi=1,2, u; = U,

L’unicité de la limite u; implique que toute la suite u converge faiblement vers u, dans HL () .

4.1.2 Cadre discret pour la méthode volume fini VF4

On décompose notre domaine €2 en deux domaines tels que = 2, UQy UT (figure 4.3) ot I est I'interface
entre les deux sous domaines I' = € N 5. On note 9 le maillage de 2 = Q; U Qy UT, et la distance
d(ze,z.) =m,+ =dc, +d.,, estla distance orthogonale.

o2 Lo

F1G. 4.3 — Le domaine

On g’intéresse au probléme suivant :

Le schéma VF4 s’écrit de la méme maniére que dans le deuxiéme chapitre : pour toutes mailles £ € 9,

Z mo‘F)C,G' = m)cf)c

oEEK

Ainsi on peut écrire la relation suivante :

—F¢ o +au, = F. , + au,.
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On va utiliser la méthode de Schwarz discréte qui consiste & construire la suite (u}),c., ou les u} sont les
inconnues & l'itération n. Le schéma VF g’écrit alors pour £ € 9N,

E m,Fy . = mg fe
o€l
avec

K,o d)c,g

ou u! est déterminée de la facon suivante : pour ¢ =1, 2 et j # ¢

u' = 0 si o C 00
F,?U = —-IF7, sio=xKlcC QU
—F! 4+au? = F'J'+oul™t sio=xlccCT

On peut par exemple initialiser F,g’g et u? par 0.

Théoréme 15 (Convergence).

On se choisit un maillage fize de Q) qui respecte Uinterface.
On a une convergence “‘ponctuelle” de uy. vers ux quand n tend vers co sur le maillage fixé.

Démonstration :
On note G , = I, — Fic s et € = ug — uc. Pour tout x € 9, on a

> om,Gr, =Y m(F!, —Fc.,)=0
o€l o€l

On multiplie par e} et on somme sur k£ € 9 :

0 ZZmG,CG,C

KEM ol
uy U — Uy
= O Y [ e
KEMoEEs Kye 1S
= Y TP Y Mol b Y malGE e+ Gl
0C€Eear 7 0€Eint o€&r
On s’intéresse au dernier terme du membre de droite :
S m(Gr et +Grer) = > m (G (ef —el) + G (e —el)+ Y m, (G, +Gr el
océr oeér ocefr
|€Z _62‘2 |82—62|2 n n n
= Z m, d +m, d + Z mU(G}C7a + GC70)60
oE€r Ko £ o€€r
On peut écrire le dernier terme du membre de droite :
1 1
(GR,+GL el = o (@GR, +ael)? = (=GR +ael)® | + 1o (G, +ael)® — (—=G7, + ael)?
| S — —_———
—G” 1+aeg 1 —G" 1+o¢e§ 1
1 1
= (G +ael)? = (G aet )+ (G2, + ael) = (G2 +ael ™))
On récapitule :
m,
0 = > TP+ Y el —ellP 4 Y mo (G e+ GE el
aeEczt € imt O o€ér o )
_ Uz 2 me | p en 2 |6 — € | |62 4,62 n n n
= Uezg: | )c‘ —|—UEZ£: mo*‘e,c— | —|—U§ ( m, —I—TRGT +U§ ma(G,C,(,—FGL,”)e(,
ext int T
m, m, |e —e”|2 le? — en|?
- Y el ¥ - Lmz( +mwd*
UESmt o€Eint i UESF e £
+> mf,E (G, +aer)? — (Grt + ae” Z m,— (G2, +ael)® = (G2.' + ael™1)?)
o€&r o€€r
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On en déduit que pour N € N* :

ZZ "IKIQ +

m, nj2 \e—MQ ek —enf?
e men e 3 (m A e

N
n= 106&” ; €€in My n=1oc€&r ’
+ ZZ Gr, +ael)? + (G7 +ael)?)
n=1oc€efr
N
- Xy, % (G b0 4 (G o)
n=1oc€ér

En simplifiant :

N _ onl2 n _ ,n|2
3 EZZ?LEQQ + }: 2:——fk —€2+§:§:<iae e|-+qubL%|)

n=10€Eczt n=10€E;nt n=1oc€é€r 7

>0

1
+ Z Mo ((GQU + ozef,\f)2 + (Gi\{a + aeiV)Q)

o€ér
>0
= Zm?((GO + ae)® + (GY, + ael)?)
o€ér
Donc on a
Z > 3 ”|6K|2+Z > l-eaP <
n= 1065”1 n= 1U€5mt
On en déduit que les séries —Z1e"|? et Mo ey — ey 7|2 convergent et par conséquent on a
X g
n>1 aefext n>1 UGSmt
e — ezl

convergence vers 0 de la norme H' discréte hors interface. On a aussi E E me—— qui converge. Par
n>1o€eér Ky
Poincaré on en déduit la convergence de la norme L? sur chacun des sous domaines et donc la convergence

“ponctuelle” de ul vers u. et ul vers u,.

]
Exemples :
On rappelle le test 2 du deuxiéme chapitre :
—Au(x,y) = 2n’sin(rz)sin(my), =,y € Q,
u(s) = 0, s € 0.

La solution exacte est :
u(z,y) = sin(rz)sin(my)
On effectue I'algorithme de Schwarz dans un premier temps avec A = 1 fixé et un test d’arrét non optimal :
u? — uT
o~ a7l y-s
w7 ]2
La figure 4.4 montre la norme H'! de la différence entre la solution approchée par la méthode de Schwarz u”
et celle approchée par la méthode VF4 u” c’est-a-dire e™ en fonction du nombre d’itérations n et la norme H*
de la différence entre la solution exacte et la solution approchée par la méthode de Schwarz c’est-a-dire u — u'
en fonction du nombre d’itérations n.
A partir d’une douzaine d’itérations, la norme H' de u — u™ ne décroit plus, on a atteint la convergence de
la méthode, il est donc pas nécéssaire de continuer des itérations. Le test d’arrét plus approprié qui sera utilisé

est le suivant : . .
Ju" —uT[la _ [Ju—uT|]2

lurllz = 7]l

Si on ne connait pas la solution exacte u, on peut aussi prendre :
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Erreur en norme H1

—+— la solution approchée par VF4 et celle par Schwarz
0.009F — ~+ — la solution approchée par Schwarz et la solution exactg |

0.008[-\ |

0.007F \'
0.006
0.005
0.004}
0.003
0.002

0.001

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Nombres d'itérations

Fi1G. 4.4 — L’erreur en norme H' pour le test 2

Le choix de la valeur de A\ détermine également le nombre d’itérations que l'algorithme executera comme le
montre la figure 4.5. En effet, ici on fait varier A entre 0.1 et 10, et on regarde le nombre d’itérations nécessaires
pour le test d’arrét plus approprié. On se rend compte qu’il diminue quand la valeur de A augmente puis
augmente.

Nombre d'itérations en fonction de lambda
120 T T T T

100

80r|

60

Nombres d'itérations

40

201

0 . . n . . . . . .
[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lambda

Fi1aG. 4.5 — Nombres d’itérations en fonction de la valeur du paramétre A pour le test 2

Si on compare le temps de résolution pour la méthode de VF4 directe et la méthode de Schwarz pour A = 3
(optimal pour le test 2) sur les maillages (figure 2.6 maillage 4-8 en raffinant 6 fois), on obtient le tableau
suivant avant parallélisme (on peut donc imager que le temps pour la méthode de Schwarz aprés parallélisme
sera divisé par deux) :

Nombre de mailles 80 320 1280 5120 20480 | 81920 | 327680
Méthode directe 3.75939F — 3 0.01377 0.05171 | 0.22245 | 0.99507 | 4.53354 | 22.31667
Méthode de Schwarz | 4.24551F — 3 | 9.68421E — 3 | 0.04393 | 0.19958 | 0.99745 | 4.52080 | 21.23243

4.2 Meéthode Schwarz discréte pour la méthode DDFV

On décompose notre domaine 2 en deux domaines tels que 2 = Q; UQy UT (figure 4.6) ot I' est I'interface
entre les deux sous domaines I' = Q1 N Q5. On appelle arétes de I' les interfaces «|c avec k£ C §; et £ C £
pour i # j. On note M le maillage de @ = U UT.

On s’intéresse au probléme (4.10).

On approche la solution exacte u par u” € R” construite par la méthode DDFV (étude faite dans quatriéme
partie). Les notations du maillage sont identiques que dans la quatriéme partie, et le maillage tient compte de
la géométrie des sous domaines. Pour ¢ = 1, 2

M, = {ceNMtelleque k C Qy, NI =0}

M = {k* € M* telle que k* C Q;, k*NT =0}
Mr = {xeMtelle que c C Q;, NI # 0}
Mip = {x e @M N(Q;uUT)) telle que x* NT # O}
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o S22

Fi1G. 4.6 — Le domaine 2

Le schéma s’écrit :

On cherche u” € EJ tel que
—div®(V7uT)
—dV (V) = fe

VYV keM,
YV k* € M*,

!
=

(4.11)

4.2.1 Premier cas

On va utiliser la méthode de Schwarz discréte qui consiste & construire les suites (u™) et (v™) ou les u”
(respectivement v™) sont les inconnues de €; (respectivement ;) & l'itération n (figure 4.7).

Q Q;
T B Noeud
@® Noeud zx
Qs Q;
u'n’ ,UTL
F1G. 4.7 — Le domaine Q
Le schéma Schwarz-DDFV s’écrit alors :
n+1 c ED
Yk eM, —div® (V7u"th) = fe
Vke Dﬁi,r, —div® (VT n+1) = f,c
VoeT, (vvunJrl’ﬁdK) + P ( ) = gf,v
Y ke My, —div®” (V7u") = fe
v Kr e m;lﬁ —le (VT n+1) = ,f)C*
G B (4.12)
vV k€ My, —div® (VT ”H) = fe
VKkeMr, —div® (V7o "+1) = fe
Voerl, (VDU"“,ﬁG,C) + \yP ( ) = gl
Ve e My, —div®" (V7o) = fe-
V€ M, —div® (V7o) = fe
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Avec

g, = — (VP i) + M7 (v")

Théoréme 16.

On se choisit un maillage fize de Q qui respecte interface. On considére la solution du schéma (4.12) avec
f=0.

On a une convergence “ponctuelle” de u" ! vers u” =0 et v
maillage fixé.

"+l yers v7 = 0 quand n tend vers oo sur le

Démonstration :
La formule de Green donne :

—JdivT (VTu" ), "MK = 0
(vT n+1 VT n+1) ( (VT n+1 ﬁ) 7y ( n+1))
— Z mp |vD n+1 2 Z ma'}’ n+1)(vvun+1 ﬁ )

De® Dedr
On peut faire de méme avec v 1, d’ott
§ :m VD n+1 2_|_ § vD n+1 2 _ § : m(,’y n+1 (vDun+1 — 2 m ’Y n+1 (VDUn+1,ﬁU£)
DeD DeD DeDr DeDr

On peut écrire les derniers termes du membre de droite de la maniére suivante :

—WD(u"“)(VDu"H, Iﬁ:a)C) _ ’YD(Un+1)(VDU7L+1, ﬁoc)

1 =g n n g n
= | TP ) 4 X — (TP ) + X ()
:7(VDU7L,T_7:U[,)+>\’YD(UH)
1
+ﬁ (_(VD'IJTLJ’_l,ﬁUL) 4 )"VD(Un+1))2 _ ((van+l’ﬁg£) + )\,YD(Un+1))2
1 =—(VPu”,iioxc)+AyP (um)
— n 2 n = n
= o ((— (VPu" i) + A (u™th))” = (= (VPu", ) + A7 (u ))2>
1
o (V20 2) 4007 (07) = (= (VP07 ie) £ 2™ (7))
On récapitule :
0 = Z Mo ‘vD n+1 2_|_ Z mp |vD n+1 2 Z m, ’Y untl (V”u”“,ﬁ Z m, ’Y n+1 (VD’Un+1,ﬁ(,L)
De® De® DeDr DeDr
_ Z mD\VDu”HF + Z mD|VD’Un+1‘2

De® DeD
+ 3 m, — (VP i) + A () = (= (VU i) + Ay (u)?

4)\ ok ’Y y o 7

DeDr 1
+ > mey ((f (V20 i) 207 (07)) = (= (V20" k) + 20” (07))°)
DeDr

On en déduit que pour N € N* :

S melvr 4 Y Y mafvre
n=1DcD ;
> o (= (970 ,0) 007 (@) (= (970 ,2) + 297 (7))
N
2

(= (920", 7i,0) + 297 () + (= (T20", 7y ) + 297 (0™)))

y‘“

>
2
2

o4
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En simplifiant :

N N
Z Z levDun+1|2 + Z Z mD|van+1|2

n=1De®D n=1De®

b3 gy (5 (TP ) 00 (@) 4 (= (T2 0) 4 07 (0901)))
DeDr
1 =0
= > Mo 1y (=(VPu' 7)) + AP (uh)? + (=(VPu', 7,.) + AP (0h))?)
DeDr
Donc on a

N N
Z Z mD|vDun+1|2 + Z Z mD|van+1‘2 < C

n=1DeD n=1DeD

On en déduit que les séries Z Z mp|VPu" % et Z Z mp| VP02 convergent et par conséquent on a
n>1DeD n>1DeD
convergence vers 0. D’aprés Iinégalité de Poincaré discréte, on déduit la convergence “ponctuelle” de u™+! vers
0 et v™*! vers 0.
]

4.2.2 Deuxiéme cas

On va utiliser la méthode de Schwarz discréte qui consiste a construire les suites (u™) et (v™) ou les u”
(respectivement v™) sont les inconnues de €2; (respectivement ;) & l'itération n (figure 4.8).

Q Q;
T B Noeud xx=
o U
Ug u ® Noeud zx
Q; Q; £
un ’Un
o

F1G. 4.8 — Le domaine Q

Le schéma Schwarz-DDFV s’écrit en utilisant le deuxiéme schéma de Fourier, c¢’est-a-dire en approchant le flux
des mailles duales du bord Fourier par la condition de Fourier sur la demi-aréte :
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VK eM;,
vV k€M,
Voel,

Y k€ M7,

Vi eEMp, - Y

Ve My,
VKkeMr,
VoerT,

VK € My,

Vi eEMp, — >

u"tt € EY
—div® (V7u™) = 0
—div® (VTU"JF) =0
(Vourthiiee) + 20° () = gl
—div® (V7u™t) = 0
b ot = 1 n+1 _|_un+1 _
e R e
~ o € B (4.13)
—div® (V70" ) = 0
—div® (V7o ”+1) =0
(VP dine) + M7 (0™ = g7,
—div® (V7" ) = 0
(oot =y L v Foptt ) _

Avec

Théoréme 17.

maillage fixé.

1 1
vP (Un+1) = E,V[,,JC* (un+1) + 5’75,5* (un+1)
unjl +un+1
Ve, (uth) = = 9 =
1 1
g:,v = 592&*,1} + igz,ﬁ*,v
gz,lc*w = - (vanﬂ ﬁaﬁ) + )‘PYLJC* (Un)

On se choisit un maillage fize de Q) qui respecte Uinterface.
On a une convergence “ponctuelle” de u™+! vers u” = 0 et v"*! vers v7 = 0 quand n tend vers oo sur le

Démonstration :

La définition des crochets J, K et la cinquiéme équation du schéma (4.13) donnent :

—Jdiv™ (V7 u™ ), u" T IK

ST DY

me ()\,yﬁv’c* (unJrl) - g;r:L,)C*,v + (vTunJrl’ ﬁaiC))

K*eom; Dy, o E(DycxNI)
1 1
n+1 n+1 n+1 n n
_1 Z U Z 5 (/\'YL e ( ) - Afﬁ#*(” ) - (gL,IC*,U - g.c,c*m))
Kredm; Dg,ox €(DcxNI)
n+1 n+1 n n
_1 Z un+1 Z m é Upesx ™ — Uy . Vicx — VUpx
4 r 72 2 2
Kreom; . Dy, o €E(DycxNI)
n+1 n+1
_A > S om (e —u)?
4 7 4
K€M} . Dy o+ €(D e M)
1 ol — o
+1 K* L£*
D S D St
4 x 4
K*eom; Dy, o E(DycxNI)
A (uﬁfl U"'H) \ v — Ul U"'H u?j‘l
1 m,— + m, 1 1

K*€0M 1 Dy, ox E(D e+ NT)
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La formule de Green donne :

—JdivT(VTu”“)m”“K _ (vTun+1 vTun+l)© o ( Q(vTunJrl . ﬁ),’yT(u”H))aQ
_ Z |VD n+1 2 Z ma'}’ n+1)(vDun+1’ﬁ(ﬂc)
De® DeDr

On peut faire de méme avec v, d’ou :

n n+1 n+1
Vs Ux  — Upx

0 — )\ Z Z m, (Uzjl - ’U/nJrl) _ )\ Z m, UQ* ; -

K€My . Dy ox €(D e NT)

n+1 n+1

A Z Z m. (v,@fl ; v"“) ) Z mauﬁ* ;uﬁ* U, ; — o
r

K*€0M; 1 Dy, ox E(D = NI)
+ Z mp |VD n+1 2 Z m ’Y n+1)(vpun+1,ﬁa)@)

DeD DeDr
4 § : |VD n+1 2 § : ma'Y n+1 (V'DUTL+17,’7L'UL)
DeD DeDr

En utilisant la formule suivante sur les termes croisés :
1 1 1
2 2 2 2
—ab==-a"—=b"+=(a—b
a” —ab=ga® — o 5 (a—10)
Ona:

n+1

A Poa\? no— o\
0 =3 > X mﬂ<w>‘2 22 m<4)

K*€dM; [ Dy o+ €(D e+ ML) K" €07 [ Dy, ox €(D ML)

n+1 n+1 2

I O S (ST

K" €M7 1 Dy, ox €(D ML)

n n 2 n n \ 2
+g Z Z m, (’U}legvcj1> 7% Z Z m. <u,€*;u£*>

K" €09y 1 Dy, ox €(D ML) K*€dM; 1 Dy, ox €(Dcx ML)

A (ot — o) — (ul —ul) 2
_’_5 Z Z mg( K i K c )

)C*E(')Em* Dy, o €E(Dyc+NT)
+ Z Mo IVD n+1 2 Z m(,’y ”H)(Vﬂunﬂ,ﬁ(,,c)

De® DeDr
+ E |VD n+1 2 § m ,Y n+1 (VDUnJrl,ﬁdC)
De® DeDr

En utilisant les calculs précédents pour la somme sur les diamants de I'interface, on obtient :

A n;i—l_ n;‘,—l 2 A [—y 2
0=3 2 X mv(W)‘z 2.2 )’”(4)

K*€0My 1 Dy,ox (D c+NT) K" €M7 [ Dy, x €(D ML

A (T — ) — (o — o)
_|_§ Z Z ma( K L 0 K L )

IC* €097 1 Dy, ox €(D ML)

2

n+1 n+1 n n 2
B Y Y m(EE) Y Y m (e
2 7 4 2 7 4
K" €097 1 Dy, ox €(D ML) K" €M7 [ Dy, ox €(DcxNI)
n+1

S 3 ma((”n* —uth - (uz*—u’w)Q

K" €My 1 Dy, ox €(D ML)
+ Z mDIVD n+1 2 + Z vD n+1‘2

DeD . DeD
+ Z Moy ((— (VDu"H,ﬁU,C) + P (u"+1))2 — (= (VPu"™, M) + A" (u”))z)
DeDr
1
3 magy (( (T2 i) 4297 (74)7 = (= (V20" fie) 4+ X9 (7))
DeDr
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Pour N € N* :

2

N
S S ol

n=1De®

mD|vD 2 Z Z Z m. ((Uz;*‘l _ uZ;H)Zl— (VP — v?))
)

n=1 " K€M} . Dy o+ €(Dyc+NT

2 S om, ((v,’;rl o) - (- u@))

3
Il
—

WE
w\y (?M

2

+
M=

n=1" K*€dM} 1. Dy o= €(DycxNT)
N
1
i Zl moﬁ ((7 (VDun+17ﬁU;c) + )\,YD (un+1))2 + (7 (van+laﬁ“£) + /\»}/D (Un+1))2>
n=1DeDr

+
M=

uzj—l un+1
> mo T
4

TE€OM; [ Dy o €E(Dcx M)

v,’;jl v"+1
Yoo om (S
4

FE€OMY [ Dy o €(D M)

oy (5 (T2 ) + 0P (@) 4+ (= (V207 2) + 2® (07)°)

IN +
M=M= 1
M am\y aw\y

3
Il
—

4
n=1DeDr
N 2
RS S, (e
2 0 4
n=1 " K*€dM} [ Dy o+ €(Dc+NT)
N 2
A ’U;CL* — U?*
DD > me
n=1" K*€0M} 1. Dy, o+ €(D =N

En simplifiant :

Z Z LIVPUH 2 4 Z SIVPHL 2 1 Z Z Z m. ((uﬁjl _ u?;”ll— (v — v?))

N
n=1DeD n=1De n=1 /c*eamz r Do,ox €(DcxNT)
N n+1 n+1 n n 2
A (v,cj' — ) — (U —ul)

vy > o 4

=1 *EOM? [ Dy, ox €(D e+ NT)

1

+ Mo ((= (72N, i) + 297 (W) + (= (T20N ) + 27 (07F))%)

DeDr

>0
2 2

A NFL g N A NFL _ pNHt

FL Yy W (W)L sy (R
K* €My L Dy ox €(DcxNT) K" €My [ Dy ox €(DjcxNT)
>0
1 . "

< Y mo o (F(VPul 7o) 4+ 297 () + (=(VP0h i) + X7 (01)?)

DeDr 9 9

A Lo —ul. A L — vl
BOY Y m (M) e Y ()
K*€0My 1 Dy ox €(DcxNT) K€M} 1 Dy, ox €(D ML)
Donc on a

sz|v7> n+12+zz |an+12 < C

n=1De®D n=1De®

On en déduit que les séries Z Z mp|VPu" % et Z Z mp|VPu" 2 convergent et par conséquent on a
n>1DeD n>1DED
convergence vers 0. D’aprés I'inégalité de Poincaré discréte, on déduit la convergence “ponctuelle” de u™ ! vers
u?T =0 et v vers v7 = 0.
]
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4.2.3 Réécriture DDVF

. . s 10s N —_——
On rajoute des inconnues & l'interface u, pour toutes les arétes o de I' telles que z, = TT; N Terx o+ €L
z, € I'. On remarque qu’on peut écrire le gradient discret en utilisant cette inconnue u,, :

U, — Uk

(VD’U/T77_J)C,U> = d,c_’”

Gréace a la conservativité des flux numériques I'inconnue u, s’élimine :

D,,T 2 _— D, T 7
(VPuT, 7)) = —(VPuT,72,)
Uy — Ug
de.,
Donc
dc,au)c + d)c,ouc
U, = ——————7 =
My *
Ainsi on a deux fagons d’écrire le gradient discret :
1 Uy — U Upr — Uper _,
VPu? = - Nox + N ex
sin ap My m,
1 U, — Uk Upr — Ug*
= . Nox + N
sin ap di . m,

T
Q
) ) Noeud zx
] Noeud x+
° @ Noeud z,

F1G. 4.9 — La solution u”

On peut écrire que la solution du schéma (4.11) vérifie le schéma suivant : u” € Ef

VKe (EUQ U mj'), —diV’C(vTUT) - flc
VK€ (mi’r @] mjyp), —diV’C(VTUT) = fc
VoeTl, (VPuT fig) + M2 (w?) = —(VPu7,7,.) + M7 (u”)
VKt € (I Uy, —div® (VTuT) = fe-
1 X . . .
VKt €My, X me (Ve - 3 E VLY | = Sl g
, mi. 2
K Dy,ox €D jex Dy, ox €D =
" 1 D, T = m]a D, T =j J J 7
Voot e Mg, — S me (VU i)+ Y (VP | = f 4 mlgl
’ m.. 2
£* \ Dy o €D o Dy or €D o

(4.14)

Avec si K™ = K U L] ¢

Mmewgin +ml.gh. = 0
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Remarque 16 : On a aussi, si K = k7 U £] :

m: = ml = m,

=i

nUlC
Et les gi. sont définis par 1'égalité.

On considére la solution (67, §7) (figure 4.10) du schéma suivant (4.15) :

Q
T B Noeud ;=
® Noeud zk
oF Q,
5 o5
F1a. 4.10 — La solution (67, 43)
0f e Ef

vV ke M, —div® (V76]) = 0

VK€ mi’r, —div* (vTéf) = 0

Voerl, (VD(S{vﬁﬂ'C) + A" (5{) = Yo,82

VoKt € My, —div®" (V76]) = 0

VKt € My, —div®" (V7o) = ger

5T € EP (4.15)

Y Kk €My, —div® (V763) = 0

VKeMr, —div® (V763) = 0

Voel, (VP03,7i,) + M7 (63) = o

V ke e My, —div®" (V763) = 0

VK€M, —div® (V767) = —gp-

Avec
Gose = —(VP03.1.c) + A7 (63)
g = mzlc*g)lc*

Remarque 17 : IDEE sur une estimation de §7 :
La formule de Green donne pour 67 :

. 1
—JdivT(V7o7), 67K = — > gedf

K*eM; 1

= > mp|V7T
DeD

De méme pour 45, d’ot :

0 =

N

De® De®

3 g (5}5{ —535) + 3 mo VPSP 4 S mo| VPSS
K*eEML
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Si on controle la norme infinie de g,c* pour tout K£* € M :

VK€M, |gie] < C size(T)®
On a
1
ST mo| VPP + Y mo|VESEE < |5 e ( )
2
De® De® K*EM;.
1
> 5 Gic+ 0 5 Z 9&*512;3
K*EM;. *eM
h 1
2 2
< My Z My g;ic*
05 zc*ean* KcFEM;:
3 )\ ?
(5 el (2 meli
K*EME K*EME
< Csie(T) (107 [l + 1193 112)
Donc pour: =1, 2:
167, < C size(T)**
Et on considére la solution (u”, v7) (figure 4.11) du schéma suivant (4.16) :
Q
T B Noeud zx=
@® Noeud zx
Q Q;
ar c
F1a. 4.11 — La solution (u”, v7)
u” e Ef
v K e mia 7diV’C (VTﬂT) = f}C
Ve mi7p, —diV’C (V7ﬂ7> f}c
Voel, (VPa™, i) + A" (u”) Yo,
vV Kkt €M, —div™" (V7a7) Jier
VK€M, —div®" (VTa") = fe
P (4.16)
Ve My, —div® (V707) = fc
vV keMr, —div® (V707) = fc
Voerl, (VPUT, f,) + M7 (07) 9ot
V k€ My, —div®" (V7o7) frer
V k* € 9 p, —div® (VT0T) = fe-

Avec
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9o = —(VPUT,0,.) + M7 (v7)
On a
u‘TQ = u” +6f
ufﬂ = o7 467

4.2.4 FErreur

On pose e} = u™ —u” et e = v™ — 07, avec (u”, v7) la solution du schéma (4.16) et (u™, v™) la solution
du schéma (4.12).

Le schéma vérifié par Ierreur e™*! g’écrit alors :

Pouri=1,2 e?“ € EP
v k&L, —div® (V7e™) = 0
VK eMir, —div® (VTe?"H) - 0
Voerl, (VP i) + 2 (efth) = g, (4.17)
vk €My, —div®” (V7el ) = 0
VK€M, —div©" (V%?“) _ 0
Avec
9te, = — (VPer, ,.) + " (ef)
D’aprés le théoréme 16, on a
el — 0
N, ogT - U\Tgl e
R u‘T% s
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