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Fontions de plusieurs variables réelles

1. Étudier la ontinuité de la fontion f(x, y) = x2y

x4+y2
si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

2. Étudier la di�érentiabilité de la fontion f(x, y) = 3
√
xy.

3. Caluler les derivées partielles des fontions suivantes :

(a) u =
√

x2 + y2 + z2. Rép.

∂u
∂x

= x√
x2+y2+z2

.

(b) z = arctan(xy). Rép :

∂z
∂x

= y

1+x2y2
,

∂z
∂y

= x
1+x2y2

.

() z = log

√
x2+y2−x√
x2+y2+x

. Rép.

∂z
∂x

= − 2√
x2+y2

,

∂z
∂y

= + 2x

y
√

x2+y2
.

4. Caluler les di�érentielles totales des fontions suivantes :

(a) z = x2 + xy2 + sin y. Rép. dz = (2x+ y2)dx+ (2xy + cos y)dy.

(b) z = exp(x2 + y2). Rép. dz = 2 exp(x2 + y2)(xdx+ ydy).

() u = tan(3x−y)+6y+z
. Rép. du = 3

cos2(3x−y)
dx+

(

− 1
cos2(3x−y)

+ 6y+z log 6
)

dy+

6y+z log 6dz.

5. Caluler

∂z
∂x

et

∂z
∂y

si z = u+ v2, u = x2 + sin y et v = log(x+ y).

6. Caluler

dz
dx

si z =
√

1+u
1+v

, u = − cos x et v = cos x.

7. Caluler

∂z
∂x

et

∂z
∂y

si z = exp(u− 2v), u = sin x et v = x3 + y2.

8. Caluler

dz
dx

si z = arcsin(u+ v), u = sin x cosα et v = cos x sinα.

9. Caluler

du
dx

si u = exp(ax)(y−z)
a2+1

, y = a sin x et z = cosx.

10. Caluler

dz
dθ

si z = log(1− x4) et x =
√
sin θ.

11. Étudier l'égalité des dérivées seondes roisées de la fontion f(x, y) =
xy(x2 − y2)

x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

12. Parmi les formes di�érentielles suivantes, étudier elle qui sont des di�érentielles

totales :

(a) 3x2y2zdx+ 2x3yzdy + x3y2dz

(b) xydx+ 2xy2dy

() y2dx+ x2dy

(d) 2xydx+ (x2 + 3y2)dy.
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13. Sahant que les variables p , V et T sont liées par la relation p V = n R T (n et R

sont des onstantes), montrer que

(a) l'expression � Q = Cv(T )dT + p dV n'est pas une di�érentielle totale.

(b) S =
� Q

T
est une di�érentielle totale.

14. Soit une fontion salaire de la forme f(x, y, z) = 0. Trouver les relations fondamen-

tales entre les derivées

�

@ z

@ y

�

x

et

�

@ y

@ z

�

x

puis entre

�

@ z

@ y

�

x

,

�

@ y

@ x

�

z

et

�

@ x

@ z

�

y

.

15. Véri�er les deux résultats de la question préedente pour les deux as suivants :

(a) l'équation d'état du gaz parfait : p V = n R T .

(b) l'équation d'état massique de Van der Waals :

(

p +
a

v2

)

(v − b ) = r T .

16. Caluler les derivées des fontions impliites de x données par les équations :

(a)

x2

a2
+

y2

b2
− 1 = 0

(b)

x2

a2
− y2

b2
− 1 = 0

() yx = xy
.

(d) sin(xy)− exp(xy)− x2y = 0.

17. L'équation d'état massique de Van der Waals d'un gaz réel a pour expression

�

p + a
v2

�

(v − b ) = r T , où a, b et r sont des onstantes. Caluler

�

∂p

∂v

�

T
et

�

∂p

∂T

�

v
.

18. Véri�er le théorème de Shwarz dans le as préedent.

19. Soit la fontion u− v tan aw = 0 (a est une onstante). Caluler

@ w

@ u
et

@ w

@ v
.

20. Soit z2 +
2

x
=

√

y2 − z2, montrer que x2 ∂z
∂x

+ 1
y
∂z
∂y

= 1
z
.

21. Soit

z

x
= f

(y

x

)

, montrer que x
@ z

@ x
+ y

@ z

@ y
= z, quelle que soit la fontion dérivable

f .

22. Montrer que si z = � (y + ax) +  (y − ax), alors ∂2z
∂x2 − a2 ∂2z

∂y2
= 0.

23. Développer en série de Taylor autour du point (0, 0) jusqu'à l'ordre quatre la fon-

tion f(x, y) = exp(−x) sin y.

24. Étudier les maxima et minima de la fontion z = x2 + xy + y2 +
1

x
+

1

y
.

25. Déterminer parmi les triangles ayant un même périmètre 2p elui dont la surfae

est la plus grande.

26. Trouver parmi les parallélépipède retangles d'aire donnée S elui dont le volume

est le plus grand.
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