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Intégrales multiples

1. Invertir l'ordre d'intégration dans les intégrales suivantes :

(a)

∫ 1

0

dx

∫

√
x

x3

dy f(x, y). Rép.

∫ 1

0

dy

∫ 3
√
y

xy2
dx f(x, y).

(b)

∫ a

0

dy

∫

√
2ay−y2

0

dx f(x, y). Rép.

∫ a

0

dx

∫ a

a−
√
a2−x2

dy f(x, y).

(
)

∫ 1

0

dy

∫ 1−y

−
√

1−y2
dx f(x, y). Rép.

∫ 0

−1

dx

∫

√
1−x2

0

dy f(x, y)+

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dyf(x, y).

2. Cal
uler les intégrales suivantes en 
oordonnées polaires :

(a)

∫ a

0

dx

∫

√
a2−x2

0

dy
√

a2 − x2 − y2. Rép.

π

6
a3.

(b)

∫ 2a

0

dx

∫

√
2ax−x2

0

dy. Rép.

πa2

2
.

(
)

∫ ∞

0

dy

∫ ∞

0

dxe−(x2+y2)
. Rép.

π

4
. En déduire la valeur de

∫ ∞

0

dx e−x2

.

3. Cal
uler les moments d'inertie d'une ellipse d'équation

x2

a2
+

y2

b2
= 1

en utilisant les 
oordonnées elliptiques x = ra cos θ, y = rb sin θ, selons

(a) l'axe Oy, i.e., Iy =

∫

D

dxdy (x2 + z2). Rép. πa3b/4.

(b) l'axe Oz, i.e., Iz =

∫

D

dxdy (x2 + y2). Rép. πab(a2 + b2)/4.

4. Cal
uler l'aire de la �gure délimité par la parabole y2 = 2x et la droite y = x. Rép.

2/3.

5. Cal
uler l'aire de la �gure délimité par les 
ourbes y = sin x, y = cos x et les droites

x = 0, y = π/4 et y = π. Rép.

√
2.

6. Cal
uler l'aire de la bou
le de la 
ourbe r = a sin 2θ, a ∈ R, θ ∈ [0, π/2]. Rép.

πa2/8.

7. Cal
uler l'aire délimitée par la lemnis
ate r2 = a2 cos 2θ, a ∈ R, θ ∈ [−π/4, π/4] ∪
[3π/4, 5π/4]. Rép. a2.
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8. Cal
uler les 
oordonnées du 
entre de gravité de l'aire intérieure à la 
ardioïde

r = a(1 + cos θ). Rép. xc = 5a/6, yc = 0.

9. Cal
uler le moment d'inertie de la 
ardioïde r = a(1 − cos θ) par rapport au p�le.

Rép. 35πa4/16.

10. Cal
uler le volume du 
orps delimité par x2 + y2 − 2ax = 0, z = 0, x2 + y2 = z2.
Rép. 32a3/9.

11. Cal
uler le volume du 
orps delimité par le 
ylindre 
ir
ulaire droit de rayon a dont

l'axe est 
onfondu ave
 Oz, les plans de 
oordonnées et le plan x/a+ z/a = 1. Rép.

a3(π/4− 1/3).

12. Cal
uler

∫

dx dy dz
1

(x+ y + z + 1)3

en sa
hant que le domaine d'intégration est borné par les plans des 
oordonnées et

le plan x+ y + z = 1. Rép. ln 2/2− 5/16.

13. Cal
uler le volume du 
orps limité par la sphère x2 + y2 + z2 = 4 et le paraboloïde

x2 + y2 = 3z. Rép. 19π/6.

14. Cal
uler les 
oordonnées du 
entre de gravité et les moments d'inertie de la pyramide

formée par les plans x = 0, y = 0, x/a + y/b + z/c = 1. Rép. xc = a/4, yc = b/4,
zc = c/4, Ix = a3bc/60, Iy = b3ac/60, Iz = c3ab/60.

15. Cal
uler les 
oordonnées du entre de gravité du 
orps délimité par une sphère de

rayon a et un 
�ne d'angle au sommet 2� , le somment 
oïn
idant ave
 le 
entre de

la sphère. Rép. xc = 0, yc = 0, zc = 3a/8.

16. Se servir de l'égalité

∫ ∞

0

dx e−ax2

=

√
π

2
√
a
pour 
al
uler

∫ ∞

0

dx x2n e−ax2

, n ∈ N+.

17. Cal
uler le potentiel gravitationnel V (r) généré par une distribution sphèrique de

rayon R et de densité � . Utiliser la vormule :

V (r) =

∫

dr0
�(r0)

jr− r
0j
.
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