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Espaces euclidiens, orthogonalité, longueur.
Moindres carrés.

On travaille avec le corps des réels, noté R. Pour tout entier naturel n, on considere I’ensemble
des m-uplets de réels que 'on désigne par R"™ : ainsi, un élément ¥ de R™ est une famille de
réels (x1,Zs,...,7,). Noter que R ne contient qu’un élément, la famille vide, que I’on note 0.
L’ensemble R! se ramene a R.

On appelle souvent & un vecteur en référence a la structure d’espace vectoriel sur R". (Voir m
pour la définition de cette structure).

1. PRODUIT SCALAIRE DANS R™.

Etant donnés deux vecteurs 7 et iy de R, on considere le nombre réel
n
TiYr + -+ Tl = Z%‘yz‘
i=1

que lon appelle produit scalaire de ¥ et i et que 'on note (¥ | 7). On vérifie tres facilement les
propriétés suivantes : pour tous Z, &, @7, ¥/, ¥/, ¥’ de R", pour tout \ scalaire réel, on a

(1) Le produit scalaire est bilinéaire
(@+2" g = |
@ly+y) = @)+ @1y
A2 |g) = A
(T A7) = A
(2) Le produit scalaire est symétrique.
(Z19) =7
(3) Le produit scalaire est défini positif.
(|2d) > O0Oet
(Z]d)=0 = Z¥=0.

La troisieme propriété permet de définir la norme euclidienne d’un vecteur (on peut dire aussi sa
longueur) par la formule

1Z]| == /(| Z)
Cette méme propriété montre que la norme dun vecteur est nulle si et seulement si le vecteur est
nul.
Pour tout A réel on a :

[AZ]] = [A]]]]]-
1.1. Théoréme (Inégalité de Cauchy-Schwarz). : Pour ¥ et i vecteurs de R™ on a

@[] < 12|17
avec €qgalité si et seulement si X et i sont colinéaires.



2

Démonstration. Considérons deux vecteurs 7 et ¢ de R™. Si & est le vecteur nul, le théoreme est
vrai. Supposons donc T # 0 et, pour A réel, considérons la fonction

p:R — R
A= Mg
En utilisant la bilinéarité et la symétrie du produit scalaire on trouve
p(N) = AT+ 7| AT +9) = N[|Z]° +2M(Z | 9) + [|7]]*.

Comme le produit scalaire est défini positif, la fonction ¢ est toujours positive ou nulle. Comme
c’est une fonction polynome du second degré, son discriminant 4(Z | §)? — 4||Z||?||¢]|* est négatif
ou nul. On a donc

@) < 127191
et 'inégalité demandée.
S’il y a égalité, c’est que le discriminant s’annule. C’est le seul cas ol ¢ a une racine (double) .
Dire que p(Xg) = 0, c’est dire que [[A\oZ + #]|* = 0, donc (produit scalaire défini positif) que le
vecteur \o& + ¥/ est nul, soit encore que ¥ est proportionnel a Z.

Réciproquement, si ¥ et i/ sont colinéaires et que ¥ n’est pas nul, il existe un )\ tel que le vecteur
MoZ + ¢/ est nul. On a alors

& | )] =1 | =Xo@)| = | = AollIZII* = 21|71

1.2. Corollaire (Inégalité du triangle). Pour Z et i vecteurs de R", on a :
12+ 71l < [|2]] + [14]

avec €galité si et seulement si ['un des vecteurs est nul ou si’ils sont proportionnels avec un coef-
ficient de proportionnalité positif.

Démonstration. On calcule

17+ glI* = (T +g| 7+ = 17> +2(Z | ) + 191>
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient que

@ g) <Kz nl <127

et donc la majoration

17 +gI1* < |21 + 2012 191 + 171* = (2] + 171)?
qui est celle recherchée. Pour avoir égalité il est nécessaire et suffisant que

@ g) =z

En particulier on est dans le cas ou I'inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité, les deux vecteurs
sont donc colinéaires avec un coefficient de proportionnalité positif (voir la preuve de [1.1]). O



3

1.3. Commentaire. On remarque que les preuves de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de ses
conséquences utilisent seulement les trois propriétés énoncées d’abord pour le produit scalaire :
bilinéarité, symétrie et positivité et non la formule explicite qui définit le produit scalaire (le
vérifier).

Encouragé par ce constat, on va désormais appeler produit scalaire sur un espace vectoriel F
sur le corps R toute application bilinéaire

op:ExE — R
@5 — o@D
qui est bilinéaire, symétrique et définie positive. Pour une telle application, il y un analogue de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de ses conséquences. Par exemple, I'inégalité de Cauchy-Schwarz

pour ¢ s’énonce ainsi :
Pour ¥ et i vecteurs de E& on a

|6(Z, )] < Vo(F.2)V/ 64, 7)

avec €qgalité si et seulement si X et § sont colinéaires.
On définit également une norme associée a ¢ sur E : pour tout vecteur & de F,

1Zllg := v/ ¢(Z, T)

(voir ici les énoncés généraux pour les produits scalaires [10.9] les normes [10.10] et 1'inégalité du
triangle [3)).

1.4. Exemples d’espaces vectoriels euclidiens. . On peut considérer I’exemple suivant d’ap-
plication :

o:R"xR" — R
(Z,9) +—— 2x101 + oy + ... + Tpln

qui est un produit scalaire sur R™ (le vérifier). Sin > 2, ona ¢((1,1,0,...,0),(1,—-1,0,...,0)) =1,
alors que le produit scalaire usuel de ces deux vecteurs est nul. Il y a donc, en général, plusieurs
produits scalaires sur un méme espace vectoriel réel.

Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel réel. Si F' est un sous-espace vectoriel d'un
espace vectoriel euclidien £ (donc muni d’un produit scalaire ¢), la restriction de ¢ a F' x F' induit
un produit scalaire sur F'. Autrement dit, pour calculer le produit scalaire de deux vecteurs de F,
on calcule leur produit scalaire dans FE.

Dans la suite on considerera donc un espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire que nous
noterons ( | ). L’exemple privilégié, que 'on doit garder en téte, est celui de R™ muni du produit
scalaire usuel.

Polynoémes orthogonaux. C’est un autre exemple tres important et tres utilisé dans les appli-
cations. Vour Feuille 2, Fxercice 4.

2. ORTHOGONALITE

2.1. Définition. On dira que deux vecteurs ¥ et § de R" sont orthogonaux si leur produit
scalaire est nul.

Remarquer que le vecteur nul est orthogonal a tout autre vecteur.
Le calcul de ||7 + ]| ci-dessus (1.2)) prouve le résultat suivant :
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2.2. Théoréme (Pythagore). Deux vecteurs ¥ et i de R™ sont orthogonaux si et seulement si
17+ g1* = 121 + 191

2.3. Théoreme. Une famille libre de vecteurs de E qui sont tous non nuls et orthogonauzr deux a
deux est une famille libre.

Démonstration. On rappelle qu'une famille (07,75, ...,7;) est libre si toute combinaison linéaire
AU+ AUy + ...+ A\gU; qui donne le vecteur nul est la combinaison linéaire triviale : celle ou tous
les scalaires A1, Ag, ..., Aq sont nuls.

Considérons donc des réels (A1, Ag, ..., Ag) et la combinaison linéaire

d
AT+ Xolla + .+ Al = ¥ it
i=1
Supposons que le résultat est le vecteur nul et faisons le produit scalaire par le vecteur v; pour 4
de 1 a d. On obtient, en utilisant la bilinéarité du produit scalaire

0= (T; | MT1 + XaUa + ...+ Ag¥g) = M (0 | 1) + ...+ XU | ).
Comme le vecteur ; est orthogonal a tous les autres, on en déduit
0 = (U | Mt + Xty + ...+ NgTg) = N(Ti | T3) = M| 03|12
Mais v; n’est pas le vecteur nul, donc sa longueur n’est pas nulle. C’est donc que A; = 0. 0]

2.4. Définition. Une famille finie (¥, 75,...,7;) de vecteurs de E qui sont tous non nuls et
orthogonaux deux & deux (et qui est donc libre d’apres le théoreme) est appelée famille ortho-
gonale. Si de plus les vecteurs de la famille sont tous de norme 1, on dit alors que la famille est
orthonormée (on dit parfois orthonormale). On abrége base orthonormée en b.o.n.

2.5. Définition. On dira qu’un vecteur ¥ de E est orthogonal a une partie A de F s’il est
orthogonal & tous les vecteurs de A. On définit 'orthogonal A+ comme 1’ensemble des vecteurs de
E orthogonaux a A. Un vecteur v de F est dit orthogonal a A si

VieA (F|9) =0.

2.6. Lemme. On considére un espace vectoriel E et une partie A de E. Alors A+ est un sous-
espace vectoriel de E, méme si A n’en est pas un.

Lintersection AN A+ contient au plus le vecteur nul.

Si F' est un sous-espace vectoriel de E, un vecteur v de E est orthogonal a F' si et seulement s’il
est orthogonal a une partie génératrice de F (par exemple une base de F).

Démonstration. Exercice. OJ

3. ALGORITHME DE GRAM-SCHMIDT
C’est, I'outil essentiel.

3.1. Théoreme. On considére un espace vectoriel E et une famille libre (vy,...,u,). Il existe
une famille orthonormée (é1,...,€,) de E telle que, pour tout j de 1 a p,

Vect(t, ..., U;) = Vect(éy, ..., €).

Voir la définition de sous-espace vectoriel et du symbole Vect( ) ici[10.3]
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Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur p. Pour p = 0, on ne fait rien. Considérons

alors un entier p > 0 et une famille libre (1, ..., %,). Par hypothese de récurrence, on sait trouver
une famille orthonormée (éi,...,€,—1) telle que, pour tout j de 1 a p — 1, Vect(vy,...,v;) =
Vect(éy, ..., €;). On considere alors le vecteur
p—1
Ep = Up — (€ | tp)éj.

1

.
Il

Il a deux propriétés importantes

(1) Il est non nul.

Sinon, ¥, serait combinaison linéaire de éj,...,€,-1, donc dans Vect(ey,...,€,—1) qui
est égal, toujours par hypothese de récurrence, a Vect(vy,...,0,—1). On aurait donc @,
combinaison linéaire de (¥4, ..., 7,—1), ce qui est impossible puisque la famille (¥, ..., 7,)
est libre.

(2) Il est orthogonal a €; pouri de 1 ap— 1.

En effet, on a

(@ | &) = (@) — ) (€| )] e)

et le produit scalaire (€; | €;) vaut 0 sii # j et 1 si i = j. On en conclut que (¢; | £,) =0
pouridelap—1.

Pour terminer la construction de la famille orthonormée (éj, ..., ¢€,), il suffit de prendre
S L.
€y = ——Ep.
P - p
|

O

Les conséquences du résultat précédent sont importantes. On considere un espace vectoriel hermi-
tien (resp. euclidien) F, c¢’est-a-dire un espace vectoriel sur C (resp. R) muni d’un produit scalaire
hermitien (resp. euclidien) et un sous-espace vectoriel F' de dimension finie p dans F.

(1) Bases orthonormées. Le sous-espace F', qui est de dimension finie, a au moins une b.o.n.

(2) Projection orthogonale. Si Z est un vecteur de E et (€1, ...¢€,) une b.o.n. de F, alors le
vecteur

P
Ti=) (6| D¢
j=1

est dans F' et la différence © — 7’ est orthogonale a F. C’est le seul vecteur qui a cette
propriété. On appelle 7 la projection orthogonale de ¥ sur F et on la note pr5(7). On
définit ainsi une application de E dans F qui est linéaire. Voir Feuille 2. Fxercice 1.

(3) Supplémentaire orthogonal. Si E est lui-méme de dimension finie n et F' un sous-
espace vectoriel de dimension p dans F, alors F'* est un sous-espace vectoriel de dimension
finie n — p et tout vecteur ¥ de E se décompose de maniere unique en

Z = pryp(2) + pr. (7).

Autrement dit, si on connait 'une des deux projections orthogonales, on déduit ’autre par
différence. On appelle F* le supplémentaire orthogonal de F' dans E.



(4) Optimisation. A cause du théoreme de Pythagore, la projection orthogonale sur F' a la
propriété caractéristique suivante : pour tout vecteur y de F,
- 1L/— o o
|7 = prr(@)| < (|7 — 7

avec égalité seulement si y = pry(7).

Autrement dit, la fonction § — ||Z—7]|, définie sur F', a un minimum unique qui est atteint
pour ¥ = pry(Z). Ceci est un moyen efficace de résoudre certains problémes d’optimisation
qui se ramenent ainsi a un calcul de projection orthogonale.

(5) Moindres carrés. Voir Feuille 3. Ezercice 2.
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10. DEFINITIONS, COMMENTAIRES

10.1. Espace vectoriel. On se donne un corps K et un ensemble £ muni d'une addition notée
+. On dit que F a une structure d’espace vectoriel sur K si

(1) E est un groupe abélien pour la loi +. On note 0 I’élément neutre de cette loi.

(2) 1l existe une action de K sur E (appelée multiplication par un scalaire). Pour tout élément
Ade K, et tout vecteur z de E, Az est un élément de E. Cette multiplication a les propriétés
suivantes

— pour x dans F on a lx = x.
— pour a et 3 dans K, et x dans E on a (« + )z = ax + fx.
— pour « et 3 dans K, et x dans E on a a(fz) = (af)z.

(3) pour o dans K, x et y dans E, on a a(x + y) = azr + ay.

10.2. Sous-espace vectoriel. On considere un espace vectoriel E sur un corps K et un sous-
ensemble F' de E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si F' contient 0 et stable par
combinaison linéaire.

10.3. Sous-espace vectoriel engendré. On consideére un espace vectoriel £ sur un corps K et
une famille (vy,...,v,) de p vecteurs de E. Le sous-espace vectoriel engendré par la famille
(v1,...,vp) est I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires :

)\11)1 +...+)\pvp

pour Aq,..., A, scalaires de K. Vérifier que c’est bien un sous-espace vectoriel de £. On le note
Vect(vy, ..., v;).
On convient que la famille vide engendre le sous-espace réduit a 0.

10.4. Bases, dimension. On se donne un espace vectoriel £ sur un corps K. Une famille B :=
(€;)ier de vecteurs de E' est une base de E si tout vecteur x de E se décompose de maniére unique
comme combinaison linéaire finie d’éléments de B.

Lorsque FE, espace vectoriel sur K, peut étre engendré par un ensemble fini, alors il possede une
base finie et toutes ses bases ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre est appelé dimension
de E. Lorsque E n’a aucune base finie, on dit que E est de dimension infinie. L’espace vectoriel
K[X] des polynomes a coefficients dans K est dans ce dernier cas.

On considere E espace vectoriel de dimension finie n sur K, avec une base B := (ey, ..., e,). Tout
vecteur x de E a une décomposition unique

n
r = a1e] + agey + ...+ a6, = E ;e;.
i=1

Par exemple, la seule facon d’écrire le vecteur nul est de prendre tous les coefficients égaux a 0.

10.5. Théoreme de la base incomplete : On se donne un espace vectoriel £ sur un corps K
et une famille libre de vecteurs de E. On peut compléter cette famille en une base de F.

10.6. Application linéaire. On travaille sur un corps K. On se donne deux espaces vectoriels
E et F sur K et une application f: E — F. On dit que f est K-linéaire (linéaire s’il n’y a pas
d’ambiguité) si

(1) f est compatible avec I’addition : pour z et y vecteurs de E

flx+y) = f@)+ f(y).
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(2) f est compatible avec la multiplication par un scalaire : pour x vecteur de E et A scalaire
fAz) = Af ().

On appelle noyau de f, 'ensemble des solutions dans F de I’équation f(z) = 0. On le note
ker f :

ker f:={z € E| f(x) =0}.

C’est un sous-espace vectoriel de E.
On appelle image de f et on note f(F), le sous-ensemble des vecteurs de F' qui ont au moins un
antécédent :

f(E) ={yeF|dre b y=f()}

C’est un sous-espace vectoriel de F.

10.7. Image inverse. On se donne une application f : £ — FE. L’image inverse d'une partie G
de F' est I’ensemble des antécédents des éléments de G, c’est-a-dire

UG ={recE| f(x) G}

On voit que f~!(G) est une partie de E et non un élément.

On considere alors E et F', espaces vectoriels sur K et f une application linéaire de E dans
F. Lorsque G est réduit & 1'élément 0 de F', 'image inverse f~1(0) qui est alors le noyau de f,
contient en général plus d'un élément de E. On voit donc que écrire f~1(0) ne suppose pas que f
est bijective, ou que 'application inverse de f existe.

10.8. Polynémes, racines. On considere un corps K et un polynéme P a coefficients dans K
de degré d. Un tel polynome a une écriture unique

P(T) = agT* + ag\ T + ...+ ag avec ag # 0.
On dit qu'un scalaire A de K est une racine de P si P(\) = 0 dans K, autrement dit si
P()\) = ad)\d + ad_l)\d_l +...+a = 0.

Un théoreme classique est le suivant : A est racine de P si et seulement si T — X divise P(T') dans
KI[T7].

On désigne par r un entier. On dit que A est racine de multiplicité r de P si et seulement si
(T — )" divise P(T) dans K[T] et (T — \)"™! ne divise pas P(T) dans K[T.

On dit qu'un polynéme de K[T] est scindé dans K|[T] sl est produit dans K[7'] de facteurs de
degré 1.

Le théoréeme de d’Alembert-Gauss affirme que : un polynome de degré d de C|T] est scindé
dans C[T]. C’est-a~dire : il existe des entiers my, ..., my tels que m;+...+my = d et des complexes
distincts deux a deux Aq,..., \g, racines de P de multiplicités respectives my, ..., my. On a donc

k

P(T) = aq [ [(T = x)™.

=1

En particulier, un polynome de degré non nul a au moins une racine complexe.
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10.9. Produit scalaire euclidien. On considere un espace vectoriel E sur le corps des réels R.
et une application

ExFE — R
(x,y) — (x]y)

qui, pour mériter le nom de produit scalaire euclidien, doit vérifier les propriétés suivantes : pour
tous x et y de E, pour tout A scalaire réel, on a

(1) Elle est bilinéaire
) = (@' |y + " |y)
) = (zly)+ |y
Az ]y) = Mzly)
) = Mz ly)
(2) Elle est symétrique.
(#|y)=(y|=)
(3) Elle est définie positive.
(x|xz) > Oet
(x|z)=0 = z=0.
10.10. Norme. On considere un espace vectoriel £ sur R. Une application
E — Ry
z — |z
est une norme si elle vérifie les axiomes suivants :
(1) Homogénéité : pour A scalaire et x vecteur,
[Az[] = |Al]]]
(2) Positivité stricte : pour x dans F, ||z|| > 0 et ||z|| = 0=z = 0.
(3) Inégalité triangulaire : pour tous x et y vecteurs de F,
lz +yll < [lzll + [yl
Un produit scalaire euclidien (voir définit une norme, dite euclidienne. Pour x vecteur de F,

on pose
]l = /(@ | ).

Il existe cependant des normes qui ne proviennent pas d’un produit scalaire : par exemple sur
I'espace vectoriel R? on considére 1'application

R2 I R+
(w1, 22) = sup |z, |22

est une norme (le vérifier).



	1. Produit scalaire dans Rn.
	1.3. Commentaire
	1.4. Exemples d'espaces vectoriels euclidiens

	2. Orthogonalité
	3. Algorithme de Gram-Schmidt
	10. Définitions, commentaires
	10.1. Espace vectoriel
	10.2. Sous-espace vectoriel
	10.3. Sous-espace vectoriel engendré
	10.4. Bases, dimension
	10.5. Théorème de la base incomplète  :
	10.6. Application linéaire
	10.7. Image inverse
	10.8. Polynômes, racines
	10.9. Produit scalaire euclidien
	10.10. Norme


