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CORRICGE

Dans tout ce qui suit, (W;) désigne un brownien standard.

1.— Soit le processus défini par Y; = W2 — 3tW;.
a. Déterminer 'EDS vérifiée par Y;.

b. Le processus Y; est-il une martingale (pour la filtration (F;) associée a (Wy)) ?

Solution

a.On a Y, = f(t,W;) avec f(t,r) = x> — 3tz. Les dérivées partielles sont
of of 2 0% f
Lo e, T =323, = =6
ot~ T ae T T a2 T

Evidemment dW; = adt + bdW; avec a = 0 et b = 1 dans les notations habituelles. La formule d’It6 donne :
1
dY; = (=3W, + 0+ 5Gm)dt + (3W?2 = 3t)dW; = 3(W? — t)dW,.

b. Pas de drift pour Y;, c’est donc une martingale.

2.— Soit (X;) un processus vérifiant
dX; = k(0 — X;)dt + odW, , Xo = 29 € R donné,

ol les constantes k et o sont positives et 6 est un réel quelconque fixé (processus d’ORNSTEIN-UHLENBECK).
a. Calculer & 'aide de la formule d’Tt6 la différentielle d(e** X).

b. En intégrant sur [0,¢], déduire de la question précédente que X; peut s’écrire sous la forme

X, = §(t) + oe* / B(s)dW,
0

ol ¢ et v sont des fonctions (déterministes).
Donner les expressions de ¢(t) et 1(s) en fonction des variables ¢ et s et des parametres k, 0 et xg.

c. Quel résultat général permet d’affirmer que la variable aléatoire X; suit une loi normale ?
Calculer I'espérance de Xj;.

d. En utilisant I'isométrie d’Ito, calculer la variance de Xj;.

Solution

a. Posons Z, = e** X,. On a Zy = wg et Z, = f(s,X,) avec f(s,z) = e¥*x. Avec les notations habituelles de
la formule d’Tt6, on a as = k(6 — X,) et by = 0. On a donc

dZ, = (ke"* X, + k(0 — X,)e™ +0)ds + oe®*dW, = kfe"*ds 4 o dW,
qui est un brownien affine.
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b. En intégrant sur [0,¢] on trouve

t t t

(1) Zy = e X, = zg + k&/ P ds + 0/ R AW, = zo + 9(6’” -1+ a/ e AW,
0 0 0

et par conséquent

¢
(2) X, =0+4e(zg—0)+ Ue*kt/ eksaw,.

0
Les fonctions ¢ et 1 de 1’énoncé sont donc ¢(t) = 0 + e * (2o — 0) et ¥(s) = .
c. On utilise le résultat général suivant : si g(s) est une fonction déterministe de s alors pour tout t l'intégrale
stochastique fgg(s)dWs est une variable normale (et centrée).
L’espérance de X; est donc E(X;) = 0 4+ e ¥ (z¢ — 0).

d. Par I'isométrie d’Ito, la variance de X; est

¢ 2

(3) Var(X;) = 0'2872]“/ E(e?**)ds = g—k(l — e ),
0

3.— On divise l'intervalle [0,T] en n parties égales, on pose tI* = iT/n et

H»l[

n—1
fn = Z W%tl[ty,t,"
i=0

ou W = (W;) désigne un processus de Wiener.
Montrer que la suite fi, f2,... € M2 approche f = W21[0’T[7 c’est-a-dire que l'on a :

n— o0

lim E(/Ooof(t) —fn(t)|2dt) —0.

Indication : On montrera d’abord 1’égalité E(fooo|f(t) — fa®)]? dt) =y ftt_,’fhlEﬂWf — W2 |?) dt puis on
utilisera lidentité (a® — b*)% = (a — b)* 4 4(a — b)*b + 4(a — b)?b* pour établir que si s <t on a

E((W2 - w2)?)

3(t — s)* 4+ 4(t — s)s.

Solution
On éerit d'abord f(t) = 372 Wilpn g (() puisque 3775 1

i

tnﬂ[(t) = 19,77 Par conséquent

n—1
f@) = fot) = Z(Wt2 - nyﬂ[t;;t&[@)
=0

Par Fubini on a E([;°|f(t) — fu(t)[?dt) = [SE(|f(t) — fa(t)|?) dt. On explicite d’abord I'espérance sous
I'intégrale :

(4) B(1() ~ fa0) = B(( V7 = W) Lipar,, 1))



En développant le carré (Z?;J(Wf — W%l)l[t”yﬂ[(t))z les termes croisés disparaissent puisque les produits
1[ty,t?+ 1[X1[t?»t?+1[ sont nuls pour ¢ # j. On trouve donc I’égalité annoncée

(5) :leﬂﬂtmmwaiiﬁhEWWwyﬂﬁ

Dans chaque terme sous l'intégrale de ’égalité ci-dessus on a ¢ < t. A Paide de l'identité donnée dans
I'indication on écrit

6 B(WZ - WA)) = B((Ws — Wi)') + AB((W, — Wy )'Woy) + 4B((W, — Wiy)"W3).

Examinons chacun des trois termes du membre de droite de cette égalité.

e Le premier terme est le moment d’ordre 4 d’une variable aléatoire normale d’écart-type /t — t' ; ce terme
est donc égal a 3(t — t7)%.

e Le deuxieme terme peut s’écrire 4E((Wt — Wt?)3)E(Wt?) en raison de la propriété d’indépendance des
accroissements du Brownien ; ce terme est nul (produit d’espérances nulles).

e Le dernier terme peut de méme s’écrire 4E((Wt — Wtr)Q)E(Wzn) : ¢’est le produit des variances de deux
accroissements du Brownien, il vaut 4(¢ — ¢])t?.

Finalement on trouve

(@) /OE(lf(t)—fn(t)IQ) = Z_;/t 3(t—t?)2dt+§/t? At — i)t

soit

(8) /OtE(If(t) — fa®)?) = ni(t;gl )3 4 QSt?(wﬂ )2 ”(%)3 (- 1)(% (%)2
=0 i=0

Lorsque n tend vers I'infini on a
t Td
[ B0~ fue?) ~

n

qui tend bien vers 0.




