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1 TP1, Discrétisation de problémes elliptiques linéaires 1d

Soient € >0, a € R, b >0, ¢,d € Ret f € C([0,1],R). On cherche a approcher la solution v du probléme
suivant :

—EUyy () + aug () + bu(z) = f(z), z€]0,1],

Théoréme 1.

Dans C?([0,1],R), il existe une unique solution u vérifiant le probleme (1).

Démonstration :

Unicité : Méthode d’énergie.

Supposons que u et v soient deux solutions de classe C?([0, 1], R) du probléme (1). La différence ¢ = u — v
est alors solution du probléme suivant :

—epe(z) + ath(x) + b(x) = 0, z€]0,1],
Y(0) = 0,
v(1) = 0

On multiplie ’équation par 1 et on intégre sur [0, 1] pour obtenir :

Jo (=2es(2) 4 athe(2) + b)) b(a)de = 0
\ce/fo wz(a:)dx+\b/f0 P2 (x)de = 0
>0 >0

Donc fol Y2(z)dr = 0, on obtient Vz € [0,1], ¥,(x) = 0. Ainsi 9 est un fonction constante, Yz € [0,1],
() = 1(0) = 0. Finalement, u = v.
Existence : Méthode de tir. On s’intéresse au probléme suivant :

—EUgy (z) + aug(z) + bu(z) = f(z), z€Ry4,

Il admet, d’aprés le théoréme de Cauchy Lipschitz (linéaire), une unique solution globale définie sur R de
classe C%(R,,R) notée u,. Notons ¢ = ug et 1 'unique solution (théoréme de Cauchy Lipschitz linéaire) du
probléme de cauchy suivant :

—eye(x) + apy(z) + bup(z) = 0, =z €]0,1],
P(0) = 0,
Yo = 1.
Par unicité, uq = ¢+ arp. On a ue (1) = ¢(1) + a(1). On montre par une méthode d’énergie que (1) est non
—o(1
nul. On peut alors poser a = dwg;) Uq)y,.,, €St la solution du probléme (1). ]

Remarque 1 : On peut également démontrer ce théoréme en passant par une formulation faible.



Théoréme 2.

Principe du mazimum :
Notons u unique solution du probléme (1).

1
— Dans le cas b > 0, on a Vz € [0,1],m < u(z) < M avec M = max {qd,bmam {f(z),z €0, 1]}} et

m = min {c, d %mzn (f(@),z €, 1]}}.

— Dans le cas b= 0 et sous Uhypothése f > 0, on a Vx € [0,1],u(x) > min(c,d) autrement dit le minimum
de u est atteint sur la frontiére de [0, 1],

Démonstration :
— Premier cas : Supposons d’abord a =b=0et f > 0.

—eu(z) = f(x)

Soit § > 0, posons vs(x) = u(x) — dz2.

Soit xg € [0,1] tel que vs(xg) = min{vs(x),z € [0,1]}. Un tel zy existe par compacité puisque vs est
continue.

Si zg €]0, 1], alors vi(xo) = 0 et v§(zg) > 0 ie u”’(xo) — 26 > 0 donc

(LU()) + 58 0
—
>0 >0

Contradiction, donc zg = 0 ou 1 et Vz € [0,1],u(x) > u(z) — dz? > min (u(0),u(1) — §). Ceci est valable
pour tout 6 > 0, doncVz € [0, 1], u(x) > min (u(0),u(1)).

— Deuxiéme cas : Supposons a # 0,b=0et f > 0.
—eu” (x) + au'(z) = f(2)

Soit § > 0, posons vs(x) = u(x) — de~**.

Soit zg € [0, 1] tel que vs(zo) = min{vs(x), z € [0,1]}.

Si g €]0, 1], alors vi(xo) = 0 et v§(xo) > 0. On a donc v/ (zg) = —ade™*¥° et par suite
—evf (z0) —ea’e™ 0 — g%5e™ 0 = f(xq) >0
~———

<0 <0

Contradiction, donc Vz € [0, 1], u(x) > min (u(0) — 6, u(1) —de~*). Ceci est valable pour tout § > 0, donc
Vo € [0,1],u(z) > min (u(0),u(1)).

— Troisiéme cas : Supposons b > 0. Soit zg tel que u(xg) = min {u(x),x € [0,1]}. On différencie deux cas :
Si zg €]0,1[, on a v/ (zg) = 0, u”(x9) > 0 et comme wu vérifie (1), on a :

donc u(zg) > 3 f(xo) = m, ie Vo € [0,1],u(z
Si zg € {0,1}, Vz € [0,1], u(z) > u(xg) > m.
Dans tous les cas, V& G[ 1], u(x) > m.

Remarque 2 : Ce théoréme montre le principe de posivité suivant : Si ¢,d, f > 0 alors u > 0.
On a considéré 4 exemples :

1
l.e=l,a=b=c=d=0,f=1, lasolutionestu(x):533(1—3:)

2.e=l,a=b=c=d=0, f(z) = —122% + 122 — 2, la solution est u(z) = 2%(1 — x)?



3. e=1/4,a=1,b=3,c=1,d = exp(—2), f =0, la solution est u(x) = exp(—2x)

1
4. e =1/100,a = 1,b=0,c = 0,d = 1, f = 0, la solution est u(z) = Tl(e“m —1)
2100 _

L’exemple 4 est un probléme raide. La solution exacte est difficile & approcher si € est petit, la variation se
fait dans un intervalle trés petit (de longueur 5 * €), il faut donc que h soit trés petit. La limite de u dans le
quatriéme exemple quand € — 0 :

es —1
u(r) = SYE
_ T —eT
1—e=
0 siz<1
_
e—0 1 siz=1

oo six>1

Pour illustrer le principe du maximum, on trace les solutions u sur [0,1] avec m et M.

Solution u(x)>min(u(0),u(1)) Solution u(x)>min(u(0),u(1))
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Fi1c. 3 — Solution pour ’exemple 3 F1a. 4 — Solution pour 'exemple 4
Pour ’exemple 1 et 2, on a a = b =0, donc Vz € [0,1],u(z) > min (u(0),u(1)) (figure 1, 2).
Pour l'exemple 3, on a a,b sont non nuls, donc Vz € [0,1], M > u(z) > m

figure 3).
) (

(
Pour l’exemple 4, on a a = 1,0 =0, donc Vz € [0, 1], u(x) > min (u(0),u(1)) (figure 4).



1.1 Discrétisation par Différences Finies (DF) centrées

Soit N € N*. On note h = 1/(N + 1) et x; = ih,i = 1,.., N. La discrétisation du probléme par différences
finies centrées avec un maillage uniforme de pas h s’écrit :

—(%—&—%)ui_l—i— (ii—&-b)ui+<2€;—};)ui+1 = fi 1=2,., N —1
<]2;+b>m+<;l;)u2 = f1+(%+%)c, (3)
—(i;"F;l)uNl‘f'(}Q;"Fb)uN = fN+(%_%)d-

Les inconnues discrétes uq, .., uy sont supposées approcher les valeurs de v aux points z1,..,zn.

Théoréme 3.
Supposons Uezistence d’une solution, notée {u; }je{l,..,N}; du systéme linéaire (3). Sous l’hypothése ah < 2e,
on a le principe du mazximum discret suivant :

1
- Dans le cas b > 0, on a Vi € {1,..,.N},m < u; < M avec M = maz {qd,bmam {f(z),z €0, 1]}} et

1
5 man {f(z),z €0, 1]}}

— Dans le cas b =0 et sous Uhypothése f >0, on a Vi € {1,.., N}, u; > min(c,d).

m = min {c, d,

Démonstration : Posons ug = c et uy11 =d. On a alors Vi € {1,.., N},
€
h?

Soit 49 = min{i € {0,.., N + 1} tel que u; = min{u;},c0,. . N4+1}}-

— Premier cas : Supposons d’abord b=0et f > 0. Si iy € {1,.., N}, on peut écrire

£ a
(u; — uigr) + ﬁ(ui —ui—1) + ﬁ(uiﬂ —ui—1) = fi— by

e a £ a
(0 = 1) (5 = ) + (0 0) (G 57) = Lo
—— ——
<0 A <0 5 >0

Contradiction, donc 59 =0 ou N + 1 etipar suite Vi € {1,.., N}, u; > u;, > min(c,d).
— Deuxiéme cas : Supposons b > 0. Si iy € {1,.., N}, on peut écrire

€ a € a
(Uip — Wig+1) o) T (Uip — Uig—1) w2 tan) T fio — bug,
—— ——
——— ———
<0 >0 <0 >0
donc Vi € {1,.., N}, u; > ujy > 1 fi, = m.
Siip=0o0u N +1alors Vi€ {1,.., N}, u; > u;y > m.
[ |
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On illustre le principe du maximum discret pour 'exemple 4 (la solution exacte est toujours positive) sous les

2 2
conditions h > = figure 5 et h < ~ figure 6.
a a

Théoréme 4.

Exzistence et unicité de la solution discréte :

Sous I’hypothése ah < 2e, VF € RN | il existe un unique vecteur u = (uy,..,uy) solution de Au=F o A
est la matrice associée au systeme linéaire (3).

Démonstration : Le principe du maximum discret ci-dessus avec ¢ = d = 0 permet d’écrire (Au > 0 =
u > 0). Soit u tel que Au =0, on a —Au = A(—u) > 0 donc —u > 0 et Au > 0 donc v > 0 donc u = 0. La
matrice A est inversible. m

La solution approchée u = (uq,..,uy)" n’existe pas toujours.
Eneffet sie=0,a=1,0=0,c=0,d=1, f =0, le schéma DF :

1 1
T =2, N—1
Qhuz 1+2hqu+1 0; y 2 PERS)
T U2 = 0:
2
P2y
on "Nt T Tap

Si N = 2p, on obtient ug; =0 et ug;11 = 1. Si N =2p+ 1, on n’a pas de solution.

On applique le schéma (3) des différences finies a nos 4 exemples (figure 7, 8, 9, 10) sous I’hypothése ah < 2e.
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Théoréme 5.

Ordre de consistance :
Le schéma différence finie centrée (3) est consistant d’ordre 2.

Démonstration : En effet, en faisant le développement de Taylor de w :

36,05 € [.Z’Z',.Z’Z'+1] et 0,04 € [mi,l,xi] tels que

/ 2 " h3 " h4 4
u(@ir1) = ul@i) + b () + Z-u(@q) + wu (@) + ﬂu( )(61)
/ g " h? " h (4)
w(zi—1) = u(z;) — hu'(z;) + ?u (z;) — Fu (z;) + ﬂu (02)
On obtient ’erreur de consistance R; :
€ a
R, = —cuge(w;) + aug(z;) + dbu(x;) — 72 Qu(x;) — uw(wi—1) — u(xitr)) — o (u(xit1) —u(wi—1)) — bu(x;)

Pour le premier exemple (figure 11), on obtient une erreur numérique de 'ordre de l’erreur machine. C’est
du au fait que la solution exacte est un polynéome d’ordre deux et donc que le schéma est exact. Pour les autres

o
24

(u(4)(91) +u® (92)) - %2 (u(3>(93) +u® (04))

3 a
1] < (S51u]loo + 5110 1oc ) 22

exemples (figure 12, 13 et 14), on obtient une erreur d’ordre 2.
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Fi1a. 12 — in(||u(z;) — u;||) pour I'exemple 2 par DF
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Fi1a. 13 = In(||u(z;) — u;]|) pour 'exemple 3 par DF Fia. 14 — in(||u(z;) — u;||) pour I'exemple 4 par DF

Bilan : Le schéma différence finie centrée (3) est consistant d’ordre 2 mais il ne vérifie pas le principe du
maximum pour tout h > 0.



1.2 Discrétisation par Volumes Finis Centrés (VFC)
Soit N € N*. On pose @ 1/o = ih,i = 1,..,N, x; = ih —h/2,i =1,..,N et h; = h, pour i = 1,.., N et

h() = hN+1 = %
On intégre I'équation sur une maille M; = [x;_1 /2, Ti1/2] :

Tit1/2
—et/ (ziq1/2) + e’ (Tim1/2) + au(Tipr /) — au(zi_12) +b u(z)dr = hf;,pouri=1,..,N

Ti—1/2

ou f; = /IHI/2 f(z)dz.

i—1/2
On note uy,..,uy les inconnues discrétes approchant les valeurs de w aux points z1, .., zy. Pour approcher la
solution u du probléme, on propose le schéma numérique suivant :
Fit1/2 = Fi_1/2 +bhu; = hfi,i=1,., N

avec (Fit1/2)ieqo,...,ny donné par les expressions suivantes :

SRS R LR e L T |
w e 2
Fipr2 = —2¢ lh +ac
al
—2¢e uN+ad

Le schéma numérique donne un systéme linéaire de N équations & N inconnues :

£ a 2e a c .
_<h 2]’],) Wi 1+<h2+b> (ﬁ h2)uz+1 = fiv ,7»:2,..,N—1
3e a € 2 a
<h2+b+2h)u1+(2h_h?)u2 = e (Fri)e (@)
£, e 3e a a 2

Théoréme 6.

Exzistence et unicité de la solution discréte :
VF € RN, il existe un unique vecteur u = (u1,..,un)" solution de Au = F ou A est la matrice associée au

systéme linéaire (4).

Démonstration : On suppose que c =d = f = 0 et on pose ug = uny1 = 0.
on multiplie le schéma par u; et on somme pour ¢ = 1,.., N :

Fii12—Fi_12+ bhuz = 0
*ZFHA/Q Uiyl — Us +bh2u2 = 0
e N~ 25 a < -
7 2 (wit1 — +3 = (uf +ug) -3 Z Uir1 — u)(Ui1 + U +bh2u2 =0
=1 i=0 =1
=0
Tous les termes sont positifs donc Vi = 1,.., N,u; = 0. Donc A est inversible. ]

On applique le schéma (4) des volumes finies centrés a nos 4 exemples (figures 15, 16, 17, 18).
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Théoréme 7.

Convergence :

Le schéma volume fini centré (4) est convergent d’ordre %
On pose e; = u(x;) — u;, pouri=1,..,.N et eg =en41 = 0.

o (et —c)?
Z thiz Ch® quand h est petit

=0

IN

A

leq Ch3/?

Démonstration : Cousistance : On pose u; = u(x;), pour i = 1,.., N

Fit12 - Fi—1/2 + bhu; = hf;
avec (Fi+1/2)7;€{0’”’]\]} donné par les expressions suivantes :

Uip1 — U Uiy + Us
—£& +a
2
— h uy —c
Fiti0 = —2€T+QC+R1/2

+Ri+1/2, Z:].,,N—].

d—uN

h

Pouri=1,.,N —1,ona: 361,03 € [x;11/2;i11] et 02,04 € [24;2,41 /2] tels que

—2¢ +ad+RN+1/2



’U,Z U; —+ Uu;
Rit12 = -—¢ ( "(Tig1)2) +1 > < Tiy1/2) — +12)
eh? ah
= o (u®0) +u! <92>) P (03) +(0)
|Rit1/2] < Ch?
Pour i =0, on a : 3 0y € [0;x1] tel que
up —u(0
Ry = —¢ <u’(0) - 2u1hu()) + a (u(0) — u(0))
h
— %U,N(ol)
[Rij2| < Ch
De méme pour i = N :
|Bni172| < Ch
Erreur : Onapouri=1,..,N :
Fij1/2—Fi 12 +bhu; = hf;
Fit1/2 = Fi1/2 +bhu; = hf;

Donc e; vérifie :

Git1/2 — Gi—1/2 +bhe; =0

avec Gij1/2 = le/Z — Fi11/2. En reprenant les calculs faits dans I'existence et I'unicité des u;, on obtient :

Git12 —Gi_1j2 +bhe; = 0
N (6' |- e_)g N N
EZ%erhZe? - ZRi+1/2(ei+1 —e)
= (e — )2 z:os - v o
£ - % + QE(?% + 256?\[ + bh; 62'2 = ; Ri+1/2(€i+1 — 61’) + R1/2€1 — Ryen
N— 1 -
eH—l —e3 2 (€ir1—€)Vh;
5; +2h +25ely < |Riplle] + |Rullen] + Ch ;T
N—-1
Ci+1 — € \/El
= |R1/2|2 61 T |RN|2 *6 >+ Ch? i1 | +1\/Ei)
al N 1/2 N 1/2
15 (641 —€i) h3 h3 ) (ei11 — ei)Q
2 < —C+ —=C+Ch Wil 7 %) h,
2 ; h; = 4 + 4e + ; > ;
! - Q= 2
<1
al ( ) N 1/2
Citl — 3, 72 €z+1 —€;)
Z hi = h*+h (Z " )
1=0 =
Y (e
< fC’h4 z+1 B3
< 3 ;0 " +
< CO(h*+2h3)

-~
[~]=
©
=
Sa
N~
=
()
IN

Ch3/?quand h est petit

N
Z(6i+1 - 62) Ch4
=0 N 1/2
On a encore 9
leil < [ Do(ejr1—e) N+1
=0
< Ch3/2

On a vu que théoriquement on a une erreur d’ ordre 2 mais numériquement pour nos exemples (figures 19

20, 21 et 22) on trouve une erreur d’ordre 2.
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Fia. 21 — In(]|u(x;) — w;|]) pour 'exemple 3 par VFC

Théoréme 8.

m = min {c, d, %mm (f(x),x € [0, 1]}}.
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Fi1a. 22 — in(||u(z;) — u;||) pour 'exemple 4 par VFC
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Sous Uhypothése ah < 2e, on a le principe du mazimum discret suivant :

— Dans le cas b >0, on a Vi € {1,.., N}, m < u; < M avec M = maz {c,d,

1
b

— Dans le cas b =0 et sous l’hypothése f >0, on a Vi € {1,.., N}, u; > min(c,d).

Démonstration : Posons ug = c et uny41 =d. On a alors Vi € {1,..,N},

n?

g

€
(u; — i) + ﬁ(uz —ui-1) +
i

maz {f(z),z € [0, 1}}} et

2h;

(Uz'+1 - ui—l)

Soit 49 = min{i € {0,.., N + 1} tel que u; = min{u;},c0, . N4+1}}-
— Premier cas : Supposons d’abord b =0 et f > 0.
Siig € {1,.., N}, on peut écrire

9
(ig — Uip11) (hlgg

<0

a
2h;,

>0

) + (wiy — Uig—1) <

9

<0

>0

a

R + R
B2 2h,

fi — bu;

) - &
~

>0

Contradiction, donc ig = 0 ou N + 1 et par suite Vi € {1,.., N}, u; > u;, > min(c,d).
— Deuxiéme cas : Supposons b > 0.
Siig € {1,.., N}, on peut écrire

10



9 a € a
(Uip — Uig+1) (h?o - tho) + (tip — Uig—1) <’%20 + th> = Jfip — bui,
<0 — <0 —
>0 >0

donc Vi € {1,..,N}, u; > w;, > %f; > m.
Siig=0o0ou N +1 alors Vi € {1,.., N}, u; > u;, > m.

]
On illustre le principe du maximum discret pour I’exemple 4 (la solution exacte est toujours positive) sous

2 2
les conditions h > i figure 23 et h < i figure 24.
a a

Solution Exacte-Solution Approchee pour h>2esp/a Solution Exacte-Solution Approchee pour h<2esp/a

035 071
—— Solution Exacte —— Solution Exacte
—— Solution Approchee —— Solution Approchee
06 |

0.25F '
0.5

015}
| 04t
03

0 =4 02}

011 /)

Fic. 23 - h > 22 N =45 (ex4) par VFC Fig. 24 - h < 22 N =100 (ex4) par VFC

Bilan : on a un schéma d’ordre % théorique, numériquement on montre un ordre 2 et on n’a pas le principe
du maximum pour tout h > 0.

1.3 Discrétisation par Volumes Finis Décentrés (VFDC)

Pour approcher la solution w du probléme, on propose le schéma numérique suivant (avec les mémes notations
que la partie VF centreés) :
Fig1/0 = Fi_1/2 +bhu; = hfj,i=1,.,N

avec (Fi+1/2)ie{0,..,N} donné par les expressions suivantes :

Ujp1 — Uj )
—SM—FCLW, i=1,..,N—-1

u;y — ¢

F’i+1/2 = —2¢ + ac
d— UN
h

Le schéma numérique donne un systéme de N équations & N inconnues :

—2e + aun

€ a 2t a € .
—(h2+h>ui1+(}12+h+b>ui—h2ui+1 = fi, ,222,..7]\[—1
3e a € 2¢e  a
(712+b+h>U1_fL2u2 = fl+(fL2+h)07 (5)
€ a 3e a 2¢e
(h?+h>uN_1+(h2+b+h>uN = vl

11



Théoréme 9.

Exzistence et unicité de la solution discréte :
VE € RN il existe un unique vecteur u = (uy, ..,un)" solution de Au = F o A est la matrice associée au
systéme linéaire (5).

Démonstration : On suppose que ¢ =d = f =0 et on pose ug = uny1 = 0.
on multiplie le schéma par u; et on somme pour ¢ =1,.., NV :

Fitrp = Ficaye +bhul = 0
_ZF’L+1/2 Uj41 — Uy —‘y—thul = 0
1=0 =
e~ 2e N N
h v (Wig1 — 2+ Z(u% + u?\r) —a ;(ui-i-l — Uy )u; +bh2u? - 0
1
D) Z(ui-i-l — uz-)2
i=0
N-1 . . N
2 5 ) ,
;(ui-H — ;) (E + 5) + (uf + uy) (h + 2) +bh;ui = 0
Tous les termes sont positifs donc Vi = 1,.., N,u; = 0. Donc A est inversible. m

On n’applique le schéma (5)des volumes finis décentrés que pour les exemples 3 et 4 (figures 25, 26 ), car
a # 0, sinon on a le méme schéma que volumes finis centrés.

Solution Exacte-Solution Approchee Solution Exacte-Solution Approchee
15 1
\\ Solution Exacte Solution Exacte
\ —— Solution Approchee —— Solution Approchee
- 091
09 N
AN
,
0.8
08F N
\\
% 07t
07 .
\\ 06
06 )
\ 05
05} \
\\ 041
04 &
\\\ 031
S
03 IR
SN 02
SR
02 e 01
S
—
b0 N S T S S TS S SR i
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1 0 01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 07 08 0.9 1

F1a. 25 — Solution exacte-approchée par VEDC pour ex3 FI1G. 26 — Solution exacte-approchée par VEDC pour ex4

Théoréme 10.

Convergence :
Le schéma volume fini décentré (5) est convergent d’ordre 1.
On pose e; = u(x;) — u;, pouri=1,..,.N et eg =ens1 = 0.

N
I

=0 l

Ch?

IN

le;] < Ch

Démonstration : Consistance : On pose u; = u(x;) pour i = 1,.., N

Fit172— Fi_12 +bhu; = hf;

avec (F1+1/2)i€{07“7N} donné par les expressions suivantes :

12



i1 — Uy

—e At Ry, i= 1N -
Fit10 = —2561 — € Lac+ Ri)s
9.4 _hﬂN +aty + Ryi1)o
Pour i =1,..,N —1,0n a3 0; € [x;41/2; Tit1] et Oa,03 € [14;2;41/2] tels que
Rij10 = —¢ (U/($i+1/2) - uz_Hh_uz) +a (U($i+1/2) - ﬂz)
- % (u<3>(91) +u® (02)) n %u'(eg)
|Riy12] < Ch

Pour i =0, on a : 3 6y € [0; 1] tel que

@ — u(0)
_ 1oy _ o™t u(
R1/2 13 (U (0) h,
— %ull(al)
|Rij2l < Ch

De méme pour : = N :
|Rny12l < Ch

On obtient pour i = 0,.., N : [R;11/2| < Ch.

Erreur : On apouri=1,..,N :

Fiy1/o—Fi_1jp+bhu; = hf;
Fiy12 = Fi_1/2 +bhu; = hf;

Donc e; vérifie :

Git1/2 — Gi—1/2 + bhe; =0

avec Git1/2 = Fit1/2 — Fiy1/2. En reprenant les calculs faits dans 'existence et I'unicité des u;, on obtient :

Giy12 = Gi_1/2 +bhe; = 0
al (€i+1—€i)2 a al 2 a 2 ol
€;T+ ii:0(€i+1 _ei) -th;e2 = ;Ri+1/2(6i+1 —ei)
N
(eiv1 — ei)Vhi
< ChYy — —“2"
N ( 2 /2, N 1/2
€it+1 — €;
< Ch R e h
—_———
<1
N
Z(eiJrl_ei) < Ch?
i=0
On a encore
N 1/2
leil < D (ej41—¢)) N+1
7=0
< Ch

On trouve numériquement I'ordre théorique, ie 1, pour nos exemples 3 et 4 (figures 27, 28)
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FiG. 27 — In(||u(x;) — w;]|) pour I'exemple 3 par VFDC

Théoréme 11.

m = min {c, d,

1
b

min { f(z),z € [, 11}}.

— Dans le cas b =0 et sous l'hypothése f >0, on a Vi € {1,.., N}, u; > min(c,d).

78

On a le principe du mazimum discret suivant :

— Dans le cas b >0, on a Vi € {1,.., N}, m < u; < M avec M = maz {c,d7

41

420

43

440

45

log(erreur en norme infinie)
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48

A
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\

/
log(erreur en norme 2)
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-67F
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63}

64f
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Fia. 28 — In(]|u(x;) — w;||) pour I'exemple 4 par VFDC

7 72
log(N)

7.4 76 78

b

Démonstration : Posons up = c et uy41 =d. On a alors Vi € {1,.., N},

h?

K3

£

(ui — ui+1) + ﬁ(ul - ui_l) +

a

h;

(i —ui—1)

Soit ig = min{7 € {0,.., N + 1} tel que u; = min{u;},co,.. N41}}-
— Premier cas : Supposons d’abord b =0 et f > 0.
Siig € {1,.., N}, on peut écrire

Contradiction, donc ig = 0 ou N + 1 et par suite Vi € {1,.., N}, u; > wu;, > min(c,d).

£
(U‘ — U; +1) 5 +(u — U; _1) (
10 10 hzgo 20 20 h‘zzo

<0

— Deuxiéme cas : Supposons b > 0.
Siig € {1,.., N}, on peut écrire

g
(Uig — Uig+1) 8 + (wig — Uiy—1) (hvgo +

>0

<0

<0

>0

donc Vi € {1,.., N}, u; > wu;, > %fio_Z m.
Siig=0ou N +1 alors Vi € {1,.., N}, u; > u;, > m.

<0

3

>0

a

+

>0

e L@
Rig
—_————

Rig

0

fi — buy

) - 4
—~

>0

f’io - buio

7 72 74
log(N)

76

lmam {f(z),z € [0,1]}

b

Bilan : On a toujours le principe du maximum sans condition sur & mais on n’a plus de convergence d’ordre

1.4 Discrétisation par Volumes Finis décentrés d’ordre 2, sans limiteurs (VFDCSL)

Pour approcher la solution u du probléme, on propose le schéma numérique suivant :

Fiy1y2 — Fio1j2 +bhu; = hfi,i=1,., N

avec (Fit1/2)ieqo,..,n} donné par les expressions suivantes :
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i+l — Ug h )
—suuﬂllcu + au; + aipi, i=1,.,N—1
Fi+1/2 = —2e 1h + ac
d =
—2e U + aun

i1 — Uj—1 .
)

ol p; = 5% 1=2,.,N—1let pp =pny=0.

Le schéma numérique donne un systéme de N équations & N inconnues :

a € 5a 2¢  3a a € ‘
4hUi2<hz+4h)Ui1+<h2+4h+b>Ui+(4hIIQ)Ui+1 = fi i=3,.,N—1
3e a € 2¢  a
bty )u-gpue = ht{pty)e
€ 5a 2e a a €
_<h2—|—4h)U1+<h2+b+h)U2—|—<4h—h2)u3 = fo,
a € a 3e 3a 2%
4huN2_(h2+h)UN1+<h2+b+4h>uN oS fN+ﬁd.

(6)

On n’applique le schéma (6) volumes finis décentré sans limiteurs que pour les exemples 3 et 4 (figures 29, 30),
car a # 0, sinon on a le méme schéma que volumes finis centrés.

Solution Exacte-Solution Approchee Solution Exacte-Solution Approchee
15 1
\\ Solution Exacte Solution Exacte
\ —— Solution Approchee —— Solution Approchee
09\ 0.9
\
\ 08
08f N
N
\\ 071
07r \
N
\\ 06
06 A
\ 05k
05 N
N 04l
. -
04f R
e, 03
N
5
L =
03 ~_ 02
\\\\
0.2 i 01l
\\\ /
01 I I I I I I I I I ) 0 . . . I . . . . . )
0 01 02 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 09 1 0 01 02 03 0.4 05 06 07 08 0.9 1

F1a. 29 — Solution exacte-approchée par VEDCSL (ex3) Fi1a. 30 — Solution exacte-approchée par VFDCSL (ex4)
Rem : On n’a pas toujours le principe du maximum. Pour ’exemple 4 la solution approchée par volumes
finis décentré sans limiteurs n’est pas toujours positive si h > %6 (figure 31).

Solution Exacte-Solution Approchee pour h>2espla

—— Solution Exacte
—— Solution Approchee

Fic. 31 - h > 22, N = 45 (ex4) par VFDCSL
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On obtient numériquement une convergence pour les exemples 3 et 4 approchés par volumes finis décentré
sans limiteurs d’ordre 2 (figures 32, 33).
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Fia. 32 — In(||u(z;) — u;]|) par VFDCSL (ex3)
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7 72
log(N)

7.4

76

Fia. 33 — In(||u(z;) — wi||) par VFDCSL (ex4)

Bilan : on a un schéma d’ordre 2 mais on n’a pas le principe du maximum pour tout h > 0.

1.5 Discrétisation par Volumes Finis décentrés d’ordre 2, avec limiteurs (VFD-

CAL)

Pour approcher la solution « du probléme, on propose le schéma numérique suivant :

Fit1/2 = Fi_1/2 +bhu; = hfi,i=1,., N

avec (Fit1/2)ieqo,..,n} donné par les expressions suivantes :

U1 — Uj h
=y au; + a-piq,

- i=1,..,N—1
Uy — ¢ 2
FZ-H/Q = —9et + ac
d—
—2¢ un + aupn
h
ou p; = minmod ui+12_hui_1 , 2ui+1h_ Ui , pa _hui_l ,i=2,.,N—1letp =py = 0avecminmod{a, 3,7} =

0 si «, 8,7 n’ont pas tous le méme signe et minmod{«, 8,7} = sign(a)min{|«|, |5, ||} si «, 8,7 ont le méme
signe.

Le schéma numérique donne un systéme de N équations & N inconnues :

€ a 2e a 5 a .
_(hz+h)Ui_1+(h2+h+b)Ui—}LQUi+l+2(pi_pi_l) = fi 1=2,.,N—-1
3e a € 2 a
ﬁ+b+ﬁ Ul*ﬁUQ = fi+ ﬁ+ﬁ c,
5 a 3e a a _ 2e
—(ﬁ+ﬁ)uN71+ ﬁ+b+ﬁ ’LLN+§pN71 fN-‘rﬁd.

(7)

On n’applique le schéma (7) volumes finis décentrés avec limiteurs que pour les exemples 3 et 4 (figures 34,
35), car a # 0, sinon on a le méme schéma que volumes finis centrés.
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F1G. 34 — Solution exacte-approchée par VFDCAL (ex3)

log(erreur en norme infinie)

08}

07

051

03}

0.2

o9t \

Solution Exacte-Solution Approchee

—— Solution Exacte
—— Solution Approchee

01
0

Fia. 36 — in(||u(z;) — u;||) par VFDCAL (ex3)
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F1a. 35 — Solution exacte-approchée par VEDCAL (ex4)
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Fia. 37 — In(||u(z;) — wi||) par VFDCAL (ex4)

On obtient numériquement une convergence d’ordre 2 pour les exemples 3 et 4 approchés par volumes finis
décentrés avec limiteurs (figures 36, 37).

Bilan : On a une convergence d’ordre 2, le principe du maximum est vérifié. Mais le schéma n’est pas
explicite on doit utiliser une méthode de Newton pour résoudre. Néanmoins la méthode de Newton est trés

rapide on ne fait que 3 itérations & chaque étape.
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2 TP2, Discrétisation de problémes hyperboliques 1d

Soient f € CY(R) et up € L>=(R).

ug + (f(u))a
u(zx,0)

0, t €]0,+o0[,z € R,
uog(z), p.p dans R

Dans le cas ot ug € C*(R), on peut chercher des solutions réguliéres ie dans u € C*(Rx]0, +oo[;R) N CO(R x
[0, 4+00[; R). C’est la notion de solution forte ou classique. Cependant de telles solutions n’existent pas toujours.

Théoréme 12.

— Si f est linéaire ie 3 ¢ € R tel que Vz € R, f'(x) = ¢ et ug € CH(R) alors il existe une unique solution
classique au probléme (8). Elle est définie par Vt € [0, +oo[, Vo € R, u(z,t) = uo(z — ct).

— Si f' non constante alors il existe ug € C(R) tel que (8) n'ait pas de u solution classique, ie u €
C1(Rx]0, +o0o[; R) N C°(R x [0, +oc[; R).

La non-existence de solution classique dans le cas général améne & introduire la notion de solution faible
(qui a encore un sens méme si ug n’est pas régulier ie dans L>(R)).

Définition 1.

Si f € CH(R),ug € L°(R), on dit que u est une solution faible du probléeme (8) si on au € L°(RxR;R)
et Yo € CL(R x [0, +00[; R)

/ (u(x,t)gpt(:v,t)+f(u(x,t))<pm(x,t))d1:dt+/uo(x)go(x,O)da::O
RxRy

R

Théoréme 13.

Ezistence :

— Si f est linéaire ie 3 ¢ € R tel que Vx € R, f'(z) = ¢ et ug € L*®(R) alors il existe une unique solution
faible au probléme (8). Elle est encore donnée par ¥t € [0, +oo[, Vo € R, u(z,t) = up(z — ct).

— Dans le cas général, il existe une solution faible mais il n’y a pas nécessairement unicité.

Contre exemple & 'unicité d’une solution faible :
Si f(z) =2(3—2x) et up(x) =1sixz<0etup(x)=0siz>0.
Les 3 fonctions suivantes sont solutions faibles du probléme (8) :

1 six < —t
— 3t
u(z,t) = _x4t si —t<xz<3t
0 six >3t
1 six <0
1
u(z,t) = 3 si0<xz<2t
0 siz>2t (9)
1 six <0
1
5 si0<z<t
u(@,t) = r— 3t
— sit<axz <3t
4t
0 six >3t

Il faut donc imposer une condition supplémentaire aux solutions pour pouvoir garantir 'unicité. C’est la
notion d’entropie.
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Définition 2.

Si f € CY(R),ug € L®(R), on dit que u est une solution entropique du probléme (8)
sionau€ LR xR ;R) et Vo € CHR x [0, +00[;R1),Vn € CH(R) conveze , ¢ telle que ¢' = ' f' fluz
d’entropie associé

/ (n(ulz, ) pr(a ) + (. 1))z, £)) drdt + / n(uo(x))p(z, 0)dz > 0
RxRy R

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 14.

Ezistence et unicité d’une solution faible entropique :

Si f € CY(R),up € L*=(R), alors il existe une unique solution entropique du probléme (8).

Cette solution a les propriétés suivantes :

- Si A <wug(z) < B pour presque tout x alors A < u(x,t) < B pour presque tout (x,t) € R x Ry.

— Siug € L(R) N L'(R), alors u(.,t) € LY(R),Vt > 0 et |[u(..t)||L1(w) < |Juol|L(r)-

— Si v est une autre solution entropique avec une autre condition initiale vy # ug,
alors ug > vg = u(z,t) > v(x,t) pour presque tout (x,t) € R x R,.

Donnons quelques exemples :

Ecrivons f sous la forme f(x) = h@la+ 5fa(@)) avec a > 0,8 > 0 f1 et fo deux fonctions réguliéres de
fi(@) + f2(z)
[0,1] dans R vérifiant f1(0) = 0, f; croissante, fo(1) = 0 et fo décroissante.
Nous donnons ci dessous les solutions faibles entropiques dans trois cas particuliers pour la donnée initiale ug

définie par ug(x) =1si © <0 et ug(x) =0si z > 0.

1. filx) =2, fax)=1—2, a=1et B =0 de sorte que f(z) = x.
La solution de notre probléme s’écrit alors :

u(z,t) = wug(z—1t)
_ 1 siz<t
B 0 siz>t
_ 2 _ -2 _ 4
2. fi(z) =22, folx) = 1 ,a=1et =0 de sorte que f(x)_4x2+(l—x)2'
8z(1 — x)

On calcule la dérivée de f : f'(x) =

42+ (1—2)2)2 Pour z € [0,1], 0 < f/(z) < 5. On regarde

Penveloppe concave de f (figure 38) : f est concave sur [u*, 1] ou u* vérifie f/'(u*)u* = f(u*), ie u* =

5

La fonction f et son enveloppe concave
T T T T

T
| — Fonction
e Enveloppe concave
08t 2 3
/
0.8
/
¥ sari(s)
07k / ]
/
7o
06F Vi
74
7
L o05 4
,///
7

04 P

7z o
o awa

/
// //
/ i
0.2 A
/
/
0.1 ’ /
/. /
Lo
ol="1 I

FiG. 38 — f et son enveloppe concave pour exemple 3

La solution exacte s’écrit alors :
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1 siz<0
u(z,t) = i (%) $i0 <z <tf(u*)
0 siz>tf(u*)

3. filz) ==z, fa(z) =1—2, a=1et 8 =2 de sorte que f(z)=z(3 — 2z).
On calcule la dérivée de f : f'(x) = 3 — 4z. Pour z € [0,1], —1 < f/(z) < 3.
La fonction f concave sur [0, 1].

La solution exacte s’écrit alors :

1 sixz<—t
—3t
u(z,t) = _x4t si —t<ax<3t
0 siz>3t

Nous cherchons maintenant & approcher numériquement 'unique solution faible entroqgique u du probléme
(8) sur un intervalle de temps [0,7] ou T > 0.

Pour discrétiser ce probléme, on utilise un maillage uniforme de pas h = 1/N ou N € N* en espace et de
pas k = T/M ou M € N* en temps. On pose ;41,5 = ith,i = 1,..,N et t, = nk,n = 0,.., M. Les inconnues
discrétes sont notées ul',i € Z,n € {0, .., M }. La quantité u}* est supposée approcher les valeurs de u(z,t) pour
T €]Ti_1/2,Tiy1/2[ €t t €]ty tuq1[. Les schémas numériques étudiés sont de la forme :

h n n n n -
E(uz+1_ul)+vfl+l/2_f’b—l/2 - 0, lEZ,nE{O,..,M—l}
1 Tit1/2
u) = 7/ uo(z)dz, 1€Z
h T

i—1/2

k
La quantité fin+1/2 est donc supposée étre une approximation de f(u(x;41/2,%,)). On pose A = 7

2.1 Schéma centré

F) + F ()

On considére le schéma centré : pour n € {0,..,M — 1}, fi' 5 = 5

K2

u;l"r]. —u =\ (f(uz+1) ; f(uzl)> , siie {—M + 17..7M}
Ce schéma est inconditionnellement instable.

Dans le cas linéaire (exemple 1), on peut I’écrire pour n € {0,.., M — 1}, i e {—-M +1,.., M} :

n n
ul . —ut
2

ou encore sous forme matricielle : pour n € {0,.., M—1}, U™ = AU"+D avec (U")pr4; = (u}),pour i € {—M +1,.., M},

A

D, = BL D; =0,i€{2,..,2M} et A une matrice carré de taille 2M :
A
1 -5 0 - 0
A
2
A=1o 0
a
2
A
0 0 3 1

On peut montrer le résultat suivant :

Théoréme 15.

Il existe ug € CH(R,R) tel que la solution approchée calculée G l'aide du schéma centré ne converge pas
vers la solution du probléme continue (et cela quel que soit la relation entre h et k).

Nous allons simplement illustrer quelques points qui montre qu’il faut éviter d’utiliser ce schéma.
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— Le schéma centré ne conserve pas la positivité ie (Vi € Z,u? > 0) = (Vi € Z,u}l > 0).
0 lorsque <0
1 lorsque >0
— Le schéma centré n’est pas L>°-stable ie max{|u?|,i € Z} = 1 % max{|u}|,i € Z} < 1.

L’exemple ci-dessus illustre aussi ce point, puisque dans ce cas 1a max{|u}|,i € Z} = 1 + 3 (figure 40).

Par exemple, si uf = { alors uy = —3 (figure 39).

Solution approché par le schéma centré pour l'instant t=k Solution approché par le schéma centré pour linstant t=k*10
T T T T T T T

0.8 1
08

06 —
08 1 04l | g
02

04 J
3 0 A

02

u(x.k)
u(x,k*10)

-06F q
o2 ]
08| b 4
0 i‘20 —1‘5 —1‘0 —;) (; f; 1‘0 15 20 25 7—120 —1‘5 —1‘0 7‘5 6 5‘ 1‘0 1‘5 2‘0 25
X X
F1G. 39 — Positivité pour le schéma centré FiG. 40 — Stablilité L* pour le schéma centré

— Enfin le schéma centré n’est pas L*-stable ie Y, ,(u))> =1 % >, (ul)* < 1.

Par exemple, si u¥ = 0 lorsque ! 70 alors
v 1 lorsque =0
Yien(i)? = (uly)? + (ug)” + (up)?
_ A .
= 1+

2.2 Schéma décentré
Pour le cas linéaire (I’exemple 1), on obtient le schéma suivant : pour n € {0,..,M — 1}
ul ™t = (1= Nl + Ml sii€ {—M +1,.., M}

Ce schéma peut encore s’écrire sous forme matricielle : pour n € {0,.., M —1}, U™ = AU"+D avec (U"); 4 =
(u),pour i € {-M +1,..,.M}, D1 =\, D; =0,i € {2,..,2M} et A une matrice carré de taille 2/ :

1-x 0 - 0

Théoréme 16.
Stabilité L™ :
SiA<letA<wuy<BppalorsVne{0,.,.M—-1},VieZ ona A<ul <B.

Démonstration : Soit n € {0,..,M —1} telque Vi€ Zona A<ul < B.Soiti € Z:

ul ™ = (1= Nl + Ml
>0

u™! est une combinaison linéaire convexe de u?,u? , donc Vi € Z, A < u*' < B.
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Théoréme 17.
Convergence :
Siug est C?(R), A <1,Vn €{0,.., M —1},Vi € Z on pose e = u(w;,t,)

—uy, on obtient

lel| < ChT

Démonstration : On rappelle que la solution exacte est ug(z —t) € C%(R).
Consistance : Soit n € {0,..,.M —1},i € {-n+1,..,n}

w(xi, tng1) — w(@i, ty)

u(wi, tn) — u(@i—1,tn)
Rr —
¢ k * h
nt+l _ on no_ en
On a Vi € Z,e? = 0. L’erreur e? vérifie donc :— - % 15 hel’l = R}
et = (1—N)el + N, +kRP
——
>0
el < sup;lel| + kCh
< (n+1)kCh
< TCh

On obtient par exemple la courbe de convergence en norme 1 suivante (figure 42) si ug (représentée figure
41) est donnée par la formule (10).

0 siz <0
23 si0<z<1
4 2
3 3 3 3 41
up(z) = —|lz—=] +-|z—2| ——= sil<z<2 (10)
) 2 < 2> 4 ( 2 32
(3 —x)3 si2<xz<3
0 siz >3
Donnée initiale C2 Erreur en norme 1 pour linstant T
14 - -3 T T
e
12 // \\\ 32t \\‘ of
/ \ ™
// \ C 34 \\ g
1 / \ L] Y
| \ g 3.6 \\\ 9
08l / | f N pente : -0.9285
g / | § sl e .
) 06 \\ < g
/ \ £ N ]
o4 / \ % \‘\\ ]
/ \ ~
02F / \ § 44t S i
\
0 / 5 . A

. el . . R ] . E . , . . . . L
1 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 46 48 5 52 54 56 58 6 6.2
Log nombre de point en temps

FIG. 41 — ug de classe C? Fic. 42 — In(||u(z;, T) — uM||1) pour ug réguliére

La solution pour 'exemple 1 approchée par le schéma décentré pour t entre 0 et T est donnée par la figure
43. Les croix représentent ’emplacement du saut de la solution exacte pour A = % De plus la courbe de

convergence en erreur en norme 1 (figure 44) montre que I’on obtient une erreur d’ordre h'/? pour \ = % En
effet, le théoréme ci-dessus ne s’applique pas puisque ug n’est pas réguliére.
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solution approchée pour des t de 0 & T avec le choc

\ —— solution approchée
\ +— choc

o
©
T

o
®
T
I

o
3
T

o
@
T

o
=

u(x.t) pour des t fixe
o
o
T

o
©
T

o
N}
T

o
T
 ——

-20 -15 -10 -5 10 15 20 e}
X

F1G. 43 — Solution approchée schéma décentré, A = %

Influence de )\ :
SiA=1,onaut =

i

uj* 1, le schéma est exact.

Quand A < 1, on observe un comportement diffusif. Les figures 45 et 46 illustre ce phénoméne sur

données initiales créneaux et sinus pour A = % .

Solution approchée Solution exacte a linstant T

1 T T T T T r T T
\

09 / \ J

0.8

07 \ B
o8 —— Solution approchée
Solution exacte

051

atfixé

03 1

F1G. 45 — Solution approchée-exacte pour ug créneau

On a également essayé de quantifier la diffusion en fonction du temps pour A =

Erreur en norme 1 pour l'instant T
-0.2 T T T T T T T T

-0.31 \ _
-0.4

5 -
o5l \\ pente : -0.49875 |

-0.71

o8l b ]

Log de l'erreur en norme 1 pour linstant T
/

091 - |

I I . I
52 5.4 56 5.8 6
Log nombre de point en temps

F1c. 44 — In(||u(xi, T) — uM||;) pour le schéma décentré

des

Solution approchée Solution exacte a l'instant T
<7 T T T T T T

08

06} //

—— Solution approchée
Solution exacte .|

o4l //

atfixé
o
T

-04bk

-0.6-

F1aG. 46 — Solution approchée-exacte pour ug(z) = sin(27x)

%. La figure 47 montre

comment le nombre de maille entre le saut exact et le saut approché evolue en fonction de ¢t. On remarque qu’il

augmente avec le temps.

La diffusion en fonction du temps

80 T T T T T

@
3
T

o
g
T

Nombre de maille du saut approché
« IS
8 3
T T

20+

0 L L I I I

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5
t

F1G. 47 — Nombre de

0.6 0.7 0.8 0.8 1

maille entre le saut exact et celui avec la diffusion en fonction de t

Le comportement diffusif de ce schéma peut s’expliquer (quand les solutions sont réguliéres) de la maniére

suivante. Fixons A < 1. Notons Vn € {0,..,M},i € Z

(s, tyg1) — ulzi, tn)

n w4, tn) — u(Tiz1,tn)

Ry (u) = y
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Un développement de Taylor montre que :
Ry (u) = Opu(wi, ty) + Opu(z, ty) + 78ttu(xi,tn) — §8mu(aci,tn) + O(h%)
Remarque 3 : Clest cette égalité qui donne , si u est solution de dyu + d,u = 0, \Rzn(u)| < C(ug)h.

1—-AX ;
Appliquons cette égalité a vy, la solution de Qyvy, + Ozvp, — Thamvh = 0. On obtient R;"(vy) = O(h?).
En effet,

1—A
Ouvn, = —00zvup + Thatﬁxacvh
(L=2)? 5
- a:mvvh - (1 - )\)hawmzvh + Th a:mvwazvh
hA hA
jatt’l)h = jamvh + O(hQ)
; 1—A hA h
R;;n(vh) = 9 hamcvh + 7811'1% - §8mvh + O(hg)
— 0(h?)

Le schéma décentré amont approche donc la solution v;, du probléme (11) & h? prés.

1—A
Oyop + Orvp — Thamvh = 0, t €]0,+o0[,z € R,

(11)
vp(z,0) uo(x),

p-p dans R

Théoréme 18.
Soit vy, la solution du probléeme (11) et A < 1, alors on a Vn € {0,.., M}

sup;|vp (i, tn) — ull| < Ch?

La solution approchée a un comportement proche de celui de vy, (a h? pres).

Démonstration : On pose v{ = ug(z;),i € Z et n € {1,.., M — 1},v" = vj,(z4,t,). On peut donc écrire :

D It R
Tk =R
Or "
ntl _ ,n no_ gn
u; up | ou -t
k h
On pose fI" = v —ul alorson a f =0
A= (U= NS+ M+ KRy (o)
|7 < supg| £ + kCh?
< (n+1)kCh?
< TCh?
sup;[vn (zi,tn) —ufl| < Ch?

Le terme 0,,vp est un terme diffusif. Le fait que le schéma approche v, explique donc son comportement
diffusif.

Mlustrons le théoréme & l'aide des schémas de la premiére partie. Plagons nous dans un cas ou la donnée
initiale ug est 1-périodique et réguliére par exemple ug(z) = sin(27z). On peut approcher la solution exacte
vy, par différentes méthodes.

— Euler implicite en temps et schéma volumes finis (périodiques) centrés en espace :

Si on pose v"(z) = vi(z,t,), alors on obtient v+ comme solution d'une équation diffusion convection
réaction dont le second membre est v™.
1—A

—Thkﬁmv”Jrl + kOyu T 4 ot =
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atfixé

atfixe

Le graphique 48 représente les différentes courbes u, v™ et u”™ = (u');cz & linstant T pour A = 3. Le

théoréme annonce une erreur entre (ul);cz et v, de 'ordre de h2. Observons cette différence numéri-
quement. La figure 49 montre que la différence est d’ordre h. Cela s’explique par le fait que nous avons
choisit un schéma d’ordre 1 en temps (Euler implicite). La différence entre u™ et v™ que nous observons
est uniquement due a la différence entre vy, et v™ qui est d’ordre 1.

Essayons de construire un schéma d’ordre 2.

Erreur en norme 1 pour linstant T

Comparaison des 3 courbes vh, uhetu
T T -34 T T T T T T T T

Approximation de vh
Approximation de u 3
Solution exacte u

pente : 0.96334 A

Log(uh-vh) en norme 1 pour linstant T

52 L L L L L L L L
2 -6.2 6 -5.8

Log(h) ’

Fi1G. 48 — u, v™ et u™ & l'instant T

F1G. 49 — In(||u™ — v"||1) & Vinstant T

Lax Wendroff modifié :
Il est intéressant de voir que ce schéma est exactement le schéma décentré donc v™ = u".

n+1
v;

v

V.

n
K2

n

%

A’ 1= Avl, =208 +oit

2

n n n
v+ AV — A

)\2

>\ n n
- 5(”1‘4—1 —vi )+ (5

2

1-A
2

A
(Vi —vity) + ?(Uznﬂ — 207" + v y) +hk

2 h?

—— N (v — 207 + vl y)

Crank Nicholson en temps et schéma volumes finis (périodiques) centrés en espace :

Si on pose v"(x) = vp,(x,t,), alors on obtient v" ™! comme solution d'une équation diffusion convection

réaction dont le second membre dépendant uniquement de v".

1-A

k k
— = T kB o™ + 589611”“ +o T =" — Eamv” +

4

1-A
Thkﬁmv"

Le graphique 50 représente les différentes courbes u, v™ et w' & instant T pour A = % Le théoréme
annonce une erreur entre (u”);cz et v, de l'ordre de h?. Dans ce cas, la différence entre v, et v™ est
d’ordre 2, donc la différence entre u™ et v™ est aussi d’ordre 2 (figure 51).

-0.2

04

-06

-0.8

Comparaison des 3 courbes vh, uh et u

Approximation de vh
on de u
—— Solution exacte u

Fia.

50 —u, v™ et u™ & l'instant T
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Log(uh-vh) en norme 1 pour l'instant T

-10.5,

Erreur en norme 1 pour linstant T

pente : 1.9754 Fd

6.2 -6 5.8
Log(h)

Fi1c. 51 — In(||u™ — v™||1) & Vinstant T



Dans le cas ou f n’est pas linéaire, on peut généraliser le schéma précédent en tenant compte du signe de

flipourie{-n+1,.,n}

n

fuy)

f(u?-u)

si f (w412,
si fl(u($i+1/27

in+1/2 = {

Pour 'exemple 2 :

tn)) >0
tn)) <0

La solution approchée par le schéma décentré pour ¢ entre 0 et T' est donnée par la figure 52 pour \ = %. Les

croix désignent ’emplacement du saut de la solution exacte. Pour A\ =

entropique figure 53.

solution approchée pour des t de 0 & T avec le pied du choc

debut du choc: 1/sqrt(5)
—— solution approchée
+ pied du choc
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u(x.t) pour des t fixe
u(x.t) pour des t fixe

o
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©
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3

1, on obtient une solution faible non

solution approchée pourdestde 0a T

&
3

F1G. 52 — Solution approchée (ex2) pour ¢ € [0, 7]

Pour 'exemple 3 :

FiG. 53 -

Solution approchée (ex2) pour t =T, A = 3

On obtient des solutions faibles non entropique (figure 54, 55) (dont les expressions sont données en exemple (9)).

solution approchée pour de t=T

=
©

09}

o
®
T

08

=
3
T

0.7

o
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@
T

o
o
T
o
[
T

u(x,t) pour des t fixe
u(xt) pour des t fixe

o
=
T
2
IS
T

o o
N} »
T T
= =
[N} w
T T

o
B

solution approchée pour de t=T

Lo

&
a

Fia. 54 Solution approchée (ex3) pour t =T, \ = % Fia. 55

2.3 Schéma a flux monotone

Dans la suite, on va considérer des schémas a flux monotone ie f]
croissante du premier argument et décroissante du second argument.
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Solution approchée (ex3) pour t =T, \ = %

172 = 9(uf, uiy) ot g est une fonction



Théoréme 19.

Stabilité L> :

Soit un schéma avec flur g monotone, g M-Lipschitz sur [A, B]? avec A <ug < B p.p et si k < ﬁ, alors
A<ul < B,Vie€Z,Nn €N et donc u,y, est bornée dans L= (R x R4 ;R).

Démonstration :

k
with = = (g ult) = g(uiy )
wroum ) — a(ul. un um. ™) — a(ul .. un

_ U?—)\g( 7 1:1)_951 7 Z)(U?+1—U?)—>\g( 70 13—951 1—1 2)('&?_”?,1)

= i + O (uiyy —uf) + D (ui' ) — )

ulr,ul'y ) — glul, ul ulr,ul') —g(ul_,ul
avec Cf' = f/\g( o ltl) gi ) >0et DI = )\g( L 7‘2 gEL 1) > 0 grace au fait que g est un flux

Uigr — Uy = Uy

monotone.

u ™t =ul(1-C —~ DM + Ciugyy + Diug

K2

Une condition suffisante pour que u]'t' soit combinaison linéaire convexe de ul |, u? et uiy est que : CFF <

1.Dr<1.0rCr< %,D? < % et sous la condition CFL : k < ﬁ on abien C' <1 D <1,
DoncsiAguz’-‘SB,WEZonaAgu?HSB,WEZ. u

Théoréme 20.

Convergence :

Soit u € L (R x R4;R) la solution entropique du probléeme (8), ug € L= (R), f € CY(R), un schéma avec
flux g monotone, g M-Lipschitz sur [A, B]? avec A < ug < B p.p.

Soit ur i, la solution approchée pour 7 un maillage de R, si T et k satisfont la CFL : k < ﬁ, alors

p
Ur kg U dans L, Vp < oo

On a considéré 2 exemples :
— On considére le schéma "amont des pétroliers" :

f(a) S —1+2f1(a) <0
gp(a,b) = fila)(L+2£5(b) .

si —142f1(a) >0

Fi(@) + £2(0) fie

La solution pour 'exemple 3 approchée par le schéma "amont des pétroliers" pour ¢ entre 0 et T est

donnée par la figure 56 pour A = %. On regarde L’erreur en norme 1, on a obtenu une erreur d’ordre h°-®
figure 57.

solution approchée pour de t entre 0 et T Erreur en norme 1 pour llinstant T
T T T T
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F1G. 56 — Solution approchée (ex3) pour ¢ € [0, 7] F1c. 57 — In(||u(xi, T) — uM||;) "amont des pétroliers"
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solution approchée pour T

UGt) pour des t fixe

FiG. 58 — Pour ’exemple 3 approché par le schéma "amont des pétroliers" \ = %

On n’obtient pas une solution pour A = % (figure 58) pour ’exemple 3 approché par le schéma "amont
des pétroliers".
— On considére le schéma de Godunov :
B min{f(c),c € [a,b]} sia<b
gc(a.b) = { max{f(c),c € [b,a]} sia>b

La solution pour ’exemple 3 approchée par le schéma de Godunov pour ¢ entre 0 et T est donnée par la
figure 59 pour A\ = %. On regarde I’erreur en norme 1, on a obtenu une erreur d’ordre h%-® figure 60.

solution approchée pour de t entre 0 et T Erreur en norme 1 pour linstant T
. il inlge 0 | | | | | T T .
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F1a. 59 — Solution approchée (ex3) pour ¢ € [0, T F1c. 60 — in(||u(z;, T) —uM||1) pour le schéma de Godunov

28



