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Pour déterminer le champ magnétique créé par un arc d’anneau circu-
laire de faible section traversé par un courant, on utilise généralement la for-
mule de Biot et Savart. Le champ magnétique obtenu s’exprime en fonction
de différentes intégrales elliptiques pour lesquelles il n’existe pas de formule
exacte.

Le but de ce projet est la réalisation d’un programme performant permettant
de calculer une approximation de ces intégrales elliptiques.

*Projet informatique réalisé sous la tutuelle de Monsieur Patrice Boissoles
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1 Motivation : un probleme de physique

1.1 Présentation du probleme

L’étude des champs magnétiques trouve ses applications dans de nom-
breux domaines scientifiques, notamment 'imagerie médicale, la téléphonie
mobile, la radiodiffusion, etc. Dans le domaine de lI'imagerie a résonance
magnétique (IRM) par exemple, I'image obtenue est diie au champ magnétique
créé par une antenne lorsqu’elle est parcourue par une intensité donnée.

L’antenne étudiée est de forme cy-
lindrique : elle se compose de deux
bases circulaires reliées par des fils
qui constituent des génératrices
z de ce cylindre. L’étude du champ
magnétique qu’elle génere passe
par le calcul du champ créé par
une spire circulaire. Hors de son
axe, l'expression obtenue fait in-
tervenir des intégrales dites ellip-
tiques, dont on ne peut calculer
analytiquement la valeur exacte.

Q

Fic. 1 — Antenne

1.2 Champ créé par une portion de spire circulaire

On souhaite calculer le champ créé par une portion [ de spire circulaire.
Pour cela, on la parametre dans le repere d’espace par ses coordonnées cy-
lindriques. Elle se situe a une altitude Z,, est centrée sur 'axe z et a pour
rayon 2. L’angle polaire 0y variera de #; a 6. Cela se traduit en terme de
coordonnées cartésiennes par :

rg = $cosb
Yo = () sin 90
20 = ZO

En choisissant (;, 5’, /;) pour repere cartésien, le déplacement élémentaire en
un point (g, Yo, 20), soit en cylindriques (€2, 6y, zp), de Iarc s’écrit :

— - -
dly = Q(—sin Oyi + cos by7)db



On peut alors calculer le potentiel vecteur puis le Champ créés dans _tout
I’espace par cet arc de spire. Si 7 = i+ yj + 2k et O = Tol + y()] + zok: on
applique la loi de Biot et Savart :

—
:c Jdlo

ou J désigne l'intensité parcourant la spire et g la perméabilité magnétique
du vide.
Puis on écrit :

—

B =r1otA

Finalement, en notant D = \/(z — z0)2 + (y — y0)2 + (2 — 20)2, on obtient :

( B — /92 (Z—ZO)QCOSHOdQO
01

D3

= J - o i 62 (4 _ -~ \Qsind
01

02 _ —
B — / Q[ — rcos(f 90)]d90
0

3
\ 1 D

En utilisant 7= (r, 0, z) dans 'expression de D, on obtient :

D=/(z—2)2+7124+ Q% — 2rQcos(d — b,).

On effectue le changement de variable : 8 — 6y = 2¢p — m. On adopte en outre
les notations suivantes :

R* = (r+Q)?2+ (2 —2)?
o _ B

R2
L’expression de D devient :
D? = (r4+ Q)2+ (z— 2)* —2rQ(1 4 cos(2¢ — 7))
D?* = R*(1-—k*sin®¢)



Apres changement de variable, en notant ¢; = 5

pour ¢ = 1,2, les

coordonnées du champ B deviennent :

( B /¢2 —2Q(z — zp) cos(d — 2¢ + )
’ R3(1 — k2 sin? ¢)3/2

/d’2 —2Q(z — zo) sin(0 — 2¢ + )
é R3(1 — k2 sin? ¢)3/2

B - /d)2 —2Q(r + Q — 2rsin® ¢)
- R3(1 — k2sin® ¢)3/2

do

1

do

1

do

\ 1

Les trois composantes du champ magnétique créé par I’antenne s’expriment
sous forme d’intégrales. Ces intégrales sont appelées intégrales elliptiques.
Elles sont toutes exprimables en fonctions des formes canoniques présentées
ci-apres.

2 Intégrales elliptiques canoniques

2.1 Définitions et notations
2.1.1 Intégrale elliptique du premier type

L’intégrale elliptique du premier type dépend de deux parametres : I'am-
plitude ¢ et un angle .

¢ dé
Fo) = [
0 \/1 — sin® asin? 4

Lorsque ¢ € [0, g], on peut effectuer le changement de variable simple sui-
vant :

t = sinf
dt < cos6df
— V1-—t2dd,

sin ¢ dt
0o V(1 —sin?at?)(l —1t2)

F(¢,a) =

3



On utilise alors plutt le parametre m = sin a, (0 < m < 1), en notant :

sin ¢ dt

o /(1 —me2)(1—1?)

F(p,m) =

2.1.2 Intégrale elliptique du deuxieme type

L’intégrale elliptique du deuxieme type est définie avec les deux mémes
parametres : 'amplitude ¢ et un angle a.

o
E(¢,a) = / V1 —sin® asin?6do
0

On peut effectuer le méme changement de variable simple lorsque 0 < ¢ < 7 :
t = siné
dt cos @ df

<
— V1-—t2de,

on utilise encore le parametre m = sin?a (0 < m < 1). Ce qui donne :

siné 1 —m 12
0

2.1.3 Intégrale elliptique du troisieme type

On peut méme définir une troisieme intégrale elliptique.

¢ de
(¢, a,n) = pour n > 0.
0 (1—mnsin?0)y/1 — sin® asin® 0

On peut effectuer le méme changement de variable simple et obtenir donc :

dt
1—nt?)\/(1—3)(1—mt?)

omn) = [ " (

Mais cette intégrale n’intervient pas dans le calcul du champ magnétique.
On va donc la laisser de coté.



2.1.4 Intégrales elliptiques completes

™
Lorsque 'amplitude vaut 5 on note les intégrales completes :

T
K(a) = F(g,a>
e do
0 \/1—Sin2ozsin29

et FEla) = FE g,a>

= \/1 —sin? asin? 0 dé
0

v N

On utilisera aussi le parametre k& = sina. On notera dans ce cas pour 0 <
k<1:

E() = / V1= k2sin®0d6
0

K - / do
0 1 — k2sin® 0

2.2 Propriétés

2.2.1 Intégrales elliptiques des premier et deuxiéme types

T
Pour tout angle «, on peut se restreindre a 'intervalle [0, 5] pour ¢ grace

aux propriétés immédiates suivantes :
On peut se ramener grace aux propriétés ci-dessous a un calcul avec ¢ €
[—’—;, g], en utilisant les formules :

Vs €Z, F(sm+ ¢,a) =2sK(a)+ F(¢,)
VseZ, E(st+¢,a) =2sE(a) + E(¢,a)
En effet,
sT+¢ de

0 \/1 — sin? asin? 4

Vs €Z, F(sm+¢,a)

_ / 5“ df P do
0 \/1 — sin® asin? 4 s \/1 — sin® asin? 4




Le second terme est en fait F'(¢, o) par le changement de variable : § — 6—sm.

et /OM[ 1o = /Oﬂ[ ]d0+/:ﬂ[ ]d9+~-~+/(::)7r[ 140
2/05[ ]d&]

Donc : F(sm+¢,a) = 2sK(a)+ F(¢,q)
On ade méme : E(st+ ¢,a) = 2sE(a) + E(¢, )

= S

T . P
On se ramene ensuite a ¢ € [O, 5]’ puisque si 'amplitude est négative, on a

alors par le changement de variable : § — —6

- do
F(—9, =
(=6,e) /0 \/1—sin2asin20
= _F(¢7a)
—¢
E(—¢,a) = /o V1 —sin?asin?6do
= _E<¢7 Oé)

¢ do
F9,0) = /0 /1 — sin?(0) sin ¢
¢

~ [ as
0

= ¢

E <¢g) _ /jcos@dé’

= sing



2.2.2 La fonction Zeta de Jacobi

La fonction Zeta de Jacobi permet de relier E(¢, a) et F(¢, ) pour une
amplitude quelconque a 'aide des intégrales completes K (o) et E(a) :

E(e)F(¢,a)

Z(¢’a) = E(qb,Oé)— K(Oé)

Il faut donc introduire des méthodes numériques pour calculer l'intégrale
elliptique de premier type.

3 Meéthodes classiques

3.1 Meéthode des rectangles
On subdivise U'intervalle [0, ¢

[

grace a n + 1 points équidistants. Le pas

de la subdivision est noté : h =

3 |e

Les points de la subdivision sont notés : t; = ih, (0 < i < n).
Sur le i-eme intervalle de la subdivision on approche la fonction a intégrer
par sa valeur en ¢;. On trouve alors :

,0) ~ h
Z\/1—3111 asin®t;

3.2 Méthode des trapezes

On utilise une subdivision et des notations identiques a celles de la méthode
des rectangles.
Sur le i-eme intervalle on approche maintenant la fonction a intégrer par une
droite passant par ses valeurs en t; et ¢;,1. On a la formule :

F(o,a) ~ —Z( ' 1 — )

\/1—8111 asin?t; \/1—sm2asm tioq

F<¢,a>:g( o —— )+ >t

\/1 — sin? asin? ¢ \/1 — sin? asin®t,, n? asin?t;



3.3 Meéthode de Simpson

La fonction est maintenant approchée par une parabole passant par ses

valeurs en t;, TH et t;11. On obtient la formule :
h e 1 4 1
F(¢7 OZ) = = +
6 iz:; \/1 — sin? arsin? ¢; \/1 — gin? arsin? (%) \/1 — sin? arsin® ;44

Ces méthodes sont polynomiales d’ordre 1, 2 et 4 donc nous allons présenter
une méthode plus performante.

4 Meéthode de calcul performante des intégrales
completes

On utilise dans cette partie la notation, pour 0 < k£ < 1 :

E(k) = / V1= k2sin? 0 dd
0

3 de
Kk = | -
0 1—k2sin“ 6

On notera k' = /1 — k2

4.1 Calcul de I'intégrale compléte de premier type K (k)
4.1.1 Forme homogene de l’intégrale elliptique de premier type

On introduit une forme géneralisée de l'intégrale elliptique complete de
premier type définie pour a,b > 0 :

T(a,b) : / : 10
a, = —
T™Jo VaZcos?6 + b2sin” 6

N A—
T Jo cosBva? + b2tan?6




On effectue alors un changement de variable en posant :

t = btant
b
dt < p—r v/ 1+ tan?6do

b £\
1 Z
Y * (b) a0

do
— Vb2 4 t?
cos 6

C’est-a-dire :
do dt

L =

cos Vb2 + 2
On obtient :

2 [t dt
Tab) = 2 /

T Jo \/(a2 +t2) (b + 12)

On pose maintenant :

ab
du <~ (1 + t_2) dt
Comme
2u ab
- - 1=
t t2
1+ 9%y (1 . 3) ,
t2 t
on obtient :
I o duu
1—7

De plus, on remarque que :
) tt — 2abt?* + a®b?
u _—
4¢2
Pt =t — 2abt? + o?b?




Donc :
= 4uPt* + 2abt* + (a* + bH)t?
2 (4u® + (a + b)?)
Ainsi, on obtient :

dt du

<

V(@ +2)(0? + 1) (t — u)y/4u? + (a+ D)2

Mais :

t?—2ut—ab = 0
t = utvu2+ab
t—u = +vVu?+ab

¢ L(ab
ort—u = =|—
2\ 7

> 0

Finalement on arrive & :

2 [ du
T /_oo V@2 + (a+ 0)2) (W2 + ab)

2 du
7T/o \/[u2+(a7+f>)2] (u? + ab)
_ T(%(Wrb)’@)

T(a,b) =

Nous venons de démontrer :
1
T(a’ab) =T <§(CL + b)? \ ab>

Ce qui nous amene a introduire la moyenne arithmético-géométrique.

10



4.1.2 Introduction de la moyenne Arithmético-Géométrique

L’égalité :
1
T(a,b) = T <§(a +b), \/ab)

nous amene a définir les suites (a,)nen €t (b, )nen par :

bn41 est bien définie pour tout n € N car Vn € N, a,, b, > 0.

On veut montrer que ces deux suites sont adjacentes.
Pour cela on s’intéresse d’abord a leur différence :

1
5(%4 +bpo1) — Van—1by_1
Ap—1 — 2\/ an 1bn 1 +bn—1

(v/@n—1 — \/bn—1)?

an_bn =

2
Ce qui nous amene a :
anp—>b, = 0
an = by
Van =2 by

En utilisant (3) et la définition de récurrence de la suite (b,),>0 on a :

but1 an\/_

=

La suite (by,)n>0 est croissante.

11



En utilisant (2) et la définition de récurrence de la suite (a,)n>0 on ob-
tient :

1

Ap+1 = é(an+bn>
1

< o \Un n

2(@ + ay)
= an

La suite (ay,)n>0 est décroissante.

De plus, Vn > 1, a, = by et b, < ag, donc les suites (a,)nen €t (b )nen,
monotones et bornées, convergent. On va montrer qu’elles ont méme limite.
On revient a la différence des deux suites. En utilisant (3) on a :

an — 2v/apb, + b,
2

Ap4+1 — bn+1 =

< Qp — bn
2
< Ap—1 — bn—l
4
ap — b
g 0 0
2n+1
% 0
n—oo

Ce qui prouve qu’elles ont méme limite notée M (a,b).
De plus, la convergence est exponentielle.

Revenons a l'intégrale complete généralisée.

Ona Vn>1, T(an,b,) =T(an-_1,bp—1) = -+ = T(ao, bo).
Les théoremes d’interversion limite/intégrale montrent que :

T(ag, bo) = T(M(ag,bo), M (ap,bo))

12



9 [ dt
T(M(ao,bo),M(a07b0)) = ;/0‘ M2<a0 b0)+t2

) W[ ()|
= i 2"

1
M(a,b)

Revenons maintenant a la forme canonique introduite en 4.1 :

On a donc Va,b >0, T(a,b) =

T(a,b) = z/’é a9
’ T Jo Va2cos?0 + b2sin? 6

3/’5 do
am Jo \/C0829+(§)2Sin2¢9

2/’5 do
TS0 (1 (1) sin?0
En posant k’zg,ona:

LK) = 2Kk

C’est-a-dire :
K - "t
W) = Saram

T
Si on pose ag = 1et by = k/, la suite (—) converge exponentielle-
2a” neN

ment vers K (k).

13



4.1.3 Calcul de K(k)

La limite des suites (an)n>0 €t (bn)n>o est inchangée si on prend pour
termes initiaux a; et by.

M(a,b) = M(%(Hb),\@)

M(1,b) = M(%(H—b),\/l_))

_ l+by, . 2v/b
2 1+b

On va donc s’intéresser a la suite particuliére (n € N) :

0< ko <1
n+1 1+ kn

On va étudier la valeur de M (1, ko).

14k
M(Lky) = ZOM(I,kl)
Lt kol + ke
= R N (1 k)
5 2
1

N—

1+ k&,

- 11 z M (1, ky)
n=1

Comme kg < 1,une étude de suite montre que k, — 1 et ’encadrement de
M(l, ]{]N) :

by < M(Lky) <1
M(l,k’N) e 1

Donc on arrive au résultat :

14



Rem : Cette étude montre que le produit ci-dessus converge.

D’ou :
=~ 2
K((k) =
(k) gl—f—k‘g

bo | 3

ou kn+1 =

4.2 Propriétés intermédiaires

4.2.1 Equations différentielles liant les intégrales completes de
premier et deuxieme type

Les théoremes de dérivabilité sous le signe de 'intégrale montre que :
dE / (V1 — k2sin?0)
dk 0 ok

1 (> —k®sin®0

— do
k Jo V1 — k2sin6
31— k2gip2 3
l/ 1 —k*sin” 0 d@—l 1 40
kJo /1—k2sin%0 k Jo V1 —k2sin%60

On obtient une premiere équation différentielle :

dé

dE 1
— = —|FE(k)-K(k
o 7 [E(R) — K (k)]
De plus, en utilisant le développement en série entiere suivant, valable

pour |z| < 1:

(1+x)* = l—l—ozx+@x2+a(a_lg)!(a_2)x3+---
_ 1+io¢(a—1)(a—2)n~!~-(oz—(n—l))xn

15



On obtient :

Viswentg = 143 20DED CHD ey

— n!
s -1 n—1 o — "
= 1+Z( ) 275 7 3) (—k*sin®0)"
n=1 n
o . (271 B 3)” 2n 2n
1 Z @)l k" sin“" 0

ou (2n —3)N=1x3 x5x - x (2n —3).

On intégre, et on intervertit intégrale et signe somme grace a la conver-
gence uniforme :
3 d 2 5
/ 1— k2sin0df = = — Z n- k2” / sin®" 6d6
0 2 ~= 0

On retrouve les intégrales de Wallis :

[NE]

I, = / sin®" 6d6
0

(2n— D7
2rnl 2

ro | 3

21| 2nn)

-SSR

5 2= 31 (2n — 1)
/ V1= k2sin?0df = 1—2(” S (2n )k2”]
0

[
bo | 3




On prouve, a l'aide de ces développements en série entiere, ’égalité sui-
vante :

dK  B(k) — (1 - k2)K(k)

dk k(1 — k?)
2n — 1)1
En effet, si on note u,, = FT;—‘)} , (n>1), on a alors :
"n!
dK T — T —
2 _ 2n 2n+42
T o0 U o0 [o¢]
t B(k)— (1 —-kKHYK(k) = = |- L Ly e
et B(k) — (1— k) K (k) 2[;%_1 2wk D
Montrer 1’égalité revient a montrer :
211,1 = —2’&1 + 1
Upr12(n+ 1) —up2n = U it n>1
n+1 n 2(']7/ + 1) 1 n+1 n =

1
Or on a bien u; = 1 et la deuxieme égalité est équivalente a :

1 = w,(2n+1
omr1 " un(2n+ 1)

= Up[2n+3)2n+1) +1] = u,(2n+1)?
[ (2n+ D!

2

Upt1 {(Qn +2) +

[ (2n+ 1)1 77 )
_ [en+1n7?
N 2nn

= u,(2n + 1)

On vient de prouver la récurrence de la suite (u,),>o et donc aussi :

dK  E(k) — (1 — k) K(k)
dk k(1 — k?)

17



Eet K sont reliés par les équations différentielles :

dE 1

FT [E(k) — K (k)]
dK  E(k) — (1 - k2)K(k)
dk k(1 —k?)

4.2.2 Propriétés

On introduit ici la notation g pour une fonction qui est déja apparue
précédemment :

g()zlii]z

On démontre quelques propriétés qui serviront dans la suite :

U e
g (k) = 1+ K
2
—1 o
Lo (k) = 1+ K
4k
1 — /A -
g(k) (1+ k)2
= g '(K)
g ' (K) = 1-g*k)

De méme :
g(k') = /1 —g~1(k)?

La propriété établie sur I'intégrale elliptique complete de premier type

ﬂL@=T<£§3¢@

18



nous permet d’écrire :

K) = ok (Ve g?(k))
2
= TRk )
K0 = gk ()
2 1— K
- 1+k;'K(1+k’)
2
K (g(k)) = WK(k)
= (1+k)K(k)
1 2k
Kk) = 377K <1+k>
On différentie la derniere égalité :
— e ) + ) G (o)

1

Kk = 13

K+ 100K (o(h)

(L+R)K(k) + K(k) = g(k)K (9(k))

Or nous avons établi :
kKK (k)
et g(k) (1 - g*(k)) K (g(k))
~ 2VE(1 - k)?
 (14k)3
2k(1—k) 1—k
L+k  VEQ+k)?

——— ——
= g(k)

(1+k)K (k) + K(k)| =

K (g(k)) =

2%(1 — k)
1+k

19

B(k) — k2K (k)
E(g(k)) = (1= g*(k)) K (9(k))

k(1 — k)
17k A%

T K (g(R)

2k(1 — k)K (k) +




En utilisant expression de la dérivée de K (k) :

2 , 2k(1 — k) B (1—k)?
T 7 [B(k) = k2K (k)] + 1+—kK<k) = E(g(k)) - WK(Q(@)
B()+ (k1 - k)~ k) K = B o0 - Uk
k) = S p (g ¢ [EEREATZCZB
= ) + S rw)
En substituant ¢g=!(k) & k, on obtient :
B w) = LW C g (o)
1 2 1+ F
= TRt W o g AW

E(k) = (1+K)E (g7 (k) — KK (k)
4.3 Calcul de l’intégrale complete de deuxieme type
E(k)
Introduisons les formes homogenes de 'intégrale elliptique :

2 do
I(a,b) = /
(@,0) 0o Va2cos20 + b2sin®0

(- )
= 2 7(a,b)

2
J(a,b) = /2 Va2 cos? 0 + b2 sin® 0 df
0

o))

20




On a montré que si on introduit les suites, n > 0avec ag > 0, by = 0

At by

Apty1 = 9
anrl = anbn
a, — by,

Cny1 = 9

alors I(an,b,) = I(ag,by), YneN.
Montrons que

VneN, 2J(apt1,bn1) — J(an, by) = anbpl(an,by)

Cn
Pour cela, on pose k, = —, n > 0, alors
Qnp,

b= TR

2
_ _ %
- 2
a?’l
2 _ 19
_ 1— an bn
— =
n
by
Qnp,

2J(an+1abn+1) = 2an+1E<kn+l)
J(an,by) = a,E(k,)

Or :
an —by 11—k,

an +b, 1+K
D’apres la propriété de E(k), on obtient :

E(ky) = (1 + E)E(kpyr) — kK (ky,)

kn—l—l -

1 2 a,+b, b,

—J(a,,b,) = — J(tpy1, 1) — —K (K,

a (a ) 4y 20mi1 (@nt1,bns1) @ (kn)
——

=1
2J((Zn+1, bn+1) - J(arm bn) = anan(an7 bn)
= anan(G/Oy bO)
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On remarque que :

4a?2’L+1 - 2&3 —2a,b, = (an + bn)2 - 2@3 — 2a,b,

On en déduit donc :

2" T (A, bugr)— a2y I(ao, bo)] — 2" [J(an, by) — ai](ambo)}
= 2" [2J(ant1,bns1) — J(an, by) + (a — 2a2 1)1 (a, bo)]
= 2" [anb I(ag, bo) + (a2 — 2a2_1)1(ao, bg):|
2" 12 I(ag, by)

On somme :
i 2" 12 I (ag,by) = —2J(ay,by)+2a31(ag,by)
_ _J@m%>—mﬁgmm%)+gﬂéﬁﬂjuwxm
_ _ﬂ%w@+u%m@%;%
Jlaosb) = I(ap,bo) | 2 ;L % _ i 2”1@21]
n=1

En posant, ag =1, bg = k'et co =k, on a :
1 + k/2 G 2n—1 2
9 Z Cn
n=1

K(k) — B(k) = Ff+w+iwwﬂmm

E(k) = K(k)

2

Kk)—Ek) K o2
W - E—i_ 2 Cn

n=1

= %i?‘cﬁ
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avec

T
Kk)=———
(k) 2M (1, k')
On a vu au paragraphe 4.1.2, en notant A = ag — by, Vn > 1,
A
Cn < o
2n
2
2" < A—
2n
DECIENED S
n on
n=N-+1 n=N+1
A2
Y

T 1 <
On a ainsi trouver deux suites <—> et | = Z 2’“02 qui approche
Qa” neN 2 neN

K(k) - B(k)

K . On a donc un moyen de calcul rapide

respectivement K (k) et

des intégrales completes.
Nous allons généraliser ce procédé pour le calcul des intégrales completes.

5 Meéthode de calcul performante des intégrales
incompletes
Le principe est de construire deux suites (¢ )nen €t (kn)nen permettant

de relier simplement F'(¢,11,kn11) et F(¢y, ky). On choisit la suite des k,, de
maniere a ce qu’elle tende vers 0 pour pouvoir exploiter la relation F'(¢,0) =

¢ vue en 2.2.1.
Introduisons les suites définies de la maniére suivante :
1 —K
k = L
n+1 1 + k:%

et tan(¢n1 — ¢n) = ki, tan ¢,
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5.1 Relation entre F(¢,.1,kni1) et F(on, ky)
5.1.1 Expression de F(¢,11,kn11)

( N
F ¢n+17kn+1 = /
0 \/1 — k2, sin’0

B /%H do
0 (- Ky
\/1 — m sm2 0
¢n+1
— (14K &
0 V(L+E)2— (1 —K,)2sin?0

On s’intéresse tout d’abord & l'intérieur de la racine carrée :

(1+KE)2—(1—K)?*sin?0 = (1—sin?0)(1+k?2) + 2k (cos® 6 + sin? ) + 2k’ sin? 0
=  (14+k2) cos’0+ 4K sin’0
—— ~—

2
_ (:a'+’b) 2149
a a

On revient donc a 'intégrale :

¢n+1
F(br ko) = (1+K) / \/

¢n+1 9
0 V/(a + ) cos® 6 4 4absin® 0

/%H do
0 a+b\?
2

) cos? 6 + absin® 0

dé

b
0032 0 + 4 sin’ @

= (14+k)a

= (14K

|

Fnt do
0 Va2 cos® 0 + b3 sin® 0

On fait le changement de variable :

— (1+K)

o

ai

’u, _—
tan 6
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F(d)n—&-lakn-kl) = (1 + k%)

|

/+oo du
D @+t )

tan QSTH-l

5.1.2 Expression de F(¢,,k,)

én do
POkl = f A genta

0 /1—(1—k,)2sin*0

B /% do
0 b?

cos? 0 + — sin’ @
a
bn d6
0o Va2cos2h + b2sin’ 6

On fait le changement de variable :

= a

t=>btanf

btan ¢n dt
F(pn, ky) = a/o V(a2 +12) (0% + t2)

On fait le changement de variable :

2 t

1 bt a
F(pn, kn) = g/§< e tan¢n) du
, 2o a+b\°
(( 2 ) +u2> (u2+ab)
_a 1+°° du
Y A
2 (tawn btaw") J ((“;b)2+u2) (u® + ab)



5.1.3 Egalité
Or

tan(¢n+1 - ¢n) = k:z tan ¢n
(1+ k') tan é,

t n =
all fn+1 1 — k! tan? ¢,
_ (a+b)tang,
 a—btan?¢,
1 _a—btan®*¢,
tangnp  (a+0b)tang,
b
b % btane,
tan ¢, 11 tan ¢,
Ce qui démontre ’égalité :
too dé too du
ai

= 1 a
tan ¢, 11 Vi )b+ ) 2 (taﬂ O btan (b”) J <<a ; b>2 + U2> (u” + ab)
2

F(¢ni1, kny1) (1+/l€')a/+oo i
n+1y vn+1 - = a
"9 1 2 2) (12 2
tan dn s \/(al—l—u ) (b7 + u?)

too du

F(n k) = 9/1( .

2= —btangbn) 2
tan ¢, J ((“;b) +u2) (u? + ab)

2
Donc F(¢n+17 kn-i—l) = (1 + k;)F(an, kn)

5.2 Transformation de Landen descendante et retour
aux notations initiales

On définit les suites (a,)nen €t (¢n)nen par les relations suivantes :

o) = «o
On41 < (7%
(1 +sina,4)(l+cosay,) = 2
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Po
¢n+1
tan((anrl - ¢n>

¢
Pn

cos v, tan ¢,

WVl

On vérifie, en posant k!, = cos a,,, la relation de récurrence k, 1 =

On a alors d’apres la partie précédente :

F(p,a) = (1+cosa)  F(¢r,a;)
= %(1+sina1)F(¢1,a1)
= 27 "H (1 + sin ) F(¢s, avs)
s=1

= CIDH 1 + sin ay)

s=1

1
on ¢ = lim 2—nF(¢n,an)
= limﬁ
n—oo 21
et
Ko) = sn][(+sina.
o) = =7 sin «v
2 s=1 )
o ad 2
N 25: 1 4+ cos ag
Donc

F(¢,a) = %K(&)CI).

Ceci nous donne donc un moyen de calcul de I'intégrale elliptique de premier
type.
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5.3 Algorithme de la moyenne arithmético-géométrique

On va construire les suites définies par la moyenne arithmético-géométrique
(an>n207 (bn)n>0 et (Cn)nBO avec :

ag = 1
by = cosa
cp = sina
1
ap41 = §(an + bn)
bn-l—l = a'nbn
1
Cny1 = 5((1” - bn)

Grace a la transformation de Landen, on va calculer les intégrales elliptiques
en construisant la suite (¢,,),>o définie par :

b0 = ¢
tan(ni1 — ¢n) = b—ntan G s Gn+1 Z On

n

A partir d’'un certain rang, N assez grand, ay et by sont tres proches
donc ¢y est presque nul.

Ce qui nous permet d’approcher :

K(a) ~ %
E(a) ~ K(a) <1—%(03—1—20%—1-2203—1----4-2]\70?\,))
_ ow
F(o.0) = 50
Z(p,a) =~ c1singy + cosingg + -+ - + ey sin oy
FE
Bga) = 2(6,0)+ 2D p(g,a)

K ()

Les méthodes classiques : la méthode des rectangles, la méthode des
trapezes et la méthode de Simpson sont respectivement d’ordre 1, 2 et 4,
alors que la méthode de la moyenne arithmético-géométrique converge expo-
nentiellement.
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6 Applications

6.1 Calcul du champ magnétique
6.1.1 Notations

Les notations utilisées par la suite sont les suivantes :

— () désigne le rayon des anneaux
terminaux
— L est la longueur des branches
z de I'antenne

L Les axes sont choisis de fagon a ce
Y que le centre de I'antenne ait pour
coordonnées (z,y, z) = (0,0,0) et
que ’anneau terminal du haut ait

une cote positive.

Q

F1c. 2 — Notations

On oriente le repere de facon a ce qu’il y ait deux branches sur I’axe des x.
La premiere branche est celle située sur le demi-axe > 0. On note 6; I'angle
entre I’axe des x et la j-ieme branche de I'antenne. Compte tenu du choix
de la premiere branche, #; = 0 et, les autres branches étant équiréparties,
I'angle 6; est donné par :

| 2 (j— 1)
V1<j<N,0j=——
Le vecteur (Iy,...,Iy) des courants dans ’anneau terminal du haut est :

V1 <]<N, ]j :I()exp(ié’j)

M(r,0, z) est la position du point ou l'on calcule le champ.

L
La position initiale est M (Q, 0, 5)
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6.1.2 Apparition des intégrales elliptiques

On revient aux coordonnées du champ B déterminées dans la premiere
partie :

( B _ /d’2 _ZQ(Z_ZO)COS(9_2¢+W)d¢
i ) R3(1 — kZsin? ¢)3/2
5 /¢2 —2Q(z — zp) sin(0 — 2¢ + 7T)dgz5
Y ) R3(1 — k2sin? ¢)3/2
B /‘Z52 —29(T+Q—2’I“Sin2¢)d¢
[ . R3(1 — k2sin? ¢)3/2

On va commencer par exprimer B, en fonction des intégrales elliptiques
canoniques :

20z —z) [ cos(2¢ —0)
Be = T/@ (1 k2sin? g2

20z —z) [ [* sin(2¢)sind %2 cos(2¢) cos f
b= =5 e+, (1—k2sin2¢>3/2d4

20z —2) | %2 92sin ¢ cos %2 1—2sin%¢
B, = — s1n¢9/1 (1—kzsin2¢)3/2d¢ + cost9/1 (1—k2sin2q§)3/2d¢

N N J/

:A(k\;i’h@) :B(/;:m,@)

Des manipulations similaires sur B, donnent :

~29(z — 20) %2 2gin ¢ cos ¢ ) %2 1—2sin%¢
B = TR [_ COSG/I A= rsmZeprt® + Sme/l 1= R sm o)
= Alk61,62) = B(k:61.6)

D’ou la nécessité de calculer A et B :

b2 2 si

Ak, b1, ¢2) = / (1—k28;?nf¢)3/2d(sm¢)
2 1 "

Ak, ¢1,¢2) = E[ML
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B ne peut pas étre calculée de maniere exacte. Son expression va faire inter-
venir des intégrales elliptiques. Ici on notera :

$2
E<k>¢17¢2) = / (1 - k2 Sil’12 ¢>1/2d¢

1

¢2
et F<k7 ¢17 ¢2) = / (1 - k2 Sin2 (b)il/Qd(b

1
On peut naturellement exprimer simplement ces deux intégrales en fonction
des formes canoniques définies précédemment :

E(k7¢17¢2> = E(¢27k2)_E(¢1ak2) et F(k7¢17¢2) = F(¢27k2)_F(¢17k2)
Calcul de B :

Blk.onon) = [ ¢ :

1 —2sin’¢ 5
1 — k2 sin? ¢)3/2

1 (%2 k2 —2k%sin%¢
B(k,¢1,¢2) = 13 ; (1_k281n2¢>3/2d¢

1 /4’2 (2 — 2k2sin® ¢) + (k% — 2)

B(k, ¢1, ¢2) 72 g’ (1 — k2sin? ¢)3/2

d¢

1 @2 d(b ¢2 d¢
B(k,¢1a¢2) = ﬁ |:2 /1 (1 — k2sin? ¢)1/2 + (k2 B 2) /¢1 (1 — k2 sin? ¢)3/2

— F(kop1.62) — Clkor o)

N N

On va voir que E apparait quant a lui dans le calcul de C'. En effet, pour
exprimer C', commencons par effectuer la dérivée suivante :

% [kZ sin ¢ cos (1 — k? sin® ¢)’1/2}
= k*(cos® ¢ —sin? ¢)(1 — k?sin? ¢) /% 4 k2 sin ¢ cos ¢ [kZ sin ¢ cos (1 — k? sin® ¢)’3/2}
k%(1 — 2sin? ¢) k*sin® ¢ cos® ¢
(1 —k2sin®¢)1/2 (1 — k2sin® ¢)3/2
k2 [(1 = 2sin?¢)(1 — k?sin® ¢) + k* sin® ¢ cos? ¢
(1 — k2sin® ¢)3/2
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Et :

k> [(1- 2sin’p)(1 — k?sin® ¢) + k? sin” ¢ cos® ¢
= k*[(1 —2sin®¢) — k?sin® ¢(1 — 2sin” ¢) + k*sin® ¢(1 — sin® ¢)]
= k*[(1 —2sin®¢) + k*sin’ ¢]
= 1- 2k281n2¢—|—k‘4sin4¢+k:2 —1
= (1—Kk*sin? @) + k> — 1

Donc :

(1—k%*sin )2 + k% -1
(1 — k2sin? ¢)3/2

d% [K*sin g cos ¢(1 — k?sin ¢)~1/?] =

Soit :
d
" [*singcos p(1 — k*sin ) /2] = (1 — k?sin® ¢)V/2 + (k% — 1)(1 — k?sin? ¢)~3/2
Ceci nous amene donc a :

do k*  singcos¢de 1 Y oo
- - 1—k 24
R0 2~ P —1(—ksdg) 1 K s @) 7o

En intégrant les deux membres de ¢; a ¢9, on a 'expression de C :

¢2 de k2 { sin ¢ cos ¢ dgb rz 1 /¢2 2 9 1/
- - — - (1—k”sin® ¢)'/*dg
/1 (I —Ak2sin®¢)1/2 k2 —1 | (1 —K2sin*@)=3/2], k> —1J4

2 { sin ¢ cos ¢ d¢ F’Q 1

—1[(1—k? gin? P)1/2 N E(k, ¢1, ¢2)

Soit : C(k7¢17 ¢2> = kQ k2 —1

é1
Donc B, et B, peuvent s’exprimer en fonction de F et F' qui sont les modeles
d’intégrales elliptiques respectivement des premier et deuxieme types. Il en
est de méme pour B, :

B - /¢2 —2Q(r +Q — 2r sin? o)
- R3(1 — k2sin® ¢)3/2

d¢

1

L[ [ —20? %2 _2rQ)(1 — 2sin’ ¢)
B, = — d d
R U Aot / R — ks g2
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B. = ~20°C(k,61,02) ~ et Bk, 61,62)

B, = —2Q°C(k, ¢y, $3) — 22—222 [(k’2 —2)C(k, @1, ¢2) + 2F (k, ¢1, ¢2)]
_ 2 2y _

B — 2[k*(rQ2 + Q%) — 2rQ] C(k7¢17¢2>_ﬂF(k’¢17¢2)

R3 k2 R3k2

Finalement, on obtient un champ magnétique dont les coordonnées peuvent
s’exprimer en fonction des intégrales elliptiques de premiere et deuxieme
especes :

( 20(z — z) [ . cos 6
B, = % sinf A(k, g1, ¢2) 12
2Q0(z — z9) [ sin 0
By — % — COSQA(k, (bla (ﬁQ) + L2 [QF(ka (bla ¢2) +
=2 [K*(rQ2 + Q2) — 2r Q)] 4rQ
| B. = R3k2 Clk, 1, ¢2) — WF<I€’¢1’¢2)

6.1.3 Calculs

Le champ magnétique créé par le j-ieme arc de cercle de I’anneau terminal
du haut est donc :

¢ - wol; .
B (z) = _47T] B,
Y pol; .
B(Jm(y) = 4_7:31]/
Y polj

L B (2) = _47r] B

olt BJ, BJ, et BJ désigne les composantes du champ, exprimées précédemment,
calculées avec @1 = 0; et ¢ = 0;1.
Le champ magnétique créé par le j-ieme arc de cercle de 'anneau terminal
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du bas est obtenu en remplacant I; par —I; et 3 par _T, soit :

( . _MOI' .
By(x) = ?JBQ

) — I .
Bib(?/) = ﬁBfJ

j —pol;

\ Bg,b(z) = 47_‘_ ]Bg

Le champ magnétique créé par la j-ieme branche est donné par la formule
suivante :

( . . . .
. pol; . it . /T (—rsinf + Qsin b;) exp(ib;) Byx
Bi(z) = Ko —— ~
() zexp( N) S (N> (rcos@ —cosb;)? + (rsinf — Qsinb;)?

BZ (y) = MO—Ij 2i exp (—Z—W) sin (1) ( (rcos@ + Qcos b)) exp(if;) Byy

' 47 N/ (rcosf —Qcos;)?+ (rsinf — Qsinb;)?
| By(2) = 0

_ L

Bbx = : 2
\/(TCOSG—QCOSHj)2+(rsinQ—QsinGj)2+(z—%)Z

) otk
\/(7‘0059—QcJOS(9j)2—|—(7’sir19—Qs.in¢9j)2—i—(z—i—%)2

L_L

Bby = 2
\/(TCOS@—QCOSHj)Q—I—(TSinQ—QSinej)z—f—(Z—%)Q

z—|—§

\/(TCOSH—QCOSGj)Z + (rsinf — Qsinb;)? + (z—|— %)2

Le champ magnétique total créé par I'antenne cage d’oiseau est donc
donné par la formule suivante :

— = 4

% N
B(z,y,2) = ZBth+Bib+Bi
j=1
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6.2 Calcul de la période d’oscillation d’un pendule

Les intégrales elliptiques ont d’autres applications. Considérons par exemple
un probleme physique tres simple : celui du pendule oscillant. Si I'on ne sup-
pose pas que les oscillations restent au voisinage de la position d’équilibre
(approximation dite des “petits angles”), le calcul de la période d’oscillation
conduit a une intégrale elliptique.

Soit un pendule constitué d’une masse ponctuelle m fixée a I'extrémité
d’une tige rigide de masse nulle et de longueur R. L’accélération de pesanteur
est notée ¢. Initialement, la tige forme avec la position d’équilibre un angle
a et le pendule est laché sans vitesse initiale.

On travaille dans le repere de Frénet (ur, uy) et on repere la position du
pendule par I'angle ¢ qu’il forme avec la position d’équilibre.

La vitesse de la masse ponctuelle est tangentielle :

o — d¢ — —
Uv=vpr =R—ur =vur
dt
Son accélération s’éerit donc :
L dv dv_, duy
d=—=—u v—
dt — dt © dt
=anun

D’ou I'accélération tangentielle qui sera la seule utile ici :

_,_d(,de)
aT—E<RE) ur

Le pendule est soumis a ’action de la pesanteur : P= mg, ou g est le vecteur
de T'accélération de pesanteur, de norme ¢g. La composante tangentielle du
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poids est :
P.ut = mgsin ¢

En outre, il subit également la tension de la tige, dont la composante ortho-
radiale est nulle. Finalement, la projection sur la direction uy de la relation
fondamentale de la dynamique s’écrit :

mapr = mgsine
d2
de_tf = mgsin¢
D’ou I’équation différentielle :
¢ g
w R sing =0
N~

=W

onN

En multipliant les deux membres par T puis en intégrant par rapport au

temps, on obtient :

— Wh S1N
az ) a oty

1 (do)?
§<d—(f) —wicosg = k

<dQ_¢)d_¢ 2'd_¢:0

Si I'angle maximal d’oscillation du pendule du pendule est «, alors en ¢ = «,

on a — = 0, ce qui conduit a k = —w? cosa. D’oll, en considérant la racine

positive de la vitesse :

% = woy/2(cos ¢ — cosa)
do

soit : = wodt

V/2(cos ¢ — cos )

Le temps nécessaire pour que ¢ passe de 0 a « est le quart de la période
totale. Dot :

o[
0q — 0 V/COS@® — cosa
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On utilise cos ¢ = 1 — 25sin? (%) et cosa = 1 — 2sin? (%) En posant p =

n(3)
sin|—),ona:
2

R [® dé
”\E/o S s (3)

On effectue le changement de variable : sin (%) = psinf. Alors quand ¢ =

T
a, # = —. En outre :

2
o\ d
005(2 5 < pcos(6)do
p—— 1 2
4 o 2pv1 Sln9d9
1 — sin? (%)
24/p? — sin? (£
dop Q)M
1 — p2sin?4

Alors on trouve I'expression de T :

w/2
S
9 Jo /1—p%sin?é

Elle fait effectivement intervenir une intégrale elliptique de premiere espece :

R T
T=4,/—F(=,p?
\/g (2,29)

Nos programmes de calcul de cette intégrale permettent de donner une valeur

numérique approchée du résultat avec un angle initial de % et R=0,5m:
— la méthode des rectangles pour une subdivision en 10 sous-intervalles
donne T~ 1,4699 s ;
— avec la méme subdivision, la méthode des trapezes donne T ~ 1,4752 s ;
— laméthode arithmético-géométrique donne le méme résultat en 4 itérations
de la boucle seulement.
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