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Nous avons réalisé notre stage au CMI, Centre de Mathématiques et d’Informatique situé sur le
technopodle de Chateau Gombert a Marseille.
Le CMI comprend 3 laboratoires :
— Laboratoire d’Analyse, Topologie et Probabilités.
— Laboratoire d’Informatique Fondamentale de Marseille.
— Laboratoire de Sciences de I'Information et des Systemes.
et une école doctorale en mathématiques et informatique.

Le laboratoire d’Analyse, Topologie et Probabilités est composé de 4 équipes de recherche :
— Mathématiques Fondamentales.
— Analyse Appliquée.
— Théorie des Nombres.
— Probabilités et Statistiques.
Nous avons travaillé au sein de I’équipe d’Analyse Appliquée sous la direction de Florence Hubert.

Notre stage s’est déroulé sur 2 périodes. Pendant la premiere période, d’'une durée de 6 semaines,
nous avons étudié des modeles d’écoulement de fluide dans des milieux poreux fissurés. Nous avons
travaillé principalement sur 'implémentation en C et en Matlab des méthodes de résolution des équations
liées & ces modeles.

La seconde période, d’une durée de 2 semaines, nous a permis d’interpréter nos résultats et de commencer
a rédiger ce rapport.

Ce stage a été pour nous une expérience tres profitable. Nous avons non seulement effectué un travail
intéressant dans des conditions agréables mais nous avons également pu nous faire une idée précise du
métier de chercheur en mathématiques.
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1 Position du probleme

1.1 Description, motivation et notations

On s’intéresse a ’écoulement d’un fluide en régime permanent dans un milieu poreux fissuré. On se
place en dimension 2. Nous considérons le cas d’une fissure droite “totale” qui partage le domaine en deux
composantes distinctes.

Le milieu est caractérisé par sa perméabilité k et le fluide par sa viscosité p; k et p sont des données
du probleme.

Les grandeurs qui caractérisent I’écoulement du fluide sont sa pression p et sa vitesse u en chaque
point du milieu. Ce seront donc les inconnues du probleme.

La connaissance quantitative de ’écoulement d’un fluide en milieu poreux trouve de nombreuses ap-
plications notamment en géologie (gestion des nappes phréatiques, écoulement souterrain), en ingénierie
pétroliere et peut aider a la compréhension des phénomenes géophysiques comme le volcanisme, la
tectonique des plaques. La modélisation et les simulations mathématiques sont fondamentales pour la
compréhension et la gestion de ces phénomenes du monde souterrain. De plus, les études de propagation
de polluants (stockage des déchets nucléaires, propagation dans les nappes phréatiques) nécessitent une
étude préalable de I’écoulement des fluides qui les transportent.

Pour fixer les idées, notre milieu est représenté par le domaine Q = [0, 2] x[0, 1]. Sa frontiere 02 est aussi
noté I', avec la convention I' = T UT'y ou I'p NIy = (0. La frontiere I' p représente la partie de la frontiere
sur laquelle on connait la pression (condition de Dirichlet) et T’y représente la partie de la frontiére sur
laquelle on connait la composante normale de la vitesse (condition de Neumann, u. 7 = —K, %). La
fissure considérée est verticale. Les grandeurs relatives & la fissure seront indicées d’un “f”.

Le domaine € est découpé en trois parties notées §21,$22,Q, voir figure 1. La frontiere commune & €2y
(resp Qo) et Qf est notée v; = Q1 (\Qf (resp 72), la normale extérieure a €y (resp ) sur v; (resp 72)

est notée n; (resp n3). On note par convention 7 = n] = —ns.
Vi
7
Iy Qy 2 Iy
Qy
0 —
pe
d N

- 7 —>
n =mn;y = —nNoy

Fi1c. 1 — Domaine 2

1.2 Modele “complet”, les équations de I’écoulement

On suppose que I'écoulement du fluide, aussi bien dans le milieu que dans la fissure, est régi par la loi
de Darcy (modele adapté aux milieux poreux et aux écoulements lents).

1.2.1 Equation de conservation de la masse

divii = ¢ dans €2 I

N

ol
— . .

— u est la vitesse du fluide,

— ¢ est une fonction puits/source liée a la masse de fluide prélevée/injectée.

Cette équation est valable en régime permanent. Elle traduit le fait que la masse de fluide prélevée
ou injectée dans chaque volume élémentaire doit étre égale aux flux massiques traversant la surface de ce
volume.



1.2.2 Equation de Darcy

U = —Kgradp dans )

ol
— W est la vitesse du fluide,
p est la pression du fluide,
K est la conductivité hydraulique ou ceefficient de perméabilité. Il prend en compte (dans certaines
mesures) l'interaction entre le fluide et la roche.

L’équation de Darcy relie la vitesse du fluide & son gradient de pression. Elle a été énoncée par Darcy
en 1856, suite a des mesures effectuées sur I’écoulement de ’eau dans une colonne de sable, sous la forme :

Q kAP

S uAz
— @ représente le débit d’écoulement du fluide a travers la section .5,
AP

Az
k est la perméabilité intrinseque de la roche (mesurée en Darcy ou m?).
— p est la viscosité (dynamique) du fluide.

représente le gradient de pression,

Le ceefficient de perméabilité K s’exprime donc comme le rapport de la perméabilité intrinseque k et
de la viscosité du fluide p.

K="

I

Dans un milieu isotrope, la conductivité hydraulique est un scalaire, mais dans un milieu anisotrope, elle
est un tenseur symétrique. On se limitera ici a des tenseurs diagonaux.

1.2.3 Conditions aux limites

La pression p est imposée sur I'p. On parle de condition aux limites de type Dirichlet.

P = Pp sur I'p

Ce type de condition se rencontre, par exemple, lorsque une nappe phréatique est en contact avec une
riviere.

La composante normale de la vitesse est donnée sur la frontiere I'y. On parle de condition aux limites
de type Neumann.

— —
uw.n = UN sur I'y

Cette condition peut correspondre a un prélevement ou une injection a travers la frontiere. Une condition
de Neumann homogene (uy = 0) simule par exemple un contact avec une frontiere imperméable.

1.2.4 Modele “Complet”

On aura donc a résoudre le systeme d’équations suivant :

divi = ¢ dans Q  (loi de conservation de masse)
— — .
uw = —Kgradp dansQ (loi de Darcy) (1)
p = pPp sur 'p  (condition de Dirichlet)
wn = uy sur 'y (condition de Neumann)



Les inconnues sont la vitesse W et la pression p du fluide. On ne considérera que des tenseurs de
perméabilité diagonaux, de la forme
K 0
K= g
(7 &)

avec K. et K, les perméabilités du milieu dans les directions tangentielle et normale & la fissure.

Remarque :
Le fait de considérer que le tenseur K est de cette forme, implique que I'on choisit de travailler dans la
base (7', ) qui ne coincide pas, en général, avec la base usuelle (7, 7).

1.3 Influence de quelques parametres

Pour montrer 'influence de la perméabilité dans la direction normale K,,, on s’intéresse au probleme
suivant :

0 —
—K grad p

1 si =0
0 si x=b+d+c
0 siy=0o0ua

avec
K = (1) (1)) dans Q7 et Q9
- Ky 0
= 0 Kfn> dans Qf

Neumann homogene

b d c

Neumann homogene

F1G. 2 — Conditions limites

Proposition 1.1

La solution du probléme (2) est affine par morceauz.

ajr+ B, six €y
p(x,y) =4 arx+ B, six €y
aox + Bo, six €

Démonstration :

11 suffit de voir que p, défini ainsi, est une solution du probléme (2). L’unicité (démontrer par la suite) des
solutions de (2) nous dit que c’est la seule.

La dérivée de p par rapport a y est nulle, car p ne dépend pas de y.



De plus, soit ¢ € C°

<axp7§0> = _<p7:v§0>

/ / (a1 + £1)0s ¢ da dy

b+d
—/ / (afx + Bf)0y ¢ da dy

b+d+('
/ / (o + 2)0, ¢ dz dy

b
= 7/ [(a1x+51)<p]87/ arpdrdy | — ..
0 T 0

al/ gpdx—i—ozf/ gpdx—l—ag/ p dx
Q Qs Q0

On obtient donc le gradient de la pression p constant par morceaux.

KVp = < arlg, + Osz{)lef + aslq, > -

On calcule maintenant la divergence de wu.
Comme uy = 0, alors 9y us =0, et donc div u = 9, uy. Or

<8zu1790> = _<’U/17;E§0>

= —al/ / 0 ¢ dz dy
b+d
—afon/ / 0y v dx dy
b+d+c
_042/ / 0y ¢ dz dy
*Oél/ (b7 y) d
0

—afon/O e(b+d,y) dy"'O‘fon/O w(b,y) dy

<8T U17S0>

+a2/ o(b+d,y) dy
0

a
= (ayKp, — al)/ o(b,y) dy + (—ay Kyn +a2)/ (b+d,y) dy
0 0

On en déduit que

<divu,p> = (ayKp, — al)/ (b, y) dy + (—as Ky + az)/ e(b+d,y) dy.
0 0

Or on veut divu =0, ainsionaV p € C° :

(Oéfon—On)/ ©(b,y) dy+(—afon+oz2)/ eb+d,y)dy = 0.
0 0

On prend ¢ € C2°(]0,a[x]0,b]), on a alors
a1 = Othfn

puis ¢ € C°(]0,a[x[b+ d, c[), on a alors
Qo — Oéfon

Ce qui nous donne la relation :
oy =ax =oarKpy,



Et réciproquement, cette relation implique div v = 0.
De plus, il faut que p satisfasse les conditions limites : p(0) = 1 et p(b + ¢+ d) = 0, par conséquent :

B
az(b+c+d)+ B

[
o

La continuité de la pression donne deux autres équations :

arb+ 061 = aberﬂf
ag(b-f—d)-l-ﬁz = af(b+d)+ﬁf

On remplace 31 par sa valeur dans la premiere équation.
arb+1=asb+ 3y
De méme, pour (5 dans la deuxieme équation.
—age =ay(b+d) + B
On remplace o par sa valeur et on soustrait les deux équations, on trouve ainsi a; :

-1

= K¢p(b+c)+d

On en déduit Ff, a1 et o :

B 1-Kyp

_ —Kin
- Kpp(b+e)+d

ﬂf +1

a1 = (X9

_ Kpp(b+d+c)

ﬁZ_Kfn(b—I—cH—d

Influence de Kin

FiG. 3 — Influence de Ky,

La figure 3 représente la solution du probléme (2) (pour y fixé) en fonction de z pour différentes valeurs
de Kfn.
— Lorsque Ky, tend vers 0, la pression décroit plus vite dans la fissure que dans le milieu. Il y a un
saut de pression a travers la fissure. La fissure est imperméable.

— Lorsque Ky, = 1, la fissure est invisible. Le fluide s’écoule comme s’il n’y avait pas de fissure.

— Lorsque K, tend vers I'infini, la pression décroit moins vite dans la fissure. Il y a un palier dans la
fissure. Il n’y a plus de saut de pression. La fissure est perméable.



2 Approximation du modele complet par des éléments finis mixtes

Nous exposons dans cette section une méthode de type éléments finis mixtes ([4]) pour approcher la
solution du systéme d’équations du probléeme (1).

2.1 Formulation variationnelle mixte

Nous cherchons une formulation variationnelle du probleme (1). Elle est obtenue en multipliant chacune
des équations par des “fonctions-tests”, a valeurs vectorielles pour la premiere équation ( “conservation
de la masse”) et & valeurs scalaires pour la seconde ( “loi de Darcy”), puis en intégrant sur le domaine {2.
Ces “fonctions-tests” v et r sont des éléments génériques d’espaces fonctionnels V et M qui seront définis
ultérieurement. On obtient :

B
/K_luvdx = —/gradpvdx , VoeV
Q Q
/divurdx = /qrdx , VreM.
Q Q

La premiere équation devient, d’apres la formule de Green :

/Kﬁluvdx:f/ pv.nd:z:+/pdivvdx
Q o0 Q

ou encore, en distinguant I'p (frontiere sur laquelle p vaut pp avec pp € L?(I'p)) de Ty,

/Kﬁluvdx:—/ pv.ndx—/ pDv.ndx—i—/pdivvdw.
Q I'n I'p Q

Cependant, aucune condition n’est & imposer sur la valeur de p sur I'y, nous supposons donc que
v.n =0 sur I'y.
On obtient la formulation variationnelle mixte suivante :

Trouverucd et peP tels que
/Kﬁluvdxf/pdivvdx = 7/ ppvndr ,VYveV
Q Q I'p

—/divurdx = —/qrdx , VreM

Q Q

Il reste maintenant & choisir les espaces U, P, V et M. Tout d’abord, les intégrales écrites ci-dessus
doivent avoir un sens; un choix classique consiste a prendre, pour I/ et )V, des sous-espaces de

H(div,Q) = {v € (L*(2))?| div v € L*(Q)}

et, pour P et M des sous-espaces de L?(£2). De plus, ces espaces doivent permettre d’imposer les conditions
sur la frontiere de Neumann et de vérifier les hypotheses faites en cours de calcul (ici, v.n = 0 sur I'y). La
condition de Dirichlet est prise en compte par la formulation variationnelle, par contre celle de Neumann
reste & imposer dans le choix des espaces fonctionnels.

On choisit donc avec uy € L?(T'y) :

U = Hyyn(Q) = {veH(div,Q),v.n =un sur Iy}
V = Hyn(Q) = {veH(div,Q),v.n=0sur 'y}
La formulation variationnelle est donc la suivante :
Trouver u € H,y n(Q) et pe L?(Q) tels que
/Kﬁluvdx—/pdivvdx = —/ pp v.ndr , Ve Hyn(Q),
Q Q I'p

—/divurdx
Q

—/qrdx , VreL?(Q).
Q

Ce qui s’écrit encore :



Trouver u € H,, v(Q) et pe L?(Q) tels que
a(u,v) +B(v,p) = La(v) , Vv € Hon(Q) (3)
B(u, ) Ly(r) , VreL?Q)

ou l'on a posé :

a(u,v) = /K_luvdx
Q

O(u,r) = —/divurdaﬁ
Q

La(v) = —/ pp v.n dz
I'p

L,r) = —/quda:

On se ramene, par un changement d’inconnue, a des conditions aux bords de Neumann homogene sur I' .
Il existe une fonction ug de H(div,Q) telle que ug|ry = un avec uy € L2(T'n), ie ug € Hypy n() et on
fait le changement d’inconnue : U = u — ug. On cherche alors a résoudre le probléeme :

Trouver U € Ho n(Q2) et pe L?*(Q) tels que

OK(U, 1)) + B(Uap) = Ld,O(U) ) Vv € HO,N(Q)
BWU,r) = Lgo(r) , VrelL?Q)
ou l'on a posé :
Lao(w) = La(v) = a(uo,v)
Lgo(r) = Lq(r) — Bluo,r)

Ce changement d’inconnue modifie les formes linéaires du second membre mais le probleme mixte est
plus facile a étudier car 'inconnue et les “fonctions-tests” sont des éléments du méme ensemble qui est
de plus un espace vectoriel.

2.2 Existence et unicité de la solution

On s’intéresse dans ce paragraphe aux propriétés mathématiques du probléme suivant noté (P) :

Trouver u € ¥V et p € M tels que
(P) a(u,v) + B(v,p) = L(v) , Yoey
Bu,r) = F(r) , VreMm

ou l'on suppose que les espaces V et M sont de Hilbert, que « et 3 sont des formes bilinéaires continues
et que L et F, les second membres, sont linéaires continus.

On remarque que pour tout u € V, Papplication v — a(u,v) est linéaire continue; il existe donc,
d’apres le théoréme de Riesz, un unique vecteur noté Au tel que Yo € V, a(u,v) = (Au,v)y. De plus, «
étant bilinéaire continue, I'opérateur A de V dans V est linéaire continu avec [|A||z(v,v) = [|c]|.

De méme, [ étant bilinéaire continue, 8 : V x M +—— R on introduit les opérateurs B € L(V, M),
B:V+—— M et son adjoint !B € L(M,V) tels que

Yo € V,Vr € M, B(v,r) = (Bv,r)m
= (U7BtT)V
ainsi que les vecteurs [ € V et f € M tels que
YoeV, Lv) = (Lv)y

VreM, F(r) = (fir)m
Le probleme peut alors se formuler de la maniere suivante en termes d’opérateurs :

Trouver u € V(Q) et pe M tels que
Au+ Btp l
Bu = f



On pose alors,

Z = {veVtelquefv,r)=0, VreM} = {veVtelque Bv=0} = KerB
Z; = {veVtelquef(v,r)=F(r), YreM} {veVtelque Bv=f}

Le probléme précédent (P) peut étre associé au probleme (P’') :

(P)) Trouver u € Zy tel que
a(u,v) =Lkw) ,YveZ
Supposons que Z5 est non vide et choisissons ug € Z; alors, en posant U = u — ug, le probleme (P’)
est alors équivalent au probléme suivant noté (Q) :

Q) Trouver UeZ tel que
a(U,v) = L) —alug,v) ,YVveZ

L’espace Z étant fermé dans V, on peut appliquer le théoréme de Lax Milgram au probléme (Q) sous
I’hypothese que la forme bilinéaire a est ceercive sur Z = Ker B.

Nous avons donc le résultat suivant : Le probleme associé (P’) admet une unique solution u € Z; sous
les hypotheses Z; non vide et « coercive sur Z.

Une hypothese supplémentaire sur la fonction 3 suffit pour conclure a l'existence et I'unicité de la
solution du probléme initial (P). En effet, on va supposer que ( vérifie la condition “inf-sup” :

30 >0, inf supM >
reM ey H vyl llm

Cette condition permet d’affirmer que Z¢ est non vide pour tout f € M et que si on choisit la solution
unique v du probleme (P’) alors il existe une unique fonction p € M telle que (u,p) est solution du

probléme initial.
On a donc en résumé le théoréme suivant :

Théoréme 2.1

Si a est une forme bilinéaire, continue surV x V et cercive sur
Z ={v eV tel que B(v,r) =0, Vr e M},
si B est une forme bilinéaire, continue sur V x M et vérifie la condition inf-sup :

3 C >0 tel que inf sup Bv,r)

— 27 >C
reMuey [ v vl T llm

alors le probléme (P) admet un unique couple solution dans V x M.

La preuve n’est pas développée ici, on pourra se reporter aux ouvrages cités en référence ([3] et [5]).
Appliquons ce théoréme au probleme (3) considéré dans le paragraphe précédent :
Proposition 2.2

Si il existe 0 < Kppin < Kpae tel que V1 <i <2, 0< Kpin < K < Kpae alors le probléme
(3) admet une solution unique.

Démonstration :
L’espace Hp n(£2) muni de la norme :

ullr, o () = l1ull o + lldiv ull§ o

est un espace de Hilbert.
L’application «

|a(u, v)]|

/Kﬁluvd:ﬂ
Q

Koin e llog v llog

IAIA

Kr:nln ” u HHO,N(Q) H v ”Ho,N(Q)



« est une forme bilinéaire continue.

Montrons la ceercivité de « sur Z.

Soit v € Z, B(v,r) = — [diverdz =0, Vr € L*(Q), et donc ||div v¢,q = 0,
alors on a || v ||8Q:|| v ||§{0)N(Q)

alv,v) = K 'vvde
Q
> Koo v 50
> Koo 10 13 v @
Comme KL >0, alors « est ccercive sur Z.
L’application 3
|B(u, )] = ’—/ div u r dz
Q
< [[div ullo,all{lo.o
< lullmo v@llrllo.e

[ est une forme bilinéaire continue sur V x M.
Pour montrer que § vérifie la condition inf-sup, on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 2.3

Pour tout v dans L*(Q), il existe v dans Hon(Q) tel que : B(v,r) = [|I7I§ o et [|v]a, n@) <
Cllrflo.c |

Démonstration :
Soit r € L%(Q).
Il existe ¢ € H(Q) telle que

—Ap = r dans ()
¢ = Osurl
—_
gradp.n = Osur 'y
On veut trouver v € V tel que B(v,7) = ||7[|3 , cela revient & imposer —div v = r, dans ce cas on a,

/7“ = —/divv
Q Q

/T:—/v.n
Q T

Or/r:f/Ago
Q Q

o —_—

grad p.n

D’apres la formule de Green

r
. .
Essayons donc v = grad ¢. On a bien v € Ho x(Q) et 8(v,7) = [|7[|§ o
De plus,
—
10 v = IIrlG.0 + llerad ¢[5 o
C@OQIrl3.0

IN

e
En effet, ¢ = 0 sur I'p, on a donc, en utilisant 'inégalité de Poincaré et gradp.n = 0 sur I'y :

—_ —
/ grady grady = / Ay @
Q Q

[k = [re
Q Q

[I7llo.2ll¢llo,0
B —
Clrllo,ellgrade|

CIrllo.allvllo.e

0,0

IN N IA



Revenons a la démonstration de la proposition 2.2.
Soit r € L?(Q2), on a

sup B(w,r) > B(v,7)
weHo v (@) || W [y v @)l 7 [0, v llmo xv@)ll 7 llog
[EgIEXS
[Vl o, (92)
> C
Par conséquent,
o sup B(v,7) e,

1
reL?(Q) yeHy n (Q) H v ||HO‘N(Q)|| r HO,Q

On a donc démontré que « est une forme bilinéaire, continue et coervice et que § est une forme bi-
linéaire, continue vérifiant la condition inf-sup. On en déduit donc l’existence et unicité de la solution.

O

2.3 Eléments finis de Raviart-Thomas

Pour k € N, on désigne par Py ’ensemble des polynomes, & deux indéterminés notées = et y, de degré
au plus k en ’ensemble des variables.

Définition 2.4

Soit IC un triangle.
On note P le sous-ensemble de (P1)? définit par :

P=Py®Py X, avec X = y)

Autrement dit, p € P s’écrit ¢ (x,y) = ( cg ) + A ( 3; avec a,b,\ € R.

De plus, on désigne par 3 'ensemble de formes linéaires (définies sur P) suivant
—
¢ = {¢l e So(ml)nzuv (&S {17273}}
avec m; la normale & Uaréte o;, m; le milieu de ’aréte o; représenté dans la figure 4.

Le triplet {K, P,¥} est appelé élément fini de Raviart-Thomas d’ordre 1.

a3 a1

F1G. 4 — Notation

Lemme 2.5

Pour tout ¢ € P, o(x).n; est constant sur Uaréte o;.
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FiG. 5 — Représentation de ’élément fini de Raviart-Thomas

Démonstration :
. a x — a
SmthP,p(:r,y)( b>+/\< y),onposeA( b)

. s
Soit X € o, alors a;+1X.n; =0.
En particulier,

p(X)7 = A+ X 0]
= _A>n_;+)\al+1ﬁ;+)\ (Li+1X.m
———
=0, X €o0;
= Z’/l—; + )\ai_,_l.n_{

O

Ce lemme 2.5 constitue une des raisons pour lesquelles il est intéressant d’utiliser les éléments de
Raviart-Thomas. Ils permettent d’assurer la conservation du flux discret a travers les arétes.

Proposition 2.6
Le triplet {K, P,X} est un élément fini.

Démonstration :
Montrons que ¥ est P—unisolvant.

. — .
Soit p € P tel que p(m;).n; =0,V i € {1,2,3}.

a+ Az
p(:c,y)z b+Ay |-

D’apres la formule de Green :

Vove HY(K), /gr?iv.?dx—k/vdiv?dx:/ v pndy=0.
K K S=— K

2\

Or la fonction v = 1 appartient & 'espace H!(K) et grad v = 0, d’ou :

/div?dsz.
K

On en déduit que A = 0 et donc p est constant et égal & A = ( Z >
Or p.nq = p.ny = 0 par conséquent A =0, p = 0.

L’espace vectoriel P étant de dimension 3, on a bien obtenu l'unisolvance. Le triplet {IC, P, ¥} est bien
un élément fini.
|
Fonctions de base de Raviart-Thomas :

— Fonctions de base liées a I’élément fini I :

11



Les fonctions de base de Raviart-Thomas sont les éléments (©;);eq1,2,3) de P caractérisés par
VZ, j S {1,2,3} (I)]((pl) :5”

On dit que la fonction de base ¢; est associée au noeud m;. Les noeuds du triangle K sont donc les
milieux des arétes de K.
La fonction de base associée au noeud m;, le milieu du segment [a;11; a;12], est donnée par la formule
suivante :

l;

Qﬁl(l') = W (m’) SiSCE/Cet/C:{al,aQ,ag}

On vérifie qu’elle est caractérisée par :

— Fonctions de base liées a la triangulation :

Pour définir les fonctions de base liées a la triangulation, il faut fixer une orientation. En effet,
les noeuds de la triangulation sont les milieux de chaque aréte. La fonction de base ¢;(J). 7y = 7,
7 7 étant une normale & l'aréte contenant le noeud J. Il existe donc deux possibilités pour choisir
— . . A , 5 212 .
7 j. (Cette orientation peut-étre fixée par l'ordre de parcours des éléments dans la mise en oeuvre
de la méthode).
Avec les notations de la figure 6, ¢ est donnée par la formule :

ICy
Ky
a12
0,11
F1a. 6 — Notation

17[(:1: —ap) ,sizek

2mes(Ky) ho !
pi(w) = 17[(0/] —x) ,sizeky

2mes(ICy) ’

0 , sinon

Le support d’une fonction de base liée a la triangulation est I'union de deux triangles. On remarque
que la restriction d’une fonction de base (liée a la triangulation) & un de ces deux triangles ne
coincide pas avec la définition locale & ce triangle de la fonction de base (associée au méme noeud)
mais avec son opposeé.

Remarque :
Sin =1, 'élément de Raviart-Thomas est en fait 1’élément fini P .
Donc les fonctions de base du segment [ay, as] sont :

X — ag

er(x) = o g’ po(x) = p—

xr — ap

2.4 Discrétisation

On se donne une triangulation admissible 7 du domaine 2. On introduit les espaces d’approximation

Vi = {veH(div,Q), vy e LYK €T}
M, = {weL*Q), wie € Po(K),V K eT}.

12



On consideére alors le probleme approché (Py,) :

Trouver up € Vi, et pp, € My, tels que
(Pr) a(up,vn) + B(vn, pn) = Lg(vp)  , Von €Wy
B(un,rn) = Ly(rn)  ,VrhneM,

Les fonctions de base de Raviart-Thomas (©7)7=1..Nb de noeuds forment une base de ’espace vectoriel
V, et les fonctions (I ) =1, Nb d’éléments, fonctions de base Py, constituent une base de M.

Le probleme approché (P,) se réécrit donc sous la forme du systéme linéaire suivant :

Trouver (UJ) c RNb de noeuds et (pj) c RNb d’éléments tels que

nbneu nbtel
, Z alps, pr)uy + Z Bler,y)p;s = La(er) .Y Ie€{l,..,Nbdenoeuds}
(Fr) J=1 =l
Z Blps,d)uy = LyIp) ,V Le{l,..,Nbdééments}

On se ramene donc a :

5 0)() = ()

ol :
Ar; = alpg,er) , VI,J€e{l,..,Nbde noeuds}
Brr = pB(er, ) , VIe{l,..,Nbdenoeuds}, ¥V L €{l,...,Nb d’éléments}
U = u(ng) , VIe{l,.. Nb de noeuds}
P, = p(L) , VL e{l,..,Nb d’éléments}
Dr = Lg(er) , VIe{l,..,Nb de noeuds}
QL = L,II.) , VLe{l,..,Nb d’éléments}

Les ceefficients sont calculés par une formule de quadrature (ici exacte car les ¢ sont affines sur K).
On obtient :

aler,pr) = /K preg dr
KeT
3
mes(IC _
= > " S K ) i )
KeT k=1
= Z il z?’:K 1mk a;mkaJmk
KT2mes —
ﬁ(@JaHICI) = —Z/dlv ©J HICI dz
KeT
= —ZéKI/divadex
KeT
- -yt
KeT
L,(Ilg,) = _Z/qHICI dz
KeT
= —Z(S}%I/ q dx
KeT Kr
3
_ *Z(;’Clmes (K1) quk
KeT k=1
Ld(‘ﬂ[) = —Z PD cpj.nd:c
KeT /I'p
I
= =25 ZPD ar)
/CGT k=1

13



2.5 Premiers résultats. Influence de la largeur de la fissure

Afin d’illustrer la pertinence de la méthode quand la largeur de la fissure diminue, on refait le test
proposé au paragraphe 1.3. Les conditions aux bords sont données par la figure 2.
On a vu que la solution p du probléme (2) est affine par morceaux. La pression est parfaitement connue
et unique.
Le saut de pression vaut :

d
Kyn(b+c¢)+d

On remarque que le saut de pression dépend bien de Ky, :

—afd:

— lorsque Ky, — 0, le saut — 1
— lorsque Ky,, — 00, le saut — 0
— lorsque K¢, =1, la pression se comporte comme si la fissure n’existait pas, elle est linéaire.

Maintenant on fixe Ky, = 1072 (cas imperméable) et on fait varier la largeur d de la fissure entre
107! et 1074, On s’intéresse aux valeurs de la pression & y fixé (on fait une coupe de la solution).
Sur la figure 7 ou la taille de la fissure est de 107!, on peut visualiser que la solution théorique et celle
obtenue a partir du modele complet se confondent quel que soit le raffinage, de méme pour la figure 8 ou
la taille de la fissure est de 1072,

Solution exacte et Solutions approchees pour d=0.1

F1G. 7 — d = 107}, solution approchée(gauche), coupe solution exacte et approchée(droite)

Solution exacte et Solutions approchees pour d=0.01

2
2
2
2
2
2

F1G. 8 — d = 1072, solution approchée(gauche), coupe solution exacte et approchée(droite)

Par contre, lorsque la fissure est plus fine. On observe, sur les figure 9 et 10, que la pente de la solution
calculée varie en fonction du pas du maillage. Il y a convergence en maillage vers la solution du probleme.
Mais le pas du maillage doit étre petit devant la taille de la fissure. Les raffinements du maillage augmente
considérablement la taille du systeme linéaire et le temps de résolution devient tres grand. Il convient donc
d’utiliser un modele mieux adapté aux fissures de petite taille.
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Solution exacte et Solutions approchees pour c=0.001

Pression

F1G. 9 — d = 1073, solution approchée(gauche), coupe solution exacte et approchée(droite)

Solution exacte et Solutions approchees pour d=0.0001

— n2= 1002
— n2=1002
— n2=1002°
— n2= 1002
— n2=1002°
— n2=1002°
— valeur theo

Pression

0z o1f
o

o 02 04 08 08 1 12 14 1s 18 2
301005 Position

F1G. 10 — d = 10~*, solution approchée(gauche), coupe solution exacte et approchée(droite)

3 Modele asymptotique
Cette section présente un modele ([1], [2]) adapté aux fissures de petite taille.
3.1 Principe du modele

La fissure est considérée comme une interface & une 1 dimension.

Oy

r
Ql Q2 ?

—
7
=

3|
=l
I

|
S

F1G. 11 — Domaine €2

On vient de voir que lorsque la taille de la fissure est trés petite, ’approximation de la solution est
trés coliteuse. Pour remédier & ce probleéme, on va remplacer la fissure bidimensionnelle par une fissure
monodimensionnelle, voir figure 11. On ne cherche plus a connaitre les valeurs des inconnues a l'intérieur
de la fissure mais on cherche a approcher au mieux l'effet de la fissure sur les valeurs des inconnues a
Iextérieur. Pour cela, on introduit de nouvelles inconnues sur la fissure qui correspondent a la moyenne
selon la direction normale a la fissure, des inconnues précédentes dans la fissure. On cherche alors les
équations vérifiées par ces nouvelles inconnues.

3.2 Loi de conservation

La loi de conservation dans €2y est :

divuy = gy dans Qy
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On rappelle que la forme choisie de K, le tenseur de perméabilité, nous oblige a travailler dans la base
des vecteurs, tangentiel et normal.

On décompose uy dans cette base : uy = ufT7> + ufnﬁ.
On exprime le gradient et la divergence dans cette base :

dp
_— a—>
grad p = 8;
on
8Uf7 8Ufn
divur = +
! or | om
s . . . 8Uf7- 8Ufn
L’équation div uy = ¢y devient 7= + 7 gy dans Q.
T n
On intégre dans la direction normale sur la fissure, on obtient :
d da d
2 3ufn 2 anT 2
d dn = d
a 0N nt _a 0T " ,gqf "
2 2 2
ouT|
ug.nly, —upnly, + 87’7 = Qy

vl
vl

ou U.T|y = / uysr dn est la moyenne de la pression tangentielle sur la fissure et Qf = / gy dn.
d —

vl

2
Grace a la continuité du flux, on obtient donc :

ouT
b = @t by, +wmly) sy (4)

3.3 Loi de Darcy

La loi de Darcy s’écrit :

—_—

upr = —Kj; grad; py dans Qy
R

Ufn = 7Kfn gradn pr dans Qf

On integre de méme dans la direction normale a la fissure.

8 .
/ upr dn = —/ ) K¢, grad; py dn
- -5

d
2

ol

—
wrTl|ly=—K¢r dgrad, Py (5)

1 12
ou Py = f/ per dn.
dJ_a""
On fait de méme sur la seconde équation.

d

% 2 —_
/ Uppndn = — K¢y, grad, py dn
d d

-3 3

ol

/ Upn-n dn = —Kpn(pfly, — Prly) dans Qy (6)

a
2

3.4 Conditions de raccord au niveau de la fissure

d

1 2 2
Suivant ’approximation de Py = p / psr dn et de wnl, = / Ufn.n dn, on obtient différentes
_4d d

2 2
conditions. Nous allons donner ’exemple de trois conditions que ’on réécrira par la suite sous forme

d’une seule équation avec un parametre €.
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— Premieére approximation :
On utilise la quadrature des trapezes pour approcher les deux quantités.

wla.

d
/ | Ufnen dn ~ 5(“f-”|’72 +urnly,)
-3
d
= 5(“2'77“‘72 + ul'n"h)
Pf ~ p2"72 +p1|“{1
2
L’équation (6) devient :
1 P2y, —P1
() = — K, P2l =Pk
2K
On pose af = %, I’équation devient alors :
—u1-n1ly, +appily, = —uznzly, + appaly,

En remplagant p, (respectivement p;) par sa valeur en fonction de Py et p; (respectivement po), les
deux équations finales sont :

1 1
_§u1'n1|71 + afpll’h = _§u2'n2|72 + afPf

1 1
—qu2 2l tagpaly, = —guimly, +agPy

— Deuxiéme approximation :

On sépare l'intégrale sur la fissure en deux intégrales I'une sur [—%;0] et l'autre sur [0;2]. On
approche Py par p;(0) et on utilise la formule de quadrature des trapezes sur les membres de gauche

des deux équations suivantes :

0 0
/ Upgpndn = — K¢y, grad, py dn
-4 -4
d d
2 2 _—
/ Upp.ndn = — Ky, grad, py dn
0 0

On considere tout d’abord la premiére équation sur [—2;0], on a :

g —
/ Ky grad, ppdn = Kpa(Pr —pyly,)
0
0
/d uppndn = —Kpp(Pr—pfly)
bl
0
On approche / Ufn.n dn par la méthode des trapezes.
d
bl
0
dl (urn|y, +usnl,
nd ~ = 71 2 .
[ enin = (o earhe
1
= 51(3’“'1'”‘71 +’U,2.’I’L|72)

Ce qui nous donne :

Pf _p1|’Y1
d

1
Z(Sul'nl’n + u2'n"‘/2) = _Kfn

V)

Ky

2
En utilisant le coefficient oy = , on a alors :
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3 1
—Zul-nlhl +appily, = ——uznal,, +apPy

4

On obtient de méme pour la seconde équation sur [0; 4] :

3 1
—qu2n2le tagpal, = —juimly, +agPy

4

On veut exprimer uj.nq et ug.ng en fonction de Py, p1|v,, p2lqy,, pour cela on multiplie la premiere
équation par —3 et on lui soustrait la seconde. On obtient :

9 3
Ul = 3agpily, = Juangly, —3apFy
2u1'n1|71 - 3afp1|’71 = afp2"¥2 - 4afPf
K
urnily, = én (3p1ly, + P2y, — 4P)
De méme, on trouve
_ K 4P
upNzlyy = == (3p2ly, +prly, — 4P

— Troisiéme approximation :
0

On utilise la formule de quadrature des trapezes sur Py et sur les deux intégrales / Upn.n dn et

. _
/ Upp.n dn :
0

vl

P1 — 2P

ul-nl"‘/l — K " |'Yl y f
2

P2 — 2P

UM ‘72 _ Kfn |V1 y f
2

En utilisant le ccefficient oy, on a alors :

_ul'n1|71+afp1|“/1 = asbPy
*u2'n2|’>'2+0‘fp2|’72 - afpf

Les trois approximations conduisent aux conditions de raccord sur la fissure suivantes :

—furnily, +appily, = —(1—&Quanaly, +apPy
—Euznaly, +appaly, = —(1—&Quinaly, +apPy

N . 3
ou £ vaut respectivement —, 7k 1.

1
2

Pour alléger les notations, on note la moyenne de la pression sur la fissure py au lieu de P, de méme
gy au lieu de Qy, et uy, au lieu de w7,
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—_
uw; = —K; grad p; dans ©;, i=1,2
1=1,2

divu;, = ¢ dans €, =1,
—
upr = —Kjpr dgrad, py dans y
divy ugr = qf + (u1.n1]y +u2.n2|y) dansy (7)
—&uipng +ap; = oappr— (1 —&uir1.niy1 dansy, =12
pi = Pbi sur I';,  i=1,2
Pf = DPbf sur 9v;,

4 Approximation du modele asymptotique

4.1 Résolution par éléments finis

Cette section présente la résolution des équations liées au modele asymptotique par une méthode
d’éléments finis mixtes ([1]).
4.1.1 Formulation variationnelle mixte

On introduit les espaces de fonctions :

M = {r=(r,ra,ry) € L*() x L*(Q2) x L*(7)}
W = {v=(v1,ve,vy) € H(div, Q) x H(div,Q2) x H(div,y) : vi.n; € L*(7), i =1,2}

Théoréme 4.1

La formulation variationnelle du probléme (7) est :

Trouver u € W et pe M tels que

ag(u,v) + B(va) = Ld(”)) VveWw (8)
Blu,r) = Lyr), VreM (9)
avec
2 2 1
ag(u,v) = Z 5 K ' v doe + [Y(Kﬁd)_luf vy dx—&—Z[y a—f (Euimiy — (1 — Eujr1.mi41) vin; da
- i=1

2 2
Bu,r) = —Z/ div u; 1y dx—/divT up Ty dff"’Z/Uiﬂi ry dz
i=1 7S v =17
2
La(v) = —Z/ Vi-Mi PDi dx—/ vengpps dx
i=1 7Tl Ay

2
Ly(r) = —Z/ qiridx—/qfrfdm
i=1 7% g

Démonstration :
On a les équations reliant u et p du probleme (7) :

Ky = d : —
; u; = grad p; 1 =1,2
—(Ksrd)y b up = grad, py

On integre ces trois équations et en les multipliant par les fonctions tests de 'espace W :

—1 — .
— K. v vyde = grad p; v; do i1=1,2
Q Q

i

7/(Kf~,—d)71 up vy de = /gradT pr vy do
v v
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On utilise la formule de Green :

. —_—
/ div v; p; dx 7/ p; ving dr = —/ grad p; v; dx
. —_—
/le vf Dy da:—/ pr vyng dr = —/grad pf vy do
Y Oy v

La frontiere de €2; est partagée en deux parties : 0€2; = I'; + . En sommant les trois équations et en
utilisant les conditions aux bords p = pp sur I'p et v;.n; = 0 sur I'y, on obtient alors :

2 2 2
Z/ Ki_lui v; do — Z/ divv; p; dz + /(Kde)fluf vy dz —/diVT vy py do + Z/pL v;.n; dx
=1 =1/ g gl

i=1""7
2

— —Z/ V3.1 PDs dfC—/ vpngppy da
r Oy

i=17T4
Or

2 2 2

1
Z/pz' vin doe = Z/ o (Cusni — (1 = Euip1.niq1) ving dl'JFZ/Ui-ni py dz
~

i=1"7 =177 i=1

On arrive alors & ’équation (8).

On a les équations reliant u et ¢ du probléme (7) :

2
divury = qf+ z:u,nZ
i=1

On integre les trois équations et on les multiplie par les fonctions tests de 'espace M :

/divuiridx = /qiridx i1 =1,2
Q Q;

i

2
/div upryder = /qf Ty dm—‘—/Zui.m ry dz
R v 7 i=1

En sommant les trois équations, on obtient :

2 2
—Z/ divuiridx—/divTufrfdx—FZ/ui.nirfdz = —Z/ qiridx—/qfrfdx
=1/ g =177 i=1 7 g

On arrive a 'équation (9).

Et réciproquement, si ¥V v,u € W2 et V r € M, on a

2 2
Z _ _ 1
OZE(U,U) = /Q Kz 1“1’ V; dzx + /Y(Kf_rd) 17_Lf vf dﬂj‘+ E /y If (fulnz — (1 — §)ui+1.m+1) V;. Ny dx
i=1 g i=1

2 2

Blu,r) = —Z/ div u; r; dx—/divT Up rf dx—l—Z/ui.ni ry dx
i=1 Q; Y =17

alors

ag(u,v) + B(v,p) = La(v)

En utilisant la formule de Green :

2 . 2 B
Z (KZ u; + grad pi> v; do — Z p; vi.n; do  + ((Kffd) uy + grad, pf> vy do — vg.n py da
=17 i=1 /T4 g

oy

2 2
1—
+ / (€Ui.ni _1=9 Ui+1-Tit1 — Di +pf) v, de = — g / v;.n; ppi dx —/ vpngpps de
— /v oy af i1 /T oy

K3
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Si on prend v € C° a support compact dans [0, a] x [0,b] ou dans [0,a] X [b+ d,b+ d + ¢], alors on
obtient
K ' = —grad p;

K3

De méme si on prend v € C° & support compact dans [0,a] x [b, b+ d], alors on obtient

—_—
(Kyrd)™' up = —grad,py

De méme on en déduit le probleme (7).

4.1.2 Existence et unicité de la solution

Le probleme étudié est :

Trouver u € W et pe M tels que
ag(u,v)+B(v,p) = Lglv) ,YVveW (10)
Blu,r) Ly(r) ,VreM

Proposition 4.2

On suppose qu’il existe 0 < Kpin < Kpae tels que Kmm < K; < Kpae , pouri = 1,2,

Ky,
Kpin < Kfrd < Kpgr et Kiin < ; < Kpaw- S1€> 3 , alors le probléme (10) admet une

solution unique.

Démonstration :
On utilise le théoréme 2.1.

L’espace W est muni de la norme :
2 2

lllfy = >~ Cluallf 18.0,) + gl + diveug (1§, + D llusnills,
i=1 i=1
L’application o

2
|ae(u,v)] = Z/ K v dx+/(Kde)*1uf vy dz
i gl

+ Z/ (Eusm; — (1 = Euiqp1.ni41) v5.m; da

2
1
< Kmin( i 110,82, [V 110,824 s , )
=1
K12
-I-% Z ([lwi-nilloqllvinilloy + wisr-nitalloq lvi-nillo)
im1
< 5K lullwllvllw

ae est une forme bilinéaire continue.

Pour démontrer la ccercivité de ag, on prend u € W = {u e W,B(u,r) =0, VreM}. Siue 17\7, alors
on a ||div u;lo,0, = 0 et div,uy = uq.n1 + uz.n9, par conséquent

2
E Ui .My
i=1

2

2
lalSy = > lluallg g, + lluglf +
i=1

2
+ Z (K
=1

0,y
De plus,

2
ag(v,v) = Z/Q K;lu? dx—i—/(KfT dx—i—Z/ (ving — (1 = &)vig1.n441) vin; da
; ) ~

Koo (i vl |0,7> +¢ Z

2
V.1

Vary

V1.M1 V2.M9y
—2(1-¢)

0,y v VA Ve

Y

0.0 + vy
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Lemme 4.3

On a , ,

’Ul n; V1.M1 V2.M9 Vi 1y

¢ —2(1—f>/ TV (e 1)y ||
Z 0,y v VO ar ; af 0,y

Démonstration :
[u-9a = 0
—2/fgd:v > —/fz—/gzdx
1-9 [fgde = ~1-9 [(FP4e) @
[Py dr-20-9 [fgar = -1 [(P4e) @
O
Retour a la démonstration de la proposition 4.2.
K, 1 1
D’ou avec S &f < Ko 001 & — < < K;Lllm :
d 2 af 2Kmaw
2 v
ag(v,0) > Ko, <Z [oillg.0, + llvllg 7)erln (1,26 1) Z -
=1 =1 0,y
2

2

- Kl (z e, + oI, + ming1, 26 1 znm.mnoﬁ)
i=1 i=1

2 2

Or

2
E Vi Ny
i=1

0,y i=1

V

2 2
2
3 (z ol +os B + 3 nm.mnoﬁ) >
=1 =1

Y

vl

On en déduit que
-1

ag(v,v) >

Donc ay¢ est coercive sur W.

L’espace M est muni de la norme :
2

= lrillga, +lIrsl3,
i=1
L’application

{14

2
o - |5
i=1 /%%
2
< M
i=1
Blu,r) < Bllulwlrlla

22

2
div u; r; dx—/divT Up Tf dx—l—Z/ui.ni ry dz
Y =177

<2 v;.m;|? , on obtient alors le résultat suivant :
0,y

2 2
2 2
+ 2 limillg, + 23 lvinils,,
i=1 i=1

0,7y

Kmam :
222 yyin (1,26 — 1),

uglloalirsllon + D lluinilonllrsllos
i=1



[ est une forme bilinéaire continue.
Pour montrer que g vérifie la condition inf-sup, on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 4.4

Pour tout r dans M, il existe v dans W tel que : B(v,7) = ||r||3; et [[v]w < C|Ir]|m

Démonstration :

La démonstration est analogue a celle du lemme 2.3.

Soit r = (r1,re,rf) € M.

Soit ¢ = (1,92, 05) € H?(1) x H?(Q3) x H?(7) telles que

—Ap; = r; dans €
—ATgOf = Ty dans Y
@ 0 sur I'p
—
gradp.n = 0 sur I'n
Comme on veut 3(v,r) = ||r||%,, cela revient en fait & prendre —div v; = r; et div, vy = ry, alors

/ ri = —/ div v;
/ T = —/ v;. N
Q;

Iy

Or / Ty, = — A(pl
Q; Q;

—_—

D’apres la formule de Green

i

= — | grad p;.n
T

—_— R —_—
D’ou : v; = grad ¢; de méme vy = grad, ¢y .

On a bien v = (v1,v9,v5) € W avec v1.n1 = —va.n2 et B(v,7) = ||7||54
De plus,
2 _ lerad oll? orad 2 2 9 2
ol = llgrad ¢llg.0 + lgrad- ofll5, + 734 + 2llvr-nallg
< C@)rll

Retour a la démonstration de la proposition 4.2. Soit r € M,

B o Bl

sup ——t—— >
rew [ F w7 llae v w7 llm
[I7]].m
[ollw
> C
inf sup Blv,r) >C

reMpew [ v Wl 7 [|m

On a donc démontré que o¢ est une forme bilinéaire, continue sur W x W et coervice sur W et que 3
est une forme bilinéaire, continue W x M vérifiant la condition inf-sup, on en déduit 'existence et unicité
de la solution.
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4.1.3 Discrétisation

On se donne des triangulations admissibles 77, 73 et 77 des domaines §;, Q2 et . Pour chaque
triangulation, on introduit les 2 espaces d’approximation classiques (voir section 2.4) :

Vi = {veH(div,Q), v ePZaPX,VKeT} i=1,2
My = {we L*(Q;), we € Po(K),V K € T;} i=1,2
Vg = {ve H(div,v), v € P,V K € 7}
th = {w€L2(7)a wKGPO(K)7VIC€,Tf}

On note W), et My, le produit de ces espaces.

Wi = Vhi X Vha X Vs
My = Mpi x Mpa X Mpg

Nous avons donné des bases des espaces Vy; et My, dans la section 2.4, il est donc facile d’obtenir une
base des espaces Wy, et My,.

On note le nombre de noeuds de 2; =nbtneul, le nombre de noeuds de 25 =nbtneu2, le nombre de noeuds
de v =nbtneuf, le nombre total de noeuds de 2 =nbtneu=nbtneul+nbtneu2+nbtneuf, et le nombre total
d’éléments = nbtel.

Il y a donc nbtneu fonctions de base ¢; et nbtel fonctions de base II;. Les fonctions de base ont trois
composantes dont deux nulles.

VIe{l,..,nbtnen},  pr(x) = (on(2),¢n(@),¢1, (7))

On note K; et Ko les triangles tels que I soit un noeud de Iy et Ko, alors

Ir .
m(ﬁv_a}l) ,SlfL'ElCl
$I; (.’)3) = lr _ < K
Smes(Ka) (ar, —z) ,siz € Ky
0 , sinon
Pliyr = 0
e, = 0

Un noeud I de « peut appartenir & au plus 2 segments de « : [a;—_1;a;] et [ar;ary1], alors

T G o]
ar —ar—1
v, = T ar+1 ,sia € [ar ar]
ar — ar41
0 , sinon
e, = 0 ,i=1,2
VIe{l, . .nbtell, Il (z) = (H,g,l (2), Ik, (). IIx, (x))
Si K7 est un élément de €Q; :
HICIi = 1k, (2)
M, = 0
H)sz = 0
Si K est un élément de 7 :
HK:If = 1’CI (x)
g, = 0 =12

A Taide de ces bases, le probleme approché se ramene a un systeme linéaire :
A BY (U\ _ (D
B 0 r) Q
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Arp = agles,er) , VI, Je{l,.. nbtneu}

Brr = pBler, ) ,VIe{l, .. nbtneu}, VL € {1,..,nbtel}
Ur = wu(nm) , VIe{l,.. nbtneu}

P, = p(L) .V Le{l,..nbtel}

Dr = La(er) , VI €{l,..,nbtneu}

Qr = LgMy) ,V Le{l,..nbtel}

4.2 Résolution par volumes finis

Cette section présente la méthode de résolution par volumes finis ([6]).

4.2.1 Rappel sur les volumes finis en dimension 1 pour le laplacien

Soit I un intervalle et (M;) une discrétisation de I. La figure 12 représente une maille. A chaque
maille M; on associe un point x;, par exemple son milieu. On note h; la longueur de la maille M;,

hl;% = %(hz + h;—1) la différence entre les deux points.

Fi1G. 12 — Maillage

On cherche a approcher la solution du probléme suivant :

On integre ’équation sur chaque maille M;.

(1) tu'(zy) = —Au

Il
~

M;
= hif;

ou f; désigne la moyenne de f sur M.
On se donne une inconnue par maille u; ~ u(x;). On peut approcher v’ aux extrémités des mailles.

W Yy

/ 1+1 7

wTig) ~ =
+35

Le schéma volumes finis est alors le suivant :

Uipy — U; U — U
_ 1—;1 (. 1h1 Z:hzfz
i+3 i—3
On peut remarquer que si h; = h = h, 1 alors on obtient :
1
_ﬁ(ui—&-l = 2u; +ui—1) = hifi

qui n’est autre que le schéma éléments finis P; ou le schéma différences finies classique.
Si les h; ne sont pas constants, le schéma volumes finis n’est pas consistant au sens des différences finies,
c’est-a-dire si on pose u; = u(x;), Uerreur de consistance au sens des différences finies est :

L wm-wm wn -
Ri=—|- - = fi
hi( hivs M1 ) f

T3
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et limp_,o R; # 0, exemple ha; = h et ha;y1 = h/2.
Néanmoins, le schéma converge car il y a consistance du flux

Uiyt — Uy

Bt =75
i+3

—/(y4y) — 0

Remarque sur la conservation des flux :
On ajoute une inconnue u, : la valeur au point x;, 1.

Uo
Ly Zivl

FiGc. 13 — Maille du bord

On peut alors approcher la dérivée par :

Ug — Uj

/
Ulr, 1)~ —m8M— = F .
( Z+2) d(zz_;'_%,l’l) g,
avec d(zH_%,xi) = d; la distance entre Tip1 et @
A Tautre extrémité, on a de méme :
Ug — U;
/ o 141
u(r, 1)~ = —F 1
( Z+2) d(mi_;'_%,l'i_l,_l) i+

Imposer la conservation du flux numérique revient a choisir :

divspr + dip1uy

U, =
7 diy1 +d;

Et donc :

ditip1 + dip1uy
dig1 +d;
Foi =
s dl
Ui41 — Uy
dit1+d;

%

Etude de la convergence :

Théoréme 4.5

Le schéma converge si u € H?(2).

Démonstration :

On a des fonctions qui sont constantes par maille, elles ne sont pas continues donc elle n’appartiennent
pas & H'.

On doit donc redéfinir une semi-norme H} discréete :

N
Nl

Uj+1 — Uj
P = lul
i it3

et obtenir un lemme de Poincaré discret :

3C>0,| Y hul| <Cluly



On a donc :
Uiyl — Ug Uj—1 — Uj

hiys hi_1

3

hi fi

hi fi

)

_“/(%Jr%) + Ul(%’f%

i1 — U
1 Wil %
avec u'(z;y1) = — — R
1,+§
En remplacant v’ par sa valeur la deuxiéme équation devient :
Uit1l — U Uj—1 — Uy -
They i Ry TRy
2

T3

On définit lerreur e; = u; — u;, on obtient alors :

61'+1 — € €i—1 — €5
— 1
. . 2

hl % h, 1

L)

Une intégration par partie discrete conduit alors a

i1 — € ei_1 — e
— E Mei— E 2 e, = E R, 1e;— E R,_1e;
- hi_;,_l - h,‘_l A 2 X 2
3 2 K2 2 7 K3
2
(€iy1 — ;)
E - = E R 1(ei—eiv1)

i hits

(@i+1_€i)2
20T T XMl

Par suite
e[} < [Rlileh
lei < |RL
‘6'1 S Ch

Il y a bien convergence.

4.2.2 Présentation d’un schéma volumes finis en dimension 2

Cette section présente un schéma volumes finis ([2]) appliqué au modele asymptotique.

On discrétise le domaine 2 = | J K & I'aide de volumes de controle, par exemple des triangles : 7 = {K}.

La solution du probléme sera notée p = Z 1ipx, on a une inconnue px pour chaque volume de controle
KeT

et P = p(xx), les xx sont les orthocentres des valeurs de contrdle K illustrés dans la figure 14. On

remarque que : xxze L o = K|L.

On note I'ensemble des arétes : £ = {0}, et 'ensemble des arétes de K : Ek.

On intégre sur chaque volume de controle le systéme d’équations suivant :

divu = ¢ dans Q  (loi de conservation de masse)
—_
—K grad p dans 2  (loi de Darcy)

avec K = K x Id

div u dx

i /qu
K K

divudr = /u.nds
oK

K
—
= —K grad p.n ds
oK
—
Z /fK grad pnds = mes(K)gc

o€l

~ }qCa
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dg\

FiG. 14 — Maillage

avec i, = K——— Po — p/c

dico

Sio = K|L, c’est-z‘i—dire o est 'aréte commune aux triangles K et £, alors la conservation des flux
numériques nous impose : Fi, = —Fr,.
On pose la distance entre zx et 22 : dicg = dio + deo = d(xic, 22)-

Fka = _Pka
Ps — PK Ps — DL
K—— = —-K——=
dKU dﬁa
- deope + diopr
7 dKa +'dﬁo

d’ou
Pk — P

Fio = Kmes(o) ¥
KL

Le schéma s’écrit alors :

Etude de la convergence :

Théoréme 4.6

Le schéma converge si u € H?(Q).

Démonstration :
Comme en dimension 1, on doit redéfinir une semi-norme H' discrete, et un lemme de Poincaré discret.
= <E mes(

La semi-norme discrete est notée :

;
ousi o = K|L, alors Dp = |px — pr| et dy = dicr.
si o € 09, alors Dp = |px — 0| (conditions aux bords) et d, = di,-

> Feo = ZFKU+Z(/Kgradpn;c—Fm)

oeéx oe€ 4TS

1,7

Dp

(T

}%KU
bz —px

iy on remarque que Rx, = —Rrys. On note R, = |Rxs| et on pose ex =

ou Fi, = Kmes(o)

Pk — PK-
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On obtient donc :

Z Kmes(o) x

o€k dKE o€l
G)CU
On a aussi Gy, = —Gro
> (Z GlCa) ex = Y Grolex —ec)
K g€€ o
2
= ZKmeS(O’)d;cg (ex 5 cc)
= dir
|e|%,7 = Z Z RICaeIC
K o€&xc
< Y Rolex —er)
Rg e —€er
< K
;d;a; mes(a)mes(a) dcr
R 2\ 2z
< Klelir (;dggmes(a) mes(o) )
2\ 2
R,
lel1- < <Z dicmes(o ) )

En utilisant le lemme suivant 4.7 sur I’erreur de consistance, on a bien démontré que le schéma converge.

U
Lemme 4.7 (Erreur de consistance)
p € H?, alors
R \°
Z diccmes(o < Ch.
(@)
Démonstration :

On applique la formule de Taylor avec reste intégrale. Pour tout y € o = K|L

plzx) = ply)+ grad p(y)(y — zx) + /0 (1=t)D?ptax + (1 —t)y] (y — xx)* dt
. 1
plac) = mw+gmdmw@—md+[jl—wD%mm+a—wmw—xa2w
plax) — plag) = éaamw@w—xK%+A(1—0D%WWﬂ%1—ﬂM@—$02W

—A(l—wD%wm+wl—wmw—xm2w

K N R

On integre sur o et on multiplie par T on note nxz le vecteur unitaire Tz et ni le vecteur unitaire
KL

normal du triangle K dans la figure 15.

)p(x;c) —p(zc)

Kmes(o
( dicc

/Kgradpn;@ dy
// (1 —t)D?*pltex + (1 — t)y](y — zxc)? dt dy
dlCL

dm// (1 —t)D?pltas + (1 —t)y](y — ) dt dy
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Tr

F1G. 15 — Aréte

— Singe = ng, ie Texs L o, alors
Rio = // (1 —t)D?pltzx + (1 — t)yl(y — xx)* dt dy
dicr

du// (1 —t)D*pltes + (1 —t)yl(y — 2)* dt dy

Il y a consistance, car R, = O(h). On démontrera le résultat ultérieurement.
— Si nxr # ng, alors

Reo = —— // (1 —t)D?pltzx + (1 — t)yl(y — xxc)* dt dy
KL

d;a;// (1 —t)D?pltas + (1 —t)y](y — ) dt dy

d grad p.(nx —nie) dy
KL

Il n’y a pas consistance, car R, = O(1).

Revenons & Pestimation de Ierreur de consistance. Si les i sont les orthocentres, nx,s = nx. On parle
de maillage admissible.
On note :

— D, la mesure du diamant de 'aréte o et des points zx et z ..

— h =max{D,}.

— Vk,o la moitié du diamant illustré dans la figure 16 :

.

Tre

D,

F1G. 16 — Diamant

On peut remarquer que si p € C2, on a bien la convergence :

K// 1—t)D?*p tx;c—l—(l—t)}( d )" dt dy < Kmes(o)hsup D*p(2)

z€o
< h
R 2 % 2 2
<Zd;¢£m€8 @) > < (Zd}cgmes(o’)KQ (supD2p(3)> h2>
P zeo
< C(Q)h
D’ou
lel1.- < C(Q)h
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Sipe H?,
/ / (1 =) D*pltax + (1 = )yly —ax)* dt dy < / / (1 =) D*pltex + (1 — t)y]D; dt dy
o JO o JO

d
On fait le changement de variable z = txx + (1 —t)y, (1 —¢t) dtdy = 2 On obtient alors :

dKa
1 2)2
//(1—t)D2p[th;+(1—t)y]Dg dtdy < D?*p[z]—2 dz
o JO V)c,a d}CU
Comme D, = %’ alors
2
_ Dby _ Dadlciﬁ
mes(o)dic, 2dxco
< Ch
D’ou
K ! 2 2 2 D3
1—-¢)D 1-— — < K D z
sy L[ a=00tltee -y o aray < K [ DT
< K D?*plz]dz h
v)C,a
1 1
R 2\ 2 2 2
(;d;cgmes((j) meSCEO’) ) < zg:dicﬁmes(o')[(2< - D2p[z}dz> h2
< C(Q)h
lel1, < C(Q)h

Il y a bien convergence.

4.2.3 Prise en compte de la fissure

On a déja vu, dans le paragraphe 3, la prise en compte de la fissure pour le modele asymptotique. En
remplacgant dans I’équation (4) le saut de pression par sa valeur dans I’équation (5), on obtient le systéme
suivant :

wnl, = do@rl)+da; ()

. _—

u.t|ly = —Kyrgrad, py (5)

Ty = K (©)
pr = pD‘"/

Pour chaque aréte o = K|L£ € &, de la fissure on se donne une inconnue par volume /C, illustrée dans
la figure 17 (po,ic; Po,zs Por)-

Ecoulement a ’extérieur de la fissure :

Le schéma s’écrit :
Z Fxo = mes(K)qx
o€l
avec
mes(U)KpKd PL o= K|L € Ein
KL
Fio = mes(a)Kl% sio=K|L &L,
ag
77163(0)[(plcd_pg’C sic=K|L ey
Ko
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PKao

Pcro

Fi1G. 17 — Inconnues

Ecoulement a ’intérieur de la fissure :

Sur chaque aréte de la fissure, les arétes o; sont numérotées de sorte que les arétes o;_1,0;, 0,41 sont
contigiies. On intégre 1’équation du saut de pression (4) dans la direction tangentielle et on ’approche par

s it}
—d {Kffgrad pj}

j— L1
L

i+

Nj= =

—_— —
—d/ O-(Kyrgrad pp) dr = —d [Kngrad pf}

[3

i—

_ —dKf—,— (po',;+1 — Do; N Do _po'i_1>

mes(UH%) mes(o;_1)

L)

Or

—_—
,d/ O0-(Kyrgrad py) dr = f/ [u.n]., dTer/ gy dr

i [eF)

= (Fxo + Fro) + d mes(oi)qo,

= mes(o;)K (p}c — Pouk + Pc _pai’[:) +d mes(0;)qs,
dIC,ai d[:,o'i

D’ou I’équation :

Poir1w — Doy Po; — Poi_ P — Po; K Pr — Po,,L
_dK it1 i Foi i—1 _ K i i d ) v
I (mesm;) mes(o;_3) mesto) K\ = T T, ) T el
mes(o;) + mes(o;41) 1
avec mes(0; 1) = 5 et g, = mes(os) q(s) ds.
2 o

Conditions de raccord au niveau de la fissure :

Pour tout o = K|L£ € &,, on approche p, = [ pgdr par la méthode des trapezes %(pwc + Do)

1
P = i(pa,lC +pa,£)

On integre I’équation de la moyenne de la pression dans la direction tangentielle (6) :

/WHdT —/Kfn[p;’ydT

1
§(FKU—F&,) = —mes(U)Kfn%
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K (P/C —Pok  Pr —Pa,/:) _ K
2 d’C,o’ dﬁ,,a

5 Comparaisons des différentes approximations

On va traiter 4 milieux différents :

~ Un milieu imperméable avec K¢, =0 et Ky, = 1079,

— Un milieu perméable avec Kz, = 10° et K¢, = 100,

— Un milieu étudié dans “ Jaffré” ([1]) avec Ky, =100 et Ky, = 100,
— Un milieu intermédiaire avec Ky, = 106 et Kpp, = 108,

On commence par comparer le modéle complet et le modéle asymptotique résolus par éléments finis
(figures 18, 19, 20, 21) sur le probleme (11) :

divy = 0 dans €
N —_—
u = —Kgradp dans €
0 si =0
B si z€bb+d,y=0 (11)

p = 1 si z=b+d+c
si xzelbb+d,y=a
siy=0ouaetzd¢lbb+d
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Ces figures représentent, a gauche, le modele complet et, a droite, le modele asymptotique pour la
fissure d’épaisseur d = 1072.

Curplane.

F1G. 21 — Milieu intermédiaire

Cette comparaison valide le modele asymptotique. En effet, le modele asymptotique donne les mémes
résultats que le modele complet.
Le temps de calcul est nettement amélioré.
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Ces figures représentent le modele asymptotique, a gauche, résolu par éléments finis et a droite, résolu
par volumes finis pour la fissure d’épaisseur d = 1072,
On compare maintenant le modéle asymptotique résolu par éléments finis et celui résolu par volumes finis
sur le probleme (11) (figures 22, 23, 24, 25).

F1G. 25 — Milieu intermédiaire

On constate bien que les résultats pour le modele asymptotique sont les mémes quelle que soit la
méthode de résolution utilisée.
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Les résultats sont analogues pour les conditions limites (12) (figures 26, 27, 28, 29) :

diva = 0 dans Q
N E—
v = —Kgradp dans )
si y=ua

F1G. 29 — Milieu intermédiaire
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Pour mieux visualiser le comportement de la pression a l'intérieur de la fissure, on fait le test (13) :

divd = 0 dans

N e

u = —Kgradp dans )

0 si =0
_ sio zebb+d,y=0 (13)
P = 2 si x=b+d+c
05 si zebb+d,y=a

umn = 0 siy=0ouaetzd¢lbb+d

F1G. 30 — Pression non linéaire

On remarque sur la figure 30 que la pression a l'intérieur de la fissure n’est pas triviale.
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6 Conclusion

L’objectif premier de ce stage était d’'implémenter numériquement différentes méthodes conduisant a
la résolution du systeme d’équations lié a une modélisation efficace des fissures de petite taille.
L’implémentation par la méthode éléments finis du modele complet présentée dans la premiere partie et la
comparaison des résultats (modele complet\modele asymptotique résolus par éléments finis) permettent
une validation du modele asymptotique. Les deux méthodes (éléments finis et volumes finis) de résolution
des équations du modele asymptotique conduisent a des résultats similaires.

L’implémentation de la méthode par volumes finis nécessite un travail préalable important sur le
maillage, cependant la construction de la matrice du systeéme linéaire ne présente pas de difficultés par-
ticulieres ; alors que lors de 'implémentation de la méthode par éléments finis, la difficulté réside dans
la construction de la matrice. La méthode par volumes finis semble donc étre plus facile a mettre en
ceuvre. En effet, le “mailleur” dépend uniquement de la géométrie du probleme traité, il est donc possible
d’adapter des programmes déja existants.

Le travail que nous avons effectué ne nous a pas permis d’évaluer comparativement le temps d’exécution
des deux programmes (éléments finis et volumes finis). En effet, le programme éléments finis a été réalisé
en langage C alors que le programme volume fini a été construit a 1’aide de matlab.

Nous remercions chaleureusement tous les membres de I’équipe EDP du CMI pour nous avoir accueillis
pendant ces deux mois et tout particulierement Florence Hubert et Franck Boyer pour leurs compétences,
leur disponibilité et leur gentillesse. Ce stage nous a permis d’appréhender le travail effectué dans un centre
de recherche et d’apprécier la collaboration nécessaire des différents acteurs. Il nous a également permis
d’accroitre nos connaissances dans le domaine des méthodes de résolution des équations aux dérivées
partielles liées a la mécanique des fluides.
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