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Corrigé du devoir

1. On rappelle qu’un vecteur gaussien est caractérisé par sa matrice de covariance. On a donc
le systeme :
a?+a3=1
B+ 65 =1
a1 + azfla = p

Si on pose p = cos(f), on remarque que a1 = cos(f),as = sin(f), 5 = 1,02 = 0 est une
solution. D’autres choix sont possibles, par exemple §; = 0 et f5 = 1 conduit a des calculs
plus simples.

2. On calcule une valeur approchée de la variance 62. Soit 7 = 0.1, ¢ = 0.05. On prend des X;
i.i.d. de méme loi que X et on veut n tel que :

X, 4+ X,
PPz <

n
P(‘X1+--~+Xn—nl Zm/ﬁ) < .
g

ay/n

On voit sur la table de la loi normale qu’il suffit de prendre n tel que @ = 1.65 et donc
1y

plus ou moins = 1.65. La calculatrice nous donne n.

3. On remarque que Vo :

612/2
E(eagl) = Aeaxﬁdf
1 1 2 Ckz) 2/9
—e ——(r—a)+ — | dr =e*/?%. 1
[ e (-] (1)

On a : E(601G1+02G2) — E(e(01a1+02,31)91+0’10¢292) — E(6(01a1+02ﬁ1)91)E(etflazgz). Et on
termine le calcul avec la formule (1) :

E(ealG’1+0'2G'2) = exp <; ((Ulal + 0’251)2 —+ (0’10[2)2)) .

4. On peut prendre C1eM%1 4 Cre?3%2 comme variable de controle.

5.
Var(Y;) = E(62A1G1) _ E(e’\lcl)z — 2N _Ai)/2

Var(Yy) = E(e2262) —F(e}202)2 = ¢2X5 — N3/2

E(V,Ys) - E(V)E(Ys) = e2((Grantrab)®+(nea)’) _ (3+AD)/2



Var(X — Y1 — p2Ys) = Var(z) + piVar(Yy) + p3 Var(Yz)
+ 241 p2Cov (Y1, Ya) — 21 Cov (X, Y1 — 2p2Cov(X, Ya)
=1 apd + buj + 2cppe — dpn — epo + f =1 9(p1, p2)

avec a, b, c,d, e, f les variances et covariances voulues.

871/1 = 2ap1 + 2cpue — d
O
371/1 = 2bus 4+ 2cu1 —e
Opa
et
CCL g =ab—c* = Var(Yy)Var(Yz) — Cov(Y1, Y2)

E((Y1 - E(V1))*)E((Y2 — E(Y2))*) — E((Y1 — E(Y1)) (Y2 — E(¥2)))* > 0

par Cauchy-Schwarz et c’est en fait # 0 car Y; et Y3 ne sont pas colinéaires. Donc on a

un unique couple (u{, 1) qui annule g—w et g—;/;. On regarde alors la matrice des dérivées

1251
secondes :

2y %y 2¢ 2c
Op10u2 ol

8% 824
[ Tuf IR ] _ |: 2a 2b :|

de polynome caractéristique : 4(X? — (a + b)X — +ab — ¢?) et qui a donc deux racines > 0.
Donc le point (u, 19) est un minimum local. Comme en plus, il est tout seul dans son cas
et que v part Pinfini quand gy, g — oo, (1§, 19) est un minimum global.

Le programme doit calculer Cov(X,Y7), Cov(X,Y>) (de maniére approchée) puis les utiliser
pour calculer uf, u3.

. On va faire un changement de variable en  + p = u,v =y :

u2 1
e ™% flg+pg2)) = o [ fwtpy)e Pem Paudy
R
_ L e hutit =12 () e 2t /20 =07 /2 gy
2w R

1 —u? _22
- %/wav)e e Pdudv = E(f (g1, 92)) -

2
On remarque que I'on a aussi pour toute fonction f : E(e "9 ~'Z f(g1, ga+p)) = E(f(91,92)).
On calcule en appliquant ces deux formules :

2
E(e #“1=2 f(G1 + p1,Ga + p2)) =
]E(e_“(algl+a2g2)_“2/2f(a1g1 + aogo + p1, g1 + p2)) =

2 a 2
E (eXp (—uazgz ~E 4 (pe)

5 5 ) flai(gr — poy) + asge + p1, (91 — pon) +M2)) =

2 a 2 a 2
E (eXp (—MQ + (p 21) + (e 22) ) flargr — pad + as(ge — pao) + p1, g1 — pog + Mz))

=E(f(a191 + @292 + p1 — p1, g1 — pvy + p2)) -

Donc on prend :

_ M
H1=pet pp=—.
aq



7. Ona E(X,) = E(X) par la question précédente. On applique encore la question précédente :

E(X;) = E(eHH et BG4, Gy + p)?)
= E(e MGG, Ga o+ p))
E(e‘“G1+“2/2¢(G1,G2)2) )

Donc on a ’expression voulue pour Var(X,,).
On suppose que |p| < M (M > 0 fixé)

o Vw, i e‘“G1+“2/2¢(G1, G>)? est dérivable
2
b V,U/ < M7 vw? %e_HG1+M2/2¢(G17 G2)2 = e_HGlJr%(b(Gl? G2)2 et

L2
e*HGﬁ'T(j)(Gl,GQ)Q‘ < ’eMz/zd)(Gl,Gg)Q d’espérance finie.
donc par théoreme de dérivation et puisque c’est vrai VM, on a pour tout p :

dVar(X,)

du =E((—G1 + p)e " T ¢(G1, G)?)

8. Sous les hypothéses de I’énoncé : Gp(w) < p implique C1eM¢1(@) — K < CieM# < K et

12
donc implique (C1e*¢1(@) — K), = 0. Donc Yw, (=G + p)e 515 ¢(G,Go)? < 0 donc

dVar(X,, PN .. . . .
% < 0. Donc on a intéréte a choisir 4 = d; pour avoir une ”petite” variance. Le calcul

des intervalles de confiance se fait comme dans la question 2.



