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Corrigé des exercices de la p.16 du polycopié

E(SIN=j) = Y iP(S=iN =)

i>0

= Z iP(on obtient une somme i — j en 52 lancers de dé)
i>0

= Z(z — j)P(on obtient une somme i — j en 52 lancers de dé)
i>0

+ Zj]P’(on obtient une somme i — j en 52 lancers de dé)
i>0

= FE(somme de 52 lancers de dé) +j x 1
2

752
= L2446 +j=TL 45,
6 2
752
Donc E(S|N) = - + 1.
2. E(X|Y) = ¢(Y) ol
oly) = IRyIE"(YGdyIXZ%)

B n(n—1)(y —a)" >
= /RylogacSyél fR f(z,u)du 4

Calculons pour 0 < x <1:

/ f(z,u)du / Lo<o<u<in(n —1)(u— z)"*du
R R

- /: n(n —1)(u — 2)" 2du

On a donc :



o) = [ (=)= 2" Losesy 1oy
= (n(l__l);)offfl/ yly — )" *dy

(= Dlpcasy ((1 —a { <y—x>n}1>

(1 —az)n—1 n—1 n(n —1)
n—1+4+z

xT
= lo<z<1
Donc E(Y|X) = Lo<yx<i 22X = 221X car X est toujours dans [0, 1].

(a)

(linéarité de Vespérance conditionelle) = E(X1|F,) + -+ E(X,|Fn) + E(X 41| Fn)

(comme Xi,...X, sont F,-mesurables) = X;+- -4+ X, +E(X,+1|Fn)

(comme X, ;1 indépendant de X1,...,X,) = X1+ -+ X, +EXnt1) -

(b)

IEJ(ZS"+1 |Fn) = E(zXr... 250 2XneF)
(comme 2X* ... 25" sont Fp-mesurables) = 2%, 2XE(zXm+Fy)

(comme X, ;1 indépendant de X1,...,X,,) = X .ZX"E(ZX”'H)

ZSnE(ZX71+1) .
Si Xq,..., X, ont la méme loi :
E(z%) = E(zY...2%)
(indépendance des X;) = E(zX)...E(z%") = (G(2))"

(a) Par l'inégalité de Jensen : E(|X||F,)P < E(|X|P|Fy).
(b) On suppose que X et Z prennent un nombre fini de valeurs, X € {z1,...,z,}, Z €
{z1,...,2m}. Soit ¢ fonction convexe.

E($(X)|2) = D 1z=E($(X)|Z = 2)

1<j<m
= Y 1z, Y b@)P(X =x]Z=2z) .
1<j<m 1<i<n

Par convexité de ¢, on a pour tout j : >, ;o ¢(x))P(X = 2;|Z = 25) > ¢ <Zl§i§n P(X =217 = zj)‘
Donc :

E(¢(X)|Z) > Z 17-.,6 Z eiP(X = 25| Z = 2;)
= ) 12—, 0(E(X|Z = 2))
1<j<m
= ¢(E(X]2)) .



