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Corrigé de ’exercice de la p.21 du polycopié
et du TD no. 2

Points 2,3 de la proposition 2.2 p. 21

(2) Soit Yr(w) = 3,50 E(Y|Fn)(w)lr(w)=n- On veut montrer que Yr = E(Y[Fr). Soit
A=Y (U)ouU € B(R), Vn on a

AN{T=n}={Yr e U {T =n}={Y, eUYN{T =n} € F, .

Donc A € Fr, donc Yr est Fr-mesurable.
Soit A€ Fr. On a:

E(Yrla) = E(Q_E(Y|Fu)lr=nla)
n>0
- ZE (Y|F)lir=nna
n>0
(car {T=n}NAEF,) = Y EEYIg_nnalFn))
n>0
= Y E(E(Y1a|Fn)lr=n))
n>0
= EO_E(Y1a|Fn)1lr—n)
n>0
= E(E(Y14|Fr))
= E(}flA)

Cela suffit & montrer que Yr = E(Y|Fr).
(3) Soit A € Fg, soit n € N.
An{T=n} = |J An{S=k}n{T =n})

1<k<n

Pour tout k, AN{S =k} € F, C F et {T =n} € F, donc AN{S = k}n{T =n} € F,.
Donc AN{T =n} € F,.

Cela est vrai Vn, donc A € Fr.

Donc Fg C Fr.

TD no.2

A. On note XF la richesse au temps n quand on est parti en X(’f =k.
1.
pe = P(X7=0)
P(XE=0/XF =k+1)P(XF =k+1)+P(X5=0|XF =k - 1)P(XF =k —1)
= Pk+1P t Pr-19 -



2. e Sip # 1/2. Les suites de la forme pp = A + B(q/p)* vérifient la formule
de récurrence ci-dessus. Si on trouve A, B vérifiant le systeme : A 4+ B =
po, A+ B(q/p) = py alors la suite A + B(q/p)* = py, Vk. On trouve :

N C/7)
(¢/p)N =1’ 1—(q¢/p)N

e Si p = 1/2. La solution est de la forme p, = A + Bk. On a le systéme :
A=py,A+ NB = py. On trouve :

A=1 B=-1/N.
1. Ona: Ex(T) =Eg(T1x,=f+1 + T1x,—r—1. Calculons

Ee(Tlx,=k41) = Ex(Er(T1lx,=k41l0(X1)))
(comme X; est o(X7)-mesurable) = Ei(1x,—p+1Ex(T]o(X1)))
= Ey(lx,=en1Ex(T| X1 =k +1))
= Er(lx,—x+1)Ex(T| X1 =k +1)
= PXi=k+DE,(T|X1=k+1).
On a donc :
En(T) = P(X)=k+DEW(T|X: =k+1) +BX, =k — D)E(T|X, =k — 1)

P+ Ep1 (7)) + q(1 + Ep—1(T))
= pEkJrl(T) + qufl(T) +1.

2. On suppose p # 1/2. Si on cherche une solution de la forme proposée par I’énoncé,
comme on a : Eyo(T) =0, Ex(T) =0, cela donne le systeme :

N

On trouve :

1. (T =i) = (1—p)"~!p. Donc T ~ G(p) (loi gbométrique).

P(ly=i+j|Ty=1i) =

E(T>|Ty = 1) Z(Z + HP(T2 =i+ j|Ty =)

j>1
= S+ -pyp

jz1

= i+tpy jAl-p)’!

Jj=1

) 1 .
= 1+pPp—5 =1+ — .

(1-(1-p)? p



Rappel. On a utlisé la formule : Vz € [0,1], 37,5, jai—l = ﬁ qui se retrouve en

dérivant par rapport a x les deux termes de I'égalité : Vo € [0,1], >, o=,

E(Ty)

l1—x

E(>  Tolr—)

i>1
> E(Telr—i)
SN E(D|Ty = )P(Ty = i)

i>1

> (2 + ;) (1-p)'p

i>1

D (=p) T+ ip(l—p)t

i>1 i>1

2
.



