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Corrigé de l’exercice de la p.21 du polycopié
et du TD no. 2

Points 2,3 de la proposition 2.2 p. 21

(2) Soit YT (ω) =
∑

n≥0 E(Y |Fn)(ω)1T (ω)=n. On veut montrer que YT = E(Y |FT ). Soit
A = Y −1

T (U) où U ∈ B(R), ∀n on a

A ∩ {T = n} = {YT ∈ U} ∩ {T = n} = {Yn ∈ U} ∩ {T = n} ∈ Fn .

Donc A ∈ FT , donc YT est FT -mesurable.
Soit A ∈ FT . On a :

E(YT 1A) = E(
∑
n≥0

E(Y |Fn)1T=n1A)

=
∑
n≥0

E(E(Y |Fn)1{T=n}∩A

(car {T = n} ∩A ∈ Fn) =
∑
n≥0

E(E(Y 1{T=n}∩A|Fn))

=
∑
n≥0

E(E(Y 1A|Fn)1T=n))

= E(
∑
n≥0

E(Y 1A|Fn)1T=n)

= E(E(Y 1A|FT ))
= E(Y 1A)

Cela suffit à montrer que YT = E(Y |FT ).
(3) Soit A ∈ FS , soit n ∈ N.

A ∩ {T = n} =
⋃

1≤k≤n

(A ∩ {S = k} ∩ {T = n})

Pour tout k, A∩{S = k} ∈ Fk ⊂ Fn et {T = n} ∈ Fn donc A∩{S = k}∩{T = n} ∈ Fn.
Donc A ∩ {T = n} ∈ Fn.
Cela est vrai ∀n, donc A ∈ FT .
Donc FS ⊂ FT .

TD no.2

A. On note Xk
n la richesse au temps n quand on est parti en Xk

0 = k.

1.

pk = P(Xk
T = 0)

= P(Xk
T = 0|Xk

1 = k + 1)P(Xk
1 = k + 1) + P(Xk

T = 0|Xk
1 = k − 1)P(Xk

1 = k − 1)
= pk+1p + pk−1q .
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2. • Si p 6= 1/2. Les suites de la forme pk = A + B(q/p)k vérifient la formule
de récurrence ci-dessus. Si on trouve A,B vérifiant le système : A + B =
p0, A + B(q/p) = pN alors la suite A + B(q/p)k = pk, ∀k. On trouve :

A =
(q/p)N

(q/p)N − 1
, B =

1
1− (q/p)N

.

• Si p = 1/2. La solution est de la forme pk = A + Bk. On a le système :
A = p0, A + NB = pN . On trouve :

A = 1, B = −1/N .

B. 1. On a : Ek(T ) = Ek(T1X1=k+1 + T1X1=k−1. Calculons

Ek(T1X1=k+1) = Ek(Ek(T1X1=k+1|σ(X1)))
(comme X1 est σ(X1)-mesurable) = Ek(1X1=k+1Ek(T |σ(X1)))

= Ek(1X1=k+1Ek(T |X1 = k + 1))
= Ek(1X1=k+1)Ek(T |X1 = k + 1)
= P(X1 = k + 1)Ek(T |X1 = k + 1) .

On a donc :

Ek(T ) = P(X1 = k + 1)Ek(T |X1 = k + 1) + P(X1 = k − 1)Ek(T |X1 = k − 1)
= p(1 + Ek+1(T )) + q(1 + Ek−1(T ))
= pEk+1(T ) + qEk−1(T ) + 1 .

2. On suppose p 6= 1/2. Si on cherche une solution de la forme proposée par l’énoncé,
comme on a : E0(T ) = 0, EN (T ) = 0, cela donne le système :

A + B = 0,
N

p− q
+ A + B(q/p)N = 0 .

On trouve :

A =
− N

q−p

1−
(

q
p

)N
, B = −A .

C. 1. P(T = i) = (1− p)i−1p. Donc T ∼ G(p) (loi géométrique).
2.

P(T2 = i + j|T1 = i) =
P(T2 = i + j, T1 = i)

P(T1 = i)

=
(1− p)i−1p(1− p)j−1p

(1− p)i−1p

= (1− p)j−1p = P(T1 = j) .

3.

E(T2|T1 = i) =
∑
j≥1

(i + j)P(T2 = i + j|T1 = i)

=
∑
j≥1

(i + j)(1− p)j−1p

= i + p
∑
j≥1

j(1− p)j−1

= i + p
1

(1− (1− p))2
= i +

1
p

.

2



Rappel. On a utlisé la formule : ∀x ∈ [0, 1[,
∑

j≥1 jxj−1 = 1
(1−x)2 qui se retrouve en

dérivant par rapport à x les deux termes de l’égalité : ∀x ∈ [0, 1[,
∑

j≥0 xj = 1
1−x .

E(T2) = E(
∑
i≥1

T21T1=i)

=
∑
i≥1

E(T21T1=i)

=
∑
i≥1

E(T2|T1 = i)P(T1 = i)

=
∑
i≥1

(
i +

1
p

)
(1− p)i−1p

=
∑
i≥1

(1− p)i−1 +
∑
i≥1

ip(1− p)i−1

=
2
p

.
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