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Corrigé : généalogie de Galton-Watson, p. 25

Par convention 0° = 1.
1.
G(s) = E(s%)
= ) P(X =k)s*

k>0

= Y u(k)s*
k>0
On & done : G(1) = Sya (k) = 1, G(0) = Sy u(k)0F = p(0).

2. Vu la question précédente, G est croissante. Soient s,t € R, A € [0,1]. On sait que pour tout
k € N, la fonction u +— u¥ est convexe. Donc :

Gs+(1=Nt) = E((\s+(1—=Nt)%)
< E(s™ + (1 -\
AG(s) + (1 = NG(2) .

Donc G est convexe. On a: G'(s) = >, o, u(k)ks* 1. Donc : G'(1) = 3,5, ku(k) = E(X).
En utilisant les réponses précédentes, on peut dessiner G : B

m>1 m=1 m<1

E(s%|F,) = B(s5" X8

= E(s%)% .

Fn)

On a donc :

§%n

Guials) = E(s“*)
= EE(s%|F)
(E(

E X)Z,L)




On a Gy(s) =

E
Gn-2(G(G(s))) =

(s?0) = s donc on obtient par récurrence :
-+ = G°"(s) (Pon” signifie que 'on compose n fois).

CGu(8) = X450 S"P(Z, = k) = P(Z, = 0) + D kst s*P(Z,, = k). Donc G,(0) = P(Z,

Gn(s) = Gna(G(s))

0).

C’est la probabilité pour qu’il n’y ait plus personne & la n-éme génération.
Notons A,, = {w : Z,(w) = 0}. On a pour tout n : A, C A,—1.

(réunion croiss

]P)(UnZOAn)
lim P(A,)

n—-+oo

lim G,(0)

n—-—4oo

lim G°"(0) .

n—-+o0o

p
ante)

En regardant la limite sur les graphes, on trouve que p=1sim <letp<1lsim > 1.

m>1 m=1 m<1
1 1 1
0 1 0 1 0 1
5.
E(Muii|F) = ——E(X™ X7,
( n+1| n) T gt ( T Zn| n)
1
= M, .

Donc (M,,) est une martingale. E(M,,) =

6. On suppose m < 1. On sait que p =
E(My) # E(M,) =1. On a M, ==
dominée ne s’appliquent pas ici.

n

E(e_’\M")

E(M,) = 1.

1 donc My (w) = 0 pour p.t. w. On a donc que

—> M. mais les théoremes de convergence monotone ou
— 00

E(G—AZ”/m")
E((e™/m")%)
Gn(e™™"y

8. Par convergence dominée : lim,, ;o E(e *n) = E(e=*M=) =: L()\) On a par ailleurs :

E(e*’\M")

On a donc : L(X)

G(L(A/m)).

Gn(efz\/m")
G(Gnoa(e™M™)
G(E(e Mer/m))
G(L(A/m)) .



