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Corrigé : Inégalité maximale
et Identité de Wald, p. 26-27

Inégalité maximale.
On note Fn = σ(X1, . . . , Xn), ∀n.

(a) {τa = n} = {X1 < a}∩ · · · ∩ {Xn−1 < a}∩ {Xn ≥ a} est une intersection d’éléments de
Fn et donc appartient à Fn. Donc τa est un temps d’arrêt.

(b) Notation : a∧ b = min(a, b). E(Xτa∧n) = E(X0) car (Xτa∧n)n≥0 est une martingale (cf.
théorème d’arrêt). E(Xn) = E(X0) = E(Xτa∧n) car (Xn)n≥0 est une martingale. On a
par ailleurs : E(Xτa∧n1τa>n) = E(Xn1τa>n) donc :

E(Xτa
1τa≤n) = E(Xτa∧n1τa≤n)

= E(Xτa∧n(1τa≤n + 1τa>n))− E(Xτa∧n1τa>n)
= E(Xτa∧n)− E(Xn1τa>n)
= E(Xn)− E(Xn1τa>n)
= E(Xn1τa≤n) .

(c)

P( max
k=1,...,n

Xk ≥ a) = P(τa ≤ n)

= P(Xτa
1τa≤n ≥ a)

(inégalité de Markov) ≤ 1
a

E(Xτa
1τa≤n)

=
1
a

E(Xn1τa≤n)

=
1
a

E(Xn1maxk=1,...,n Xk≥a) .

Identité de Wald.
On note Fn = σ(S1, . . . , Sn) = σ(X1, . . . , Xn). Par convention S0 = 0.

(a) T est un temps d’arrêt (même rédaction que pour la question (a), exercice précédent).

(b) Pour tout n ≥ 1, E(Sn − nm|Fn−1) = Sn−1 + E(Xn|Fn)− nm = Sn−1 − (n− 1)m donc
(Sn−nm)n≥0 est une martingale. Par théorème d’arrêt, (Sn∧T − (n∧T )m)n≥0 est une
martingale donc E(Sn∧T − (n ∧ T )m) = E(S0 − 0) = 0. Donc mE(n ∧ T ) = E(Sn∧T ) =
E(ST 1T≤n) + E(Sn1T>n).

(c) On suppose toujours que m > 0.
Par la loi des grands nombres, X1+···+Xn

n

p.s.−→
n→∞

m donc pour p.t. ω :

X1(ω) + · · ·+ Xn(ω) ∼
n→+∞

nm .

Donc pour p.t. ω, Sn(ω) −→
n→∞

+∞ et donc T (ω) < +∞.

On a donc T ∧n
p.s.−→

n→∞
T en croissant donc par convergence monotone : mE(T ∧n) −→

n→∞

1



E(T ).
Encore par convergence monotone : E(ST 1T≤n) −→

n→∞
E(ST ).

On a E(Sn1T>n) ≤ aP(T > n) = aP(X1 + · · ·+ Xn < a). On sait par la loi des grands
nombres que X1+···+Xn

n

p.s.−→
n→∞

m. Cette convergence a donc aussi lieu en probabilité,

c’est à dire que pour tout ε > 0, P
(

X1+···+Xn

n ≤ m− ε
)
−→

n→∞
0. En particulier pour

ε = m/2,

P
(

X1 + · · ·+ Xn

n
≤ m

2

)
−→

n→∞
0 .

Pour n ≥ 2a
m : P(X1 + · · ·+ Xn < a) ≤ P(X1 + · · ·+ Xn ≤ nm

2 ). Donc

P(X1 + · · ·+ Xn < a) −→
n→∞

0 .

L’égalité mE(n ∧ T ) = E(ST 1T≤n) + E(Sn1T>n) nous donne donc quand n → +∞ :

mE(T ) = E(ST )

(d) Si m = 0. Comme en (b), on peut montrer que (Sn)n≥0 est une martingale. On a
ST ≥ a donc E(ST ) 6= E(S0) = 0 (le théorème d’arrêt ne s’applique donc pas ici). Si
Sk ≥ a alors Sk + εk ≥ a donc T ≥ Tε. On a donc :

E(T ) ≥ E(Tε)

(question précédente) =
1
ε
E(STε

+ εTε)

≥ a

ε
.

Cela est vrai ∀ε > 0 donc E(T ) = +∞.
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