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Corrigé des exercices p. 35

3.5.1 Dans tout l’exercice, on utilise les propriétés de l’espérance conditionnelle (Prop. 1.1, p. 15).

1.

E(Zn|Fn−1) = E(E(ZN |Fn)|Fn−1)
= Zn−1 .

2.

E′(W ) = E(WZN )
= E(WE(ZN |Fp))
= E(WZp) .

3. La variable 1
Zn−1

E(Y Zn|Fn−1) est Fn−1-mesurable. Pour toute variable W Fn−1-
mesurable :

E′
(

1
Zn−1

E(Y Zn|Fn−1)W
)

= E
(

1
Zn−1

E(Y Zn|Fn−1)WZN

)
= E

(
1

Zn−1
E(Y Zn|Fn−1)WZn−1

)
= E (E(Y Zn|Fn−1)W )
= E(Y ZnW )
= E(Y WE(ZN |Fn))
= E(Y WZN )
= E′(Y W ) .

Donc 1
Zn−1

E(Y Zn|Fn−1) = E′(Y |Fn−1).
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4.

E′(M∗
n|Fn−1) = E′(Mn −

n∑
k=1

E(αk∆Mk|Fk−1)|Fn−1)

=
1

Zn−1
E(MnZn|Fn−1)−

n∑
k=1

E
(

Zk

Zk−1
∆Mk|Fk−1

)
= E

(
Mn

Zn

Zn−1
|Fn−1

)
− E

(
(Mn −Mn−1)

Zn

Zn−1
|Fn−1

)
−

n−1∑
k=1

E
(

Zk

Zk−1
∆Mk|Fk−1)

)

= E
(

Mn−1
Zn

Zn−1
|Fn−1

)
−

n−1∑
k=1

E
(

Zk

Zk−1
∆Mk|Fk−1)

)

=
Mn−1

Zn−1
E(Zn|Fn−1)−

n−1∑
k=1

E
(

Zk

Zk−1
∆Mk|Fk−1)

)

= Mn−1 −
n−1∑
k=1

E
(

Zk

Zk−1
∆Mk|Fk−1)

)
= M∗

n−1 .

Donc (M∗
n) est une martingale sous la probabilité P′.

3.5.2 1.

E(Mn|Fn−1)) = E(ρ1 + · · ·+ ρn − nm|Fn−1)
= ρ1 + · · ·+ ρn−1 − nm + E(ρn)
= Mn−1 .

2. (Gn) est une P-martingale car (Mn) en est une. Et donc (En(G)) en est une aussi.

3. Zn = E(ZN |Fn) = E(EN (G)|Fn) = En(G). On a : αn = Zn

Zn−1
= 1 + ∆Gn.

4. Par le lemme de Girsanov, le processus (M∗
n) suivant est une P∗-martingale :

M∗
n = Mn −

n∑
k=1

E
(

Zk

Zk−1
∆Mk|Fk−1

)

= Vn − nm−
n∑

k=1

E ((1 + ∆Gk) ∆Mk|Fk−1)

= Vn − nm−
n∑

k=1

E
((

1 +
r −m

σ2
(ρk −m)

)
(ρk −m)|Fk−1

)

= Vn − nm−
n∑

k=1

E
((

1 +
r −m

σ2
(ρk −m)

)
(ρk −m)

)

= Vn − nm−
n∑

k=1

(r −m)

= Vn − Un .

5. Par la Prop. 3.1 p. 30, P∗ est une probabilité risque neutre.
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