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Corrigé de l’exercice 4.4.1 p. 39

1. On sait que P∗ est une proba risque neutre ssi (Vn − Un) est une martingale sous P∗. On a
Vn − Un = ρ1 + · · · + ρn − nr (avec des ρk i.i.d.). Donc P∗ est une proba risque neutre ssi
E∗(ρn) = r, c’est à dire (après un petit calcul) ssi p∗ = r−a

b−a .

2.

P∗(SN = S0(1 + b)k(1 + a)N−k) =
P(Card{i ∈ [1, . . . , N ] : ρi = b} = k,Card{i ∈ [1, . . . , N ] : ρi = a} = N − k) =
Ck

N (p∗)k(1 − p∗)N−k .

Le prix de l’option est donc :

E∗
(

SN

EN (U)

)
=

1
(1 + r)N

E∗(g(SN ))

=
1

(1 + r)N

N∑
k=0

g(S0(1 + b)k(1 + a)N−k)Ck
N (p∗)k(1 − p∗)N−k .

3.

Xπ∗

n = E∗
(
En(U)f
EN (U)

|Fn

)
=

1
(1 + r)N−n

E∗(g(SN )|Fn)

=
1

(1 + r)N−n
E∗ (g(Sn(1 + ρn+1) . . . (1 + ρN ))|Fn)

=
1

(1 + r)N−n

N−n∑
k=0

g(Sn(1 + b)k(1 + a)N−n−k)CN−n−k
N−n (p∗)k(1 − p∗)N−n−k

=
1

(1 + r)N−n
F ∗

N−n(Sn) .

L’avant-dernière égalité peut se comprendre de manière intuitive. On peut aussi démontrer
rigoureusement que si Z indépendant de Fn alors

E(g(SnZ)|Fn) =
∫

R
g(Snz)PZ(dz) (1)

(où PZ est la loi de Z) car c’est bien ce que nous avons utilisé.
On remarque que la v.a.

∫
R g(Snz)PZ(dz) est Fn-mesurable. Si on prend Y Fn-mesurable

quelconque :

E(Y
∫

R
g(Snz)PZ(dz)) =

∫
R

E(Y g(Snz))PZ(dz)

=
∫

R

∫
R2

E(yg(sz))PY,Sn
(dy, ds)PZ(dz)

= E(Y g(SnZ))

1



car Z indépendant de Y, Sn. Donc on a bien (1).

4. On a :

β∗
nBn + γ∗nSn = Xπ∗

n

(β∗
nBn + γ∗nSn)1ρn=a =

1
(1 + r)N−n

F ∗
N−n(Sn)1ρn=a

(β∗
nB0(1 + r)n + γ∗nSn−1(1 + a))1ρn=a = (1 + r)−(N−n)F ∗

N−n(Sn−1(1 + a))1ρn=a

E∗((β∗
nB0(1 + r)n + γ∗nSn−1(1 + a))1ρn=a|Fn−1) = (1 + r)−(N−n)E∗(F ∗

N−n(Sn−1(1 + a))1ρn=a|Fn−1)

(β∗
nB0(1 + r)n + γ∗nSn−1(1 + a))(1 − p∗) = (1 + r)−(N−n)F ∗

N−n(Sn−1(1 + a))(1 − p∗)

β∗
nB0(1 + r)n + γ∗nSn−1(1 + a) = (1 + r)−(N−n)F ∗

N−n(Sn−1(1 + a)) .

De même :

β∗
nB0(1 + r)n + γ∗nSn−1(1 + b) = (1 + r)−(N−n)F ∗

N−n(Sn−1(1 + b)) .

5. On résoud le système pour trouver γ∗n comme demandé par l’énoncé. Puis la relation β∗
n =

Xπ∗
n−1−γ∗nSn−1

B0(1+r)n−1 donne l’égalité demandée.

6. On sait que :

C = E∗
(

(SN − K)+
EN (U)

)
=

1
(1 + r)N

N∑
k=0

Ck
Ng(S0(1 + b)k(1 + a)N−k)Ck

N (p∗)k(1 − p∗)N−k

=
N∑

k=k0

Ck
NS0

(
p∗(1 + b)

1 + r

)k (
(1 − p∗)(1 + a)

(1 + r)

)N−k

−
N∑

k=k0

Ck
NK

(p∗)k(1 − p∗)N−k

(1 + r)N

= S0B(k0, N, p′) − (1 + r)−NKB(k0, N, p∗) .
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